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Matematicke institucije u Srbiji do Velikog rata
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Pregledni rad

Apstrakt

Institucionalni razvoj matematike u Srbiji po¢iva na dve nacionalne insti-
tucije: visokogkolskoj ustanovi pod nazivom Licej, osnovanoj 1838. (od 1863.
Velika skola a danas Univerzitet u Beogradu) i Drustvu srpske slovesnosti,
osnovanom 1841. (od 1864. Srpsko uceno drustvo, od 1886. Srpska Kral-
jevska Akademija - SKA, pa Srpska Akademija Nauka - SAN, danas Srpska
akademija nauka i umetnosti - SANU). Njihovom saradnjom i preplitanjem
aktivnosti, prvenstveno zaslugom Mihaila Petroviéa i Bogdana Gavriloviéa,
osnovan je na Univerzitetu u Beogradu Matematicki seminar koji je posle
Drugog svetskog rata, pod nazivom Matematicki institut SANU, prerastao u
najvi§u srpsku matematicku instituciju. U okviru Matemati¢kog seminara -
instituta razvijale su se Petroviéeva matematicka skola izmedju dva svetska
rata i Karamatina §kola matemati¢ke analize posle Drugog svetskog rata.
Danas su one poznate kao Beogradska skola matematike.

AMS Mathematics Subject Classification (2010): 01A72, 01A73, 01A74

Key words and phrases: Lyceum, Higher School of Belgrade, Mathematics
Seminar, Serbian Royal Academy, Mathematical Institute, University of Belgrade,
Serbian Academy of Sciences.

1 Uvod

Ovaj rad predstavlja pregled razvoja matematickih institucija u Srbiji od vremena
oko sredine XIX veka, kada je osnovana prva visa Skola, do Velikog rata i prve
polovine XX veka, kada su rezultati rada vise srpskih matemati¢ara veé¢ poznati
i priznati u matematickom svetu. Tokom tog perioda od nesto vise od 60 god-
ina, koji je vrlo kratak u ukupnoj istoriji nau¢ne misli i istoriji matematike kao
naucne discipline, Srbija je od jedne nerazvijene zemlje u svim aspektima obrazo-
vanja, uspela uspostaviti poziciju u svetu matematike koja bi se mogla smatrati
ravnopravnom sa najrazvijenijim evropskim zemljama.

Nakon samostalne i prosperitetne srpske drzave koja se kroz ¢itav srednji vek
u duhovnom i kulturnom smislu oslanajala na Vizantijsko carstvo, polovinom pet-
naestog veka doslo je do velikih promena. Ukupni razvoj srpskog naroda iz temelja
je uzdrman potpunim turskim osvajanjem i okupacijom teritorije srpske drzave.



Vladajuca klasa je iskorenjena, institucije unistene, a narod se posle mnogobro-
jnih seoba nasao na velikom prostoru i severno od reka Save i Dunava - u okviru
Habzburske monarhije - i juzno od reka Save i Dunava - u okviru turske carevine.
Turska vlast nad Srbima trajala je vise od 400 godina za deo naroda koji se oslo-
bodio ustancima u XIX veku i oslobodila¢kim Balkanskim ratom (1912), a oko
250 godina za deo naroda koji je ziveo u Panonskoj niziji, na teritoriji Habzburske
monarhije. Taj severni deo srpskog naroda, veéinom sa teritorije danasnje Vojvo-
dine, izborio se kod Habzburgkih vlasti za dozvolu otvaranja osnovnih i srednjih
skola na srpskom jeziku, a podizu se i gotovo sve najvaznije institucije mlade na-
cionalne kulture srpskog naroda. Te ¢injenice kao i opsti kulturno-prosvetni uslovi
u Habzburskoj drzavi doveli su do formiranja obrazovanog i imuénog gradjanskog
sloja jednog dela srpskog naroda, ali i znacajnog broja ucenih ljudi, kulturnih,
umetnickih i nau¢énih radnika. Kulturno obrazovne prilike medju Srbima koji su
ostali pod turskom vlagéu bile su bitno drugacije. Vladala je skoro potpuna nepis-
menost i obrazovna zaostalost. Organizovano otvaranje gkola pocelo je pocetkom
XIX veka posle prvih ustanaka protiv Turaka 1804. i 1815. godine, mada je tek
Hatiserifom iz 1830. godine, Srbima dozvoljeno da sami ustanovljavaju Skole, i
druge drzavne institucije.

2 Licej - prva visoka Skola u Srbiji

Prva éetvorogodisnja srednja skola u Srbiji, 1835. godine nazvana Gimnazijom,
otvorena je 1833. godine u Kragujevcu, tadasnjoj srpskoj prestonici, sa 16 uc¢enika
i jednim nastavnikom. Bez zasebne zgrade, struénog kadra, namestaja i osnovnih
ucila, gkola je tesko ispunjavala osnovni cilj zbog kojeg je i osnovana - da Siri
prosvetu i da obrazuje i spremi sposobne mladiée za drzavnu sluzbu. Knez Milo§
Obrenovi¢ je Ukazom iz 1838. godine produzio gimnazijsko Skolovanje na Sest
godina i time osnovao Licej koji je predstavljao vrhunac dotadasnjih nastojanja
da Knezevina Srbija i srpski narod dobiju $kolu na kojoj bi se sticala najvisa
znanja i spremali drzavni ¢inovnici.! Kako u Srbiji tog vremena nije bilo dovoljno
kvalifikovanih profesora za rad na Liceju, Milo§ Obrenovié¢ je uputio poziv svim
utenim Srbima koji su ziveli §irom Evrope da svojim dolaskom u tek oslobod-
jenu i osamostaljenu Srbiju pomognu u prvim godinama njegovog rada. Tom se
pozivu odazvao mali broj onih kojima je upucen, pa su ¢asove iz svih predmeta
i oblasti morali da drZe razni drzavni ¢inovnici, tada najobrazovaniji gradjani
Srbije. Prve godine u novoosnovanom Liceju predavani su: filozofija, opsta is-
torija, Cista matematika, statistika, nemacki jezik i crtanje. Sve te predmete
su predavala samo dva gimnazijska profesora - Petar Radovanovi¢ i Atanasije
Teodorovi¢! Slede¢e godine navedenim predmetima pridodati su i fizika, ge-
ometrija i francuski jezik, pa je povecan i broj nastavnika. Vecina njih jo§ uvek
nije bila stru¢no kvalifikovani za rad u Skoli i za predmete koje su predavali, ali

'U periodu Prvog srpskog ustanka 1808-1813. godine radio je Dositejev Licej kao prva visa
prosvetna ustanova u Srbiji. Nakon propasti ustanka i skola je zatvorena.
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medju prvim nastavnicima bilo je i onih koji su u srpskoj kulturi i nauci ostavili
znatajan trag. Naveséemo samo neke od njih - Josif Panci¢ (1814-1888) srpski
lekar, botanic¢ar, prvi predsednik Srpske kraljevske akademije, knjizevnik Jovan
Sterija Popovi¢ (1806-1856), osniva¢ srpske drame, Matija Ban (1818-1903) koji
je bio pisac, politicar i diplomata, osniva¢ nacionalnog programa ujedinjenja i
oslobodjenja Juznih slovena (Srba i Hrvata), Konstantin Brankovi¢ (1814-1865)
pedagog, filozof, pravnik, visegodisnji rektor Liceja, Vuk Marinkovi¢ (1807-1859)
fizicar, autor udzbenika iz fizike i osniva¢ kabineta za fiziku na Liceju.

Najveéi problem u nastavnickom kadru bio je sa Skolovanim predavacima
matematike i sadrzaja prirodnih nauka (fizike, hemije, biologije, geografije, ge-
ologije, astronomije). Nastavu matematike drzali su razni ucitelji, 8kolski nad-
zornici, pravnici, sveStenici, inZenjeri. Niko od njih nije po osnovnom obrazo-
vanju bio matemati¢ar, mada su svi oni u toku skolovanja slugali ili polagali
neke matematicke predmete razli¢itih sdrzaja i nivoa. Njihova predavanja nisu
bila ni na visokogkolskom, a kamoli ne na nau¢nom nivou, ali u tadasnjoj Srbiji
prikladnijih i matemati¢ki obrazovanijih ljudi nije bilo. (vidi [24, str. 85-86]).
Matematicke nauke - matematika, fizika, mehanika - su u svojim skromnim okvir-
ima predavane i izu¢avane uglavnom u cilju njihove primene u tehnici i vojnim
naukama. Posebnu potegkoéu u nastavi matemati¢kih nauka predstavljao je ne-
dostatak udzbenika §to je tesno povezano sa reformom srpskog jezika filologa Save
Mrkalja i Vuka KaradZzi¢a. Reformisana srpska éirilica je zvani¢no uvedena u Sr-
biji 1868. godine. Skoro sve matematicke knjige na srpskom jeziku, od prve srpske
aritmetike iz 1767. godine Vasilija Damjanovi¢a (1734/35-1792) (vidi [17], [18])
pa sve do knjiga iz druge polovine XIX veka, nastale su u Vojvodini koja je bila u
okviru Habsburske monarhije. One su napisane crkvenoslovenskim ili slavenosrp-
skim jezikom koji su bili vrlo siroma$ni matemati¢kom terminologijom evropske
matematike i koji nisu bili lako razumljivi Srbima koji su Ziveli u okviru novoosno-
vane knezevine Srbije. Svakodnevni govorni jezik se razlikovao od tih oblika. To je
znacajno otezavalo i prevode stranih ali i pisanje originalnih, srpskih, udzbenika.
Problem matematicke terminologije na srpskom jeziku ostao je sve do pocetka XX
veka. To pitanje ponovo je otvoreno posle drugog svetskog rata kada je u okviru
novoosnovanog Matematickog instituta formirana Komisija za terminologiju ¢iji
su rezultati rada dati u dve publikacije: Matematicka terminologija za osnovne @
srednje $kole (Beograd, 1963) i Recnik matematickih termina (Beograd, 1966).

Za prvog rektora Liceja postavljen je Atanasije Nikoli¢ (1803-1882), koji je
po obrazovanju inZenjer geodezije bio i prvi profesor matematike. On na Liceju
ostaje do kraja oktobra 1842. godine kada je na srpskom prestolu doglo do smene
dinastija i kada odlazi za nacelnika Popeciteljstva unutrasnjih dela gde ostaje 16
godina. Bio je zaduZen za policiju, poljoprivredu, gradjevinarstvo, saobraéaj, vo-
jsku. Svojim rezultatima i delatno§éu u svim tim oblastima ostavio je znacajan
trag.? Atanasije Nikoli¢ je za ulenike Liceja napisao prve udzbenike iz alge-

*Kovatek, B., Teatar Atanasija Nikoli¢a, Zbornik radova Srpskom narodnom pozoristu 1861-
1986, Novi Sad, 1986, s. 207-222.
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bre Algebra - ustrojena za upotrebljenije slisatelja filosofije u Liceumu KnjaZestva
Serbije (1839) i geometrije Elementarna geometrija - ustrojena za upotrebljenije
sligatelja filosofije u Liceumu KnjaZestva Serbije (1841). Udzbenici su bili na el-
ementarnom nivou i nisu bili originalno delo. On se verovatno posluzio nekim
slicnim udzbenicima kori§éenim u Austrougarskoj koje je prilagodio tadasnjim
potrebama u Srbiji (vidi [11], [28]). Nikada niSta nije napisao iz matematike kao
nauke, pozivao je na §irenje nauc¢nih znanja bez rada u nauci i bez licnog stvar-
alastva, a u svojim javnim istupima ¢ak je Cesto govorio protiv svakog naucnog
rada, posebno u matematici, jer, po njegovom misljenju, neobrazovana ili polu-
obrazovana sredina kakva je tada bila Srbija, to ne bi mogla razumeti niti pri-
hvatiti (vidi [20, str. 36]). Izdvajamo i Emilijana Josimovi¢a (1823-1897) koji
je bio medju istaknutijim profesorima na Liceju, Vojnoj akademiji i, kasnije, na
Velikoj skoli. InZenjersko obrazovanje i diplomu stekao je na Beckoj Politehnici,
bio je ¢lan Drustva srpske slovesnosti i Srpskog ucenog drustva, rektor Velike
skole, pisac prvog, obimnog u tri dela napisanog, visokoskolskog matematic¢kog
udzbenika Nacela vise matematike® na srpskom jeziku, prvi srpski urbanista poz-
nat kao autor urbanistickog plana Beograda iz 1867. godine. Pored matematike,
predavao je geodeziju, arhitekturu, mehaniku i nacrtnu geometriju. Josimovié je
imao ugled matematic¢ara, mada nije objavio nijedan rad iz ove nauke.
Osnivanjem i radom Liceja ostvaren je jedan veoma vaZzan cilj - omoguditi
novim nara$tajima nastavak studija na evropskim univerzitetima, i, posle sticanja
univerzitetskog obrazovanja i diploma, povratak u Srbiju i prenoSenje bududim
generacijama tamo steCenog znanja, iskustva, kulture, i na taj nacin pribliziti
svoju mladu, tek oslobodjenu srpsku drzavu veéini naprednih evropskih zemalja.

3 Velika skola - zora srpske matematike

Na inicijativu svojih profesora, Licej je 1841. godine premesten u Beograd, nas-
tava se u pocetku odvijala u jednoj privatnoj kuéi, a od 1844. godine, kada se u
skolskom sistemu zvani¢no uvodi mesto i rang Liceja kao velikog u¢ilista, u Konaku
kneginje Ljubice. Na Licej se svake godine upisuje prose¢no po 50 djaka-licejaca.
Godine 1863. Licej je reformisan i prerasta u Veliku skolu koja je preseljena u
Kapetan-Migino zdanje, palatu MiSe Anastasijevica, tada najbogatijeg toveka u
Srbiji. Kao naslednica Liceja i prethodnica danasnjeg Beogradskog univerziteta,
Velika gkola je postala kombinacija klasi¢ne gimnazije i visoke skole, a Zakonom
o ustrojstvu definisana kao nau¢na institucija za visoko i stru¢no obrazovanje. To
je bila najviSa obrazovna institucija u Srbiji do 1905. godine. Veliku skolu su u
pocetku ¢inila tri fakulteta - Filozofski, Tehnicki i Pravni. Studije na Filozofskom
fakultetu trajale su tri godine (do 1880. godine), a na Pravnom i Tehni¢kom
fakultetu ¢etiri. Ni u okviru Velike skole matematika se jo§ uvek nije studirala

3Prvi deo je iza%ao 1858. mna 253 strane, drugi deo 1860. i ima 296 strana, a tre¢i 1872. i
ima 198 strana. U prvom delu je izloZena teorija funkcija, teorija jednacina i teorija redova.
U drugom delu je izloZen diferencijalni i integralni ra¢un funkcija jedne i viSe promenljivih i
varijacioni ra¢un. Treéi deo je sadrzao analiticku geometriju u ravni.
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kao posebna naucna oblast, veé su studenti dobijali Siroko prirodno-nauéno obra-
zovanje na Filozofskom fakultetu, ili su slusali visu matematiku i sticali upotrebno
znanje matematike na Tehni¢kom fakultetu. U okviru Liceja kao i u prvim go-
dinama rada Velike gkole, najvise su se razvijale "nacionalne" nauke, drustvene
nauke korisne za drzavu i one prirodne nauke - botanika, zoologija, mneralogija,
geologija - koje su se odnosile na upoznavanje zemlje i njenih prirodnih bogat-
stava. Matematika, fizika, hemija, astronomija razvile su se kasnije i njihov razvoj
je tekao sporije jer se u politickim krugovima smatralo da nije potrebno trositi
energiju i novac na nauke od kojih drzava nema koristi (vidi [3], str. 151])!

Paralelno sa otvaranjem prvih gimnazija i Velike gkole, 1841. godine osnovano
je Drustvo srpske slovesnosti kao preteta danasnje Srpske akademije nauka i umet-
nosti. U njemu se prvenstveno vodila borba za srpski jezik, dok su ostale nauke bile
vrlo slabo zastupljene. To narocito vazi za matematicke i prirodne nauke. Godine
1864. Drustvo srpske slovesnosti je preraslo u Srpsko uc¢eno drustvo, a u Odeljenje
za prirodne i matematicke nauke ugli su E. Josimovié¢ i K. Brankovié. U XXV kn-
jizi Glasnika Utenog drustva za 1869. godinu izlazi i prva matematicka rasprava
inZenjera Dimitrija Stojanovi¢a (1841-1905) pod naslovom "Sturmova teorema.
To je bio elementaran rad u kome je prepri¢ano resenje francuskog (3vajcarskog)
matematic¢ara Sturma (Jacques Charles Francois Sturm) koji je formulisao teo-
remu koja danas nosi njegovo ime i koja se odnosi na lokalizaciju i utvrdjivanje
broja realnih korena polinomske jednacine koji se nalaze izmedju datih granica.
Na osnovu tog rada Stojanovi¢ je primljen u Srpsko u¢eno drustvo. Godine 1886.
Srpsko uceno drustvo dolazi u sukob sa Ministarstvom obrazovanja, i na jednu
godinu je suspendovan njegov rad. Tokom sledeéih godina ¢élanstvo Drustva se
znacajno smanjilo i njegova aktivnost se odvijala paralelno sa novoosnovanom Srp-
skom kraljevskom akademijom sve do njihovog spajanja 1892. godine. U skladu
sa medjusobnim dogovorom, osmorica ¢lanova Srpskog ucenog drustva postali su
redovni ¢lanovi Srpske kraljevske akademije, dok su ostali ¢lanovi usli u novu
naucnu istituciju kao dopisni ¢lanovi.

Za pocetak institucionalnog razvoja matematike u Srbiji vazna je 1873. god-
ina, kada se na Velikoj 8koli u okviru Filozofskog fakulteta osnivaju dva odseka
- Istorijsko-filologki i Prirodno-matematic¢ki - kao i Katedra za matematiku u
okviru Prirodno-matematickog odseka. Visu matematiku c¢e, ve¢ od ranije na
Tehnickom, a sada i na Filozofskom fakultetu sve do 1887. godine redovno
predavati samo profesor Dimitrije Negi¢ (1836-1904), jedna od klju¢nih li¢nosti
srpske nauke tog vremena, koje je nas istaknuti istori¢ar matematike Dragan Tri-
funovié (1930-2008) nazvao zora srpske matematike. Kako se njegova nastavna i
naucna aktivnost odvijala u polju matematike, i kako je on prvi Srbin autor veceg
broja matematickih rasprava objavljenih u izdanjima Srpskog u¢enog drustva (4) i
Srpske kraljevske akademije (5), sa pravom se Negi¢ moze smatrati prvim srpskim
matematicarom. Mada njegovi radovi ne sadrze velike rezultate koji se pamte i
kojima se generacije koriste, oni pokazuju Sirinu Ne§i¢evog znanja, preciznost u
dokazu i savesnost u obradi i izboru problema (vidi [31], str. 17]). Naglasi¢emo
da ni on nije imao striktno matematicko obrazovanje, ve¢ je matematiku slusao
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i ucio studirajuéi tehnicke nauke. On je po zavrSetku dve godine opstih studija
prirodno-matematic¢kih nauka na Liceju, 1855. godine otiSao na dalje skolovanje u
inostranstvo kao drzavni pitomac. Po povratku sa sedmogodisnjih studija u Be¢u
(Velika tehnicka skola, 1855-1858) i Karlsrueu (Politehnika, 1858-1862) preuzeo je
predavanja iz matematike na Liceju i kasnije na Velikoj skoli. Bio je redovan ¢lan
Srpskog ucenog drustva i jedan od prvih 16 postavljenih ¢lanova SKA, ¢lan JAZU,
kao i bududi rektor Velike Skole i predsednik SKA. U svojim kursevima Negi¢ je
predavao opstu euklidsku geometriju, trigonometriju, analitiCku geometriju, kom-
binatoriku, algebru i diferencijalni i integralni ra¢un. Po prvi put u Srbiji uvodi
osnovne pojmove iz teorije determinanata i savremen kramerovski prilaz reSavanju
linearnih jednacina i linearnoj algebri. U istoriji srpske nauke ostace zapamdcen
kao autor kvalitetnih visokogkolskih matemati¢kih udzbenika?, autor Zakona o
merama i teksta njegovog objasnjenja (1873) ¢ime je u Srbiji uvedem metarski
sistem mera, inicijator reforme nastave matematike na Velikoj §koli - uspeo je da
nedovoljno odredjen stari kurs matematike podeli na nizu i visu matematiku, da
se izbori da matematicar predaje samo matematiku a ne i arhitekturu, mehaniku,
geografiju, fiziku, ali i da matematiku predaju samo matematicari.’

Njegovim se zalaganjem Katedra za matematiku Prirodno-matematickog od-
seka Filozofskog fakulteta 1885. godine podelila na dve katedre - za visu i za
nizu matematiku. Kurs nize matematike je obuhvatao analiticku geometriju i
trigonometriju, a u okviru kursa vise matematike predavani su algebarska anal-
iza, kombinatorika i osnovni elementi infinitezimalnog rat¢una. Usled znalajno
povec¢anog obima posla, Nefi¢ je od ministarstva trazio pomo¢ u ljudstvu, ali ju
sve do 1887. godine nije dobijao®. Te godine za profesora nize matematike na
Velikoj skoli dolazi Bogdan Gavrilovi¢ (1864-1947), doktor filozofije-matematike
Univerziteta u Budimpesti. Odbranivsi tezu "O predstavljanju jednogranih anal-
itickih funkcija" (1887) (na madjarskom), postao je drugi matemati¢ar u Srbiji
sa doktoratom nauka. Pre nego §to je doktorirao, Gavrilovié je 1883. godine na
Univerzitetu u Budimpesti poloZio profesorski ispit i usavrSavao se na univerzite-
tima u Berlinu, Pragu i Parizu. U Berlinu je slusao predavanja kod ¢uvenog Karl
Vajerstrasa. Po nau¢nom radu on je predstavljao prelaz od Nesi¢a ka Mihailu
Petrovicéu, iako se sa nauénim radovima javio znatno posle Petrovi¢a. Nije bio
plodan naucnik i ni on nije objavljivao radove u inostranim Casopisima, ve¢ su
Stampani samo na srpskom jeziku u izdanjima Srpske akademije nauka u Beogradu
i Jugoslovenske akademije znanosti u umetnosti u Zagrebu, i uglavnom su elemen-

* Trigonometrija, Beograd 1875, s. 496, Nauka o kombinacijama, Beograd 1883, s. 132,
Algebarska analiza I i II, Beograd 1883, s. 582 i 667.

®*Opéirnije o Dimitriju Nesiéu videti u [36].

5Tako se 1871. iz Ciriha sa diplomom VI-A odeljenja Cirigke politehnike, odeljenja na kome
su kasnije studirali i Albert AjnStajn i njegova supruga Mileva Mari¢, u Srbiju vratio Petar
Zivkovi¢ (1847-1924). Pre odlaska na studije u Cirih on je zavrsio i Tehnicki fakultet Velike
skole (1867). Tako je Nefi¢u trebao asistent i iako je Zivkovi¢ zavrsio takve dve kole i direktno
uputio molbu ministarstvu da se razmotri njegovo postavljenje i zaposlenje na Velikoj koli, bio
je odbijen. Radio je kao gimnazijski profesor, ali i sa te pozicije uspeo je da postane redovan
¢lan Srpskog ucenog drustva i dopisni Elan SKA (vidi [33]).
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tarnog nivoa. Njegova dva udzbenika - Teorija determinanata, (1899) i Analiticka
geometrija (1896) - napisana na visokom univerzitetskom nivou i danas pokazuju
izvesnu svezinu i modernost pristupa ([35, str. 10]). Bio je dugogodisnji profesor
Velike skole i Univerziteta u Beogradu, kasnije rektor Beogradskog univerziteta,
dopisni ¢lan JAZU i redovan ¢lan i predsednik SKA. U srpskoj istoriji nauka ostace
zabeleZene njegove ogromne zasluge u stvaranju matematicke skole u Beogradu i
u nastanku Beogradskog univerziteta.”

Nije bio lak rad srpskih matematicara druge polovine 19. veka. U sredini
u kojoj se gradjanska kultura tek radjala, sa skoro nikakvim materijalnim sred-
stvima, u narodu rascepkanom u vise drzava, nije bilo povoljnih uslova ni za kakav
naulni rad, a najmanje za matematicke teorije (vidi [9, str. 201-204]). Bogdan
Gavrilovié je u takvu sredinu doSao kao mlad naucnik, sa evropskim shvatanjem
nauke i kulture, i sav se posvetio nauci i Univerzitetu. Tada u istoj nameri nije
uspeo Dimitrije Dani¢ (1862-1932) berlinski djak koji je 1885. doktorirao u Jeni
i tako postao prvi doktor matematike u srpskom narodu®.

U prvim godinama rada Velike skole najveéi problem bio je veliki nedostatak
udzbenic¢ke i naucne literature. Pomalo je nejasno kako su prvi srpski diplomci
uopste uspevali da poloze teske prijemne ispite po visokim gkolama Evrope. To je
bio njihov veliki uspeh! Profesor Nesié je dobro znao da nauka nema granica, da su
matematicke nauke svojina celog sveta, da ne moze biti nacionalnih medja. Sma-
trao je da je nuzno da matematicari u Beogradu budu u stalnom dodiru sa stranim
stvaraocima, da strane naucne rezultate treba prikazati u Beogradu, ali i srpske
u svetu. Razmena, saradnja, ali i savremena literatura i otkrivanje matematickih
problema, to su njemu tada bili najvazniji i neophodni preduslovi za razvoj nauke.
Kao rezultat takvih ideja i nastojanja gostovao je u Srpskoj kraljevskoj akademiji
eminentni ¢eski matematic¢ar iz Brna Matijas Lerh (Mathias Lerch (1860-1922))
kao prvi strani matematic¢ar koji je objavio ¢ak tri nau¢na rada u Glasu SKA®
i 1888. godine odrzao predavanje na Akademiji. Nesié¢ je takodje 1871. godine
osnovao prvu matematicku biblioteku i polako poceo da prikuplja najznacajnija

"Ovo su njegova razmisljanja o univerzitetu: "Da li se u naoj sadasnjoj Velikoj skoli uistinu
mogu negovati nauke; da li se u njoj talenti mogu razvijati na Sirokoj osnovi; da li jednom
reCi viSe potrebe naseg intelektualnog i moralnog Zivota imperativno ne zahtevaju da izadjemo
iz uske oblasti one atmosfere u kojoj se danas naSa cela viSa nastava krece? Da, nama treba
jedan jali centar nauke, jedan univerzitet, jedna nova velika gkola s novim pravcem i s novim
duhom, skola kojoj ¢e pasti udeo i ¢ast da na sveZzem i toplom vrelu nauke i istine podmladi
intelektualni, moralni i politiCki zivot naSeg naroda. Stoga nije megalomanija, niti tasta sujeta
ili nezrela ambicija to §t0 mi hoéemo univerzitet. Ko tako misli, taj ne zna u ¢emu je moé
univerziteta, taj ne zna da je univerzitet jedini rasadnik ¢iste nauke, a to ¢e reéi pravi apostol
slobode i prosvecenosti, toplo gnezdo ideja i idealizma." (vidi |7, str. 189-204]). OpSirnije o
Bogdanu Gavriloviéu videti u [8], [14] i [35].

8Demeter Danitsch, "Conforme Abbildung des elliptischen Paraboloids auf die Ebene",
Fakultét zu Jena, 1885, s.41. Kao honorarni profesor jedno vreme je drzao predavanja iz nize
matematike na Filozofskom fakultetu, ali kada je na to mesto postavljen Bogdan Gavrilovié
odlazi na Vojnu akademiju u Beogradu. Tu je stekao ugled strogog i korektnog profesora, kao i
autora udzbenika koje su osim pitomaca Vojne akademije koristili i studenti Velike §kole.

9Glas SKA (knj. XI, Prvi razred, knj. 6, 1989) na srpski preveo D. Nesi¢.
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dela klasika i savremenika, ali i strane naucne ¢asopise, §to je odmah po dolasku
na Veliku 8kolu nastavio da radi i mladi Bogdan Gavrilovié. Ta biblioteka ¢e
vremenom prerasti u mesto okupljanja i rada beogradskih matematic¢ara poznato
kao Matematicki seminar, a posle Drugog svetskog rata kao Matematicki institut,
koji ¢ée do danas opstati i postati najjaca i najznacajnija matematicka institucija
u Srbiji.

4 Vreme Mihaila Petrovicéa

Prelomni trenutak u razvoju srpske matematike predstavlja konkurs za profesora
matematike na Filozofskom fakultetu, na mesto koje je ostalo upraznjeno od-
laskom profesora Dimitrija Negi¢a u penziju. Te 1894. godine na konkurs su se pri-
javila ¢ak tri mlada doktora nauka, sva trojica sa evropskim diplomama: Djordje
Petkovi¢ (1863-1913) doktorirao u Betu iz teorije funkcija, Petar Vukicevi¢ (1862-
1941) doktorirao u Berlinu na diferencijalnim jednac¢inama i Mihailo Petrovi¢
(1868-1943) doktorirao na Ecole Normale Supérieure u Parizu takodje iz teorije
diferencijalnih jednac¢ina'®. Izabran je M. Petrovi¢, a prva dvojica nikada nisu
ostvarili univerzitetsku karijeru. Osnovni razlog tome je bio Numerus Clausus
koji je odredjivao tacan broj profesora na Velikoj gkoli. Tako se Srbija kao mlada
drzava, i u politickom i u nau¢nom smislu, u vrlo kratkom periodu od dvadese-
tak godina odrekla pravih moguénosti tri doktora matematickih nauka i jednog
diplomiranog matematitara Ciriske Politehnike (Zivkovic¢)!

Mihailo Petrovi¢ je djak Dimitrija Nesica sa Velike Skole. I pored svog neospor-
no velikog talenta, da je ostao u Beogradu verovatno bi i on "tavorio u nau¢nom
lokalitetu beogradske varogi" i nikada ne bi postao tako veliko i cenjeno ime srpske
i svetske matematike. Umesto toga on je posle zavrSene trogodisnje Velike 8kole,
upisao i Ecole Normale Supérieure u Parizu i zavr§ava je kao jedan od najboljih u
generaciji. Ta 8kola, koja simbolise jednu epohu u razvoju matematic¢kih nauka,
bila je naro¢ito u doba Petrovi¢evog skolovanja na glasu po svojim profesorimal'!,
aliipo djacima. Povratkom sa studija u Parizu, svojim nau¢nim radom i radom na
Univerzitetu, Petrovié se izborio za najvige mesto u istoriji srpske nauke. Posebno
¢e ostati zabeleZzeno da je njegov rad "Sur les intégrales uniformes des équations
du premier ordre et du genere zéro" iz 1894. godine prvi pravi, originalan nau¢ni

rad u srpskoj matematici objavljen u nekom uglednom evropskom asopisu'?.

"Djordje Petkovi¢, "Abels Theorem beweisen algebraisch und mit der Hilfe von Riemanns
Funktion", Be¢, 1893, s. 25. Michel Petrowitch, "Sur les zéros et les infinis des integrales des
équations différentiel algébriques", Gauthier-Villars, Paris, 1894, p. 109. Petar L. Vukicevic,
"Die Invarianten der linearen homogenen Differential-Gleichungen II-ter Ordnung", Friedrich
Wilhelms Universitédt zu Berlin, 1894, s. 48. Posle Dani¢a i Gavrilovi¢a, Petkovié je bio treé¢i
matematic¢ar u Srbiji sa doktoratom nauka, Petrovié se iz Pariza vratio kao ¢etvrti od prvih pet
matemati¢ara u Srbiji sa doktoratom nauka, a Vukicevié¢ je postao peti.

' Jules Tannery (1848-1910), Paul Painlevé (1863-1933), Charles Hermite (1822-1901), Emile
Picard (1856-1941), Henry Poencaré (1854-1912), Jean Gaston Darboux (1842-1917)

12Comptes Rendus de L’Academie des Sciences, Paris, 1894, t. CXVIII, pp. 1190-1193.
Rezultate iz tog rada je E. Pikar uneo u svoju monografiju Traité d’ Analyse, Paris 1896, tome
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Izborom Mihaila Petroviéa za profesora matematike na Filozofskom fakul-
tetu Velike 8kole, Bogdan Gavrilovié preuzima celokupnu nastavu matematike
na Tehnickom fakultetu. Rezultati Dimitrija Ne§i¢a prepuSteni su proslosti, a
na scenu su iza§la dva matematic¢ara koji su, svaki na svoj nadin, ¢esto potpuno
razli¢ito, Sirom otvarali vrata srpske nauke i trasirali put ka velikoj nauci Za-
pada. Njih dvojica ée jedan dugi period biti jedini predstavnici matematickih
nauka na Velikoj 8koli i od 1905. godine na Univerzitetu u Beogradu, gde ¢e
predavati i teorijsku i primenjenu matematiku. Matematika je na Univerzitetu
u Beogradu sve do dvadesetih godina proslog veka bila zamrznuta u kadrovskim
temeljima Petrovié-Gavrilovi¢ i niko nije mogao da do tog jezgra dosegne. Oni
su bili komplementarni po svojim interesovanjima u matematici. Petrovicéa je,
pre svega, interesovala matematicka analiza, diferencijalne jednacine, ali i pri-
mena rac¢unskih magina na reSavanje diferencijalnih jednacina. Nasuprot tome,
Gavrilovi¢ se bavio algebrom i geometrijom, posebno kombinatorikom, teorijom
brojeva, analitickom geometrijom, determinantama, pisanjem udzbenika. Njihov
naucni ali i organizacioni rad na prelazu iz XIX u XX vek predstavljao je prelom
u srpskoj nau¢noj sredini. Nacinjen je ogroman zaokret i odvajanje od trivijalnih
matematickih tema i problema i napravljen zapazen proboj u svetsku matematiku.
To se posebno odnosi na Petrovi¢a. Njihovom zaslugom, na predlog Petroviéa a
uz svesrdnu podrsku Gavrilovica i saglasnost Filozofskog fakulteta, 1909. godine
za vanrednog profesora primenjene matematike (racionalna mehanika, teorijska
fizika i nebeska mehanika) iz Beta u Beograd dolazi Milutin Milankovi¢ (1879-
1958). On je svojim prisustvom i aktivnostima na Beogradskom univerzitetu i u
Matematickom seminaru ostavio znacajan trag u nacionalnoj, ali nau¢nim rezul-
tatima iz klimatologije i geologije i u svetskoj nauci. Odmah po dolasku u Beograd
u Glasu SKA je objavljen njegov rad "Osobine kretanja u jednom specijaliziranom
problemu triju tela", kao prvi nauc¢ni rad u Srbiji iz nebeske mehanike i racionalne
mehanike. U srpskoj istoriji nauka ¢ée trajno ostati upaméen i po, za to vreme
veoma naprednom i savremenom, trogodisnjem kursu koji je uklju¢ivao poglavlja
racionalne mehanike, teorijske fizike i nebeske mehanike. U toku kursa predavana
je vektorska analiza, teorija fizickih polja, nauka o provodjenju toplote, hidro-
dinamika, elektrostatika sa magnetostatikom, Maksvelova teorija elektriciteta i
teorija elektrona.

Tokom prve Cetiri godine rada na Velikoj skoli, Petrovi¢ je predavao po zate-
¢enom stanju u skladu sa postojeéim uslovima i sistemom niZe i viSe matematike.
Strogoscéu na ispitima uticao je da se poveca ozbiljnost pri uc¢enju i pripremanju
ispita i samim time podigne nivo studiranja. Ali mu je odmah postalo jasno da
se nastava matematike mora menjati, osavremeniti i uskladiti sa onom u svetu,
Sto je za njega znacilo u Francuskoj, s kojom je on kao pariski djak bio najbolje
upoznat. Smatrao je da samo kvalitetna, savremena nastava moze dati nove
generacije uspesnih nau¢nika-matemati¢ara. Da bi bio u moguénosti da preob-
likuje nastavu u skladu sa svojim zamislima i stavovima, znao je da prvo mora

111, Chap. XIII, V. ([34]). GLAS SKA, Knj. 79, s. 218-222.
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da postane uticajan i cenjen nauc¢nik. A jedan univerzitetski profesor to moze
da postane prvenstveno svojim vrhunskim nau¢nim rezultatima. Kako se vratio
iz Pariza pun zacrtanih ideja, skiciranih rasprava, donevs§i sa sobom savremenu
literaturu, on u te Cetiri godine objavljuje i veoma zapaZzene rasprave, skoro 50,
§to je za tada$nju nau¢nu Srbiju bilo pravo ¢udo. I to ne samo u Glasu Akademije
i Nastavniku (na srpskom), veé¢ i na francuskom i nemackom jeziku u tada naju-
glednijim svetskim ¢asopisima Mathematische Annalen (Leipzig), Comptes Ren-
dus de I’Académie des Sciences de Paris, American Journal of Mathematics,
Bulletin de la Société Mathématique de France, Rendiconti del Circolo Matem-
atico di Palermo, i kasnije L’Enseignement Mathématique. Na takav nacin on je
stekao svetski nauc¢ni ugled - poStenim i iskrenim radom, originalnosc¢u, individ-
ualnoséu, univerzalnoséu, ingenioznoséu. Njegovi radovi su iz razli¢itih oblasti
matematike - teorije funkcija, diferencijalnih jednac¢ina, algebre, infinitezimalnog
ra¢una, matematicke fenomenologije, matematickih spektara, primenjene matem-
atike. Pisao je radove i iz verovatnoce, istorije matematike, geometrije, teorije
gresaka. Pravi francuski djak, univerzalni matematicar! Godine 1895. imao je i
prvo istupanje u SKA, 1897. godine je veé izabran u SKA i JAZU, a 1899. godine
postaje redovan ¢lan SKA. A to je period od njegove 27. do 31. godine (vidi
[19])! Kao $to je Dimitrije Nesi¢ u periodu od vise od 20 godina bio jedini profe-
sor matematickih predmeta u srpskom visokom §kolstvu, tako je, uz Gavrilovic¢a
na Tehnickom fakultetu sve do 1924. godine, i Mihailo Petrovi¢ punih 18 godina
bio na Filozofskom fakultetu jedini profesor Teorijske matematike. Do odlaska u
penziju predavao je ¢ak 16 redovnih i specijalnih kurseva.

Godine 1912. odbranjen je prvi doktorat matematickih nauka na Beograd-
skom univerzitetu. Pred komisijom koju su sacinjavali Mihailo Petrovi¢ i Mi-
lutin Milankovié, doktorsku tezu pod nazivom "Figurativni poligoni diferenci-
jalnih jednacina prvog reda i njihova veza sa osobinama integrala" odbranio je
Mladen Beri¢ (1885-1935). Odmah je primljen za docenta za Teorijsku matem-
atiku. Vec¢ sledece, 1913. godine, Petrovi¢ uvodi u nauku i Simu Markovica
(1888-1939) koji kao drugi doktor nauka Univerziteta u Beogradu pred istom
komisijom kao i Mladen Beri¢, brani tezu "Opsta Riccati-eva jednalina prvog
reda". Bez obzira §to njihove univerzitetske karijere nisu trajale dugo - Berié¢ je
kao vanredan profesor napustio Univerzitet 1921. godine, a Markovi¢ se posvetio
politici ubrzo po odbrani teze (|32, str. 241-247|) - odbranom ovih teza zapocinje,
za razvo]j srpske matematike, ali po rezultatima i u svetskim okvirima, znacajna
Petroviceva gkola matematike.

4.1 Matemati¢ki seminar

Za godinu osnivanja i pocetka rada Matemati¢kog seminara uzima se 1896, kada
je donesena Uredba na Velikoj skoli kojom je, pored ostalog, predvidjeno i formi-
ranje seminara na odsecima Filozofskog fakulteta, samim tim i Matemati¢kog
seminara. Petrovi¢ se odmah po dolasku na Veliku §kolu pridruzio Gavrilovic¢u
u organizovanju matemati¢ke biblioteke. On je sve svoje matematicke knjige
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donesene iz Francuske preneo u biblioteku Seminara. Po jedinoj sa¢uvanoj svesci
prvog Inventara knjiga Matematickog kabineta Velike skole iz 1902. godine ostalo
je zabelezeno da su u Biblioteci, izmedju ostalih, bili sledeée knjige: H. Laurent,
Traite d’Analyse, M. Cantor, Geschichte der Mathematik, B. Riemann, Gesam-
melte mathematische Werke, R. Lipschitz, Differential und Integral rechnung,
B. Pascal, Determinanten, E. Borel, Lecons sur les séries divergentes; kolekcije:
Collection de mémoires des mathématiques, Collection de théses de doctorat a
la Faculté des Sciences des Paris, i ¢asopisi: Comptes Rendus De I’Academie
des Sciences de Paris, Bulletin de la Société mathématique de France, Bulletin
des Sciences Mathématiques, Mathematische Annalen, Revue semestrielle des
publications mathématiques, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
I’Enseignement Mathématiques, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Acta
Mathematica, Crelle Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bib-
lioteka Matematickog seminara se tokom godina razvijala, pazljivo i sistematski
popunjavala, i, zahvaljujuéi prvenstveno Petroviéu i Gavriloviéu, a kasnije i mlad-
jim matematicarima, postala zavidno snabdevena najaktuelnijom matematickom
literaturom. Po zavrSetku Prvog svetskog rata Petrovié je u okviru ratne odstete
trazio i dobio veliki broj kapitalnih matematickih dela.

Sta je, u stvari, bio Matemati¢ki seminar Beogradskog univerziteta? Svi
fakulteti Univerziteta su se tada nalazili u Kapetan-Miginom zdanju, a prostorije
Matematickog seminara na prvom spratu. Po pisanju Milutina Milankoviéa, kada
je 1909. godine dosao u Beograd, on i Petrovi¢ su imali samo jednu slusaonicu
sa velikom tablom i jednu zajednic¢ku profesorsku sobu (vidi [15, str. 11]). Ta
prostorija je nazvana Matemati¢ki seminar, jer je u njoj bila smeStena i bib-
lioteka matematickih nauka. Neposredno posle njegovog osnivanja, ali i u vreme
Milankovié¢evog dolaska u Beograd, Matematicki seminar su ¢inila samo dva ma-
tematicara Beogradskog univerziteta - Mihailo Petrovi¢ sa Filozofskog fakulteta i
Bogdan Gavrilovi¢ sa Tehnickog fakulteta. Posle Prvog svetskog rata Beri¢evom
i Markoviéevom odbranom prvih doktorskih disertacija iz matematike na Uni-
verzitetu u Beogradu, razvojem Univerziteta i stvaranjem novih katedri, broj
nastavnika i ¢lanova Matematickog seminara se polako uveéavao pa su mu do-
deljene Cetri prostorije u koje je smestena biblioteka i tako je dobijen prostor
za redovna okupljanje ¢lanova, kao i za njihove svakodnevne nastavne i naucne
aktivnosti.

Tri su glavne karakteristike institucionalnog razvoja matematike u okviru
Matematickog seminara Beogradskog univerziteta. Prva je ¢injenica da su Petrovié
i Gavrilovié veé bili ¢lanovi Srpske kraljevske akademije, prvi od 1897. a drugi
od 1905. godine, pa je delatnost Seminara, bez obzira §to je on zvani¢no pri-
padao Univerzitetu u Beogradu, neodvojiva od akademijskih delatnosti, ta¢nije
Akademije prirodnih nauka SKA. Cak se moze kazati da je Akademija imala
znacajniji uticaj na njegov rad nego Univerzitet. Kasnije je i veéina najistaknu-
tijih matematicari bila iz ¢lanstva SKA. Posledica toga je da se svaka medju-
narodna aktivnost Akademije prirodnih nauka SKA svodila na aktivnost ¢lanova
Seminara. Druga karakteristika se odnosi na oblasti matematike kojima su se u
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jednom duzem periodu bavili srpski matemati¢ari. Svi su oni, vise ili manje direk-
tno, bili Petroviéevi djaci pa su se bavili prvenstveno problemima koji pripadaju
matemati¢koj analizi i diferencijalnim jedna¢inama. Pocetkom dvadesetih god-
ina teorije matrice i linearne algebre jos uvek nema, o problemima kontinuuma
nije se ¢ula ni jedna re¢; teorija skupova, matematicka logika, aksiomatizacija
algebre bili su veoma daleko od srpskih matematicara tih generacija. Vektorski
racun i vektorska analiza bili su najviSe zastupljeni u predavanjima i udzbenicima
Milutina Milankovié¢a, dakle u primenjenoj matematici. Poneka raznolikost nji-
hovih oblasti interesovanja i rada je posledica Petrovi¢evog Sirokog matematickog
obrazovanja karakteristicnog za Parisku skolu matematike. Treca karakteristika,
tesno povezana sa prethodnom, jeste skoro potpuno odsustvo geometrije u okviru
nauke ali i nastave. Petroviéeva matematicka Skola nije negovala geometriju i
toj, staroj i tako vaznoj oblasti nauke nije bila naklonjena. Kako nije bila zastu-
pljena kao posebni predmet, geometrija nije imala ni posebnog nastavnika u okviru
¢lanova Matematickog seminara. Tek se pocetkom tridesetih godina prislo osni-
vanju i sredjivanju nastave geometrije i na inicijativu M. Petrovi¢a na Univerzitet
je primljen Milo§ Radoj¢i¢ (1903-1975), ciljno za geometrijske predmete, mada
je u toku svoje karijere predavao veliki broj razli¢itih predmeta, a u nau¢nom
radu se prvenstveno bavio teorijom analitickih kompleksnih funkcija i teorijom
relativnosti.

Rezultat naucnih i organizacionih aktivnosti tandema Gavrilovié-Petrovi¢ je
nemerljiv u okviru kulturne i intelektualne istorije Srbije. Gavrilovi¢, kao jedan
od najuticajnijih profesora zasluzan je za prerastanje Velike Skole u Univerzitet
(1905), a Petrovi¢ za organizovanje Matematickog seminara Beogradskog uni-
verziteta, buduceg jezgra matematike kao nauke i nastave matematike. Moze se
kazati da je Petrovié¢ otvorio vrata svetske nauke kroz koja su djaci njegove gkole,
prvenstveno Jovan Karamata (1902-1967) i Vojislav G. Avakumovié¢ (1910-1990)
kao najpriznatiji, u velikom stilu progli i uveli srpsku matematiku u svetske tokove.

5 Sta je bilo posle?

Period izmedju dva svetska rata posta¢e najznacajniji period rada Matematickog
seminara i institucionalizacije Petroviéeve matematicke skole kao temelja celokup-
nog razvoja matematike u Srbiji. Ogroman uticaj na kvalitativni rast srpske
matematike tog perioda imala su dva, poreklom ruska matematic¢ara, koji su
dvadesetih godina proslog veka dosli u Beograd bezeéi iz revolucionarne Rusije.
To su bili Anton Bilimovi¢ (1879-1970) i Nikola Saltikov (1866-1961).' Oni su

13 Anton Bilimovi¢ je rodjen u Zitomiru, u danagnjoj Ukrajini. Diplomirao je na Fizicko-
matematitkom fakultetu Kijevskog univerziteta i postavljen za asistenta, da bi 1915. godine bio
izabran za redovnog profesora Novorosijskog univerziteta u Odesi. Januara 1920. godine, kao
veé priznato ime u nauci, do$ao je u Beograd gde je postao profesor na Univerzitetu, i ve¢ 1925.
izabran je za dopisnog, a 1936. godine za redovnog ¢lana SKA. Prvenstveno se bavio primenom
Pfafovih diferencijalnih formi i diferencijalnih sistema u mehanici. Nikola Saltikov je rodjen u
mestu Vi$nji-Voloéek u Rusiji. Studije zavr§io na Univerzitetu u Harkovu kao ucenik Ljapunova
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znacajno doprineli ugledu srpske matematike izmedju dva svetska rata. Dodacéemo
i nesto mladjeg Vjaceslava Zardeckog (1896-1962) koji se bavio primenjenom
matematikom (teorijskom fizikom). U to vreme, sa zavrSenih studija matem-
atike na Sorboni u Parizu, u Srbiju dolazi i Radivoj Kaganin (1892-1989), jedan
od retkih srpskih matematicara koji nije studirao u Beogradu izmedju dva rata -
pre Pariza studirao je u Becu, Zagrebu i Pesti. Zapog$ljava se 1922. godine kao
asistent na Tehnitkom fakultetu i ve¢ 1924. godine doktorira kod M. Petroviéa i
A. Bilimovi¢a. Po odlasku Bogdana Gavrilovi¢a u penziju 1929. godine, preuzima
sva matematitka predavanja na Tehnitkom fakultetu gde je 1939. godine izabran
za redovnog profesora. Poznat je i visoko cenjen njegov udzbenik Visa matem-
atika (Beograd, 1934, s. 627), koji je imao znaCajnu ulogu u podizanju nivoa
nastave matematike i tehnike na Tehni¢kom fakultetu u Beogradu. U svom radu
bavio se nekim problemima diferencijalnih jednacina, klasi¢nom teorijom funkcija,
teorijom realnih i kompleksnih funkcija, geometrijom, statistikom, mehanikom i
astronomijom. Radove je veéinom objavljivao u akademijinim i univerzitetskim
izdanjima. Dopisni ¢lan SAN postao je 1946, a redovan 1955. godine. kaganin je
ostavio neizbrisiv trag u srpskoj matematici i univerzitetskoj nastavi, ali kako nije
objavljivao radove na stranim jezicima u svetskim zurnalima, ostao je nezapazen
i nepoznat van Srbije.

Sa takvim naucnicima nivo Petrovi¢evog Matematitkog seminara je znacajno
podignut. Dvadesetih godina 20. veka Matematicki seminar je imao 15 ¢lanova.
Sedmorica od njih bili su ¢lanovi SKA, a svi profesori Beogradskog univerziteta.
Rezultati njihovog nau¢nog rada su pripadali ravnopravno kako teorijskoj tako i
primenjenoj matematici i redovno su objavljivani, ne samo u Akademijinim i uni-
verzitetskim publikacijama u Srbiji (GLAS SAN i Bulletin de I’Academie Serbe
des Sciences, serie Mathématiques, Publications mathématiques de I’Université de
Beograd) koje su uzivale lep ugled i u stranom svetu, veé i u izdanjima evropskih
akademija nauka kao i u prestiznim svetskim nau¢nim casopisima. Kao rezultat
intenzivnog i kvalitetnog rada na Univerzitetu i u okviru Matematickog semi-
nara, pojavila se grupa mladih i darovitih matemati¢ara. Sve njih je iznedrio
prvenstveno Mihailo Petrovi¢. To su bili Tadija Pejovi¢ (1892-1982), doktori-
rao 1923. godine, Milos Radojci¢, doktorirao 1928. godine i Jovan Karamata,
doktorirao 1926. godine. Novi narastaji nau¢nika pocinju da ispoljavaju svoj
sopstveni interes za najsavremenije grane matematike i u toj interakciji starih i
novih shvatanja, puteva i metoda, srpska matematika postize velike uspehe.

Za vreme rata i okupacije od aprila 1941. do oktobra 1944. godine Akademija,
Univerzitet i Matematic¢ki seminar nisu zvani¢no niti javno radili. Na zalost, cela

i Steklova. Radio je kao profesor racionalne mehanike na Tehnologkom institutu u Tomsku i
Politehni¢kom institutu u Kijevu. Po odbranjenoj doktorskoj tezi iz matematike 1906. godine
postaje profesor na Univerzitetu u Harkovu, a 1919. godine profesor teorijske matematike na
Gruzijskom univerzitetu i Ruskom politehni¢kom institutu u Thilisiju. Ubrzo napusta Rusiju,
dolazi u Beograd i ve¢ 1921. godine izabran je za redovnog profesora matematike na Filozofskom
fakultetu Univerziteta u Beogradu. Godine 1934. izabran je za dopisnog ¢lana SKA a 1946.
godine za redovnog ¢lana SAN. Bavio se prvenstveno diferencijalnim jedna¢inama.
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zgrada Filozofskog fakulteta, pa i Biblioteka i prostorije Matemati¢kog seminara,
tokom povlacenja okupatora krajem Drugog svetskog rata spaljena je i do temelja
je izgorela. Od bogatog fonda ostalo je svega nekoliko knjiga koje su bile poza-
jmljene za licnu upotrebu. Tako je u vihoru rata sve, osim ljudi, nestalo. Vige
nije bilo knjiga, Casopisa, prostorija, Seminara. Zavrgilo se jedno veliko poglavlje
u institucionalnom razvoju srpske matematike. Ostala su samo seéanja, poneki
arhivski zapis i velika ljubav i entuzijazam prezivelih pojedinaca.'*
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Apstrakt

Evo nekoliko podataka o razvoju pojma funkcije. Znacajnu ulogu u zas-
nivanju ovoga pojma odigrao je metod koordinata koji su zasnovli francuski
matematicari P. Ferma (1601-1665) i R. Dekart (1596-1650). Metod koor-
dinata se siroko koristio za graficko ispitivanje funkcija i graficko rjesavanje
jednacina. Termin ”funkcija” prvi je uveo njemacki matematicar G. Lajbnic
(1646-1710), povezujuéi ga sa grafikom (crtanjem). L. Ojler (1707-1783) i
J. Bernuli (1667-1748) pocinju koristiti i analiticki zapis funkcije. Kod L.
Ojlera se pojavljuje i 8ire shvatanje pojma funkcije: kao zavisnosti jedne
promjenljive veli¢ine od druge velicine. Ovaj pojam dalje razvijaju ruski
matematicar N. I. Lobacevski (1792-1856), njemacki matematicar P. Dirihle
(1805-1859) i drugi. Kao rezultati ovih istrazivanja poc¢inju se razmatrati
brojevne funkcije: Promjenljiva y je funkcija promjenljive z, x€[a,b], ako
se svakoj vrijednosti z pridruzi odredena vrijednost y, bez obzira na nacin
kako se to radi: formulom, grafikom, tabelom ili prosto rije¢ima. Iz ovoga
vremena potice i tzv. Dirihleova funkcija

|1, akoje z €@
D(a:)—{ 0, akojez ¢ Q

Dalji razvoj pojma funkcije je povezan sa pridruzivanjem izmedu skupova
Ciji elementi mogu biti ne samo brojevi, nego i objekti proizvoljne prirode.

1 Uvod

1.1 Definicija linearnog preslikavanja

Neka su zadati skupovi X i Y.

Definicija 1.1. Preslikavanje f: X — Y koje zadovoljava uslove:

1. Va,yeX: f(z+y)=f(x)+f(y) (svojstvo aditivnosti),

2. YAeR VzeX:f(Az)= Af(x) (svojstvo homogenosti)

nazivamo linearnim preslikavanjem.
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Slika 1:

Posljedica 1. Ako je f:X— Y linearno preslikavanje, tada je

JAizi+demo)=A1f(21)+ A2 f (22),

gdje su A\; i A9 proizvoljni realni brojevi.

Ako su X 1 Y skupovi brojeva (funkcija), tada se umjesto preslikavanje,
obi¢no, kaze funkcija (operator).

1.2 Primjeri linearnih preslikavanja

Primer 1.1. Ve¢ u osnovnoj skoli sretamo se sa linearnom funkcijom f:R—R
, f(x)=azx, gdje je a fiksirani realni broj. Medutim, preslikavanje f(z)=az+Db,
b0 nije, saglasno definiciji 1, linearno. Lako se provjerava da nije ispunjen ni
jedan od uslova linearnosti funkcije (aditivnost i homogenost). U literaturi se
odomadio izraz da je funkcija f(z)=az+b linearna (b#0). Neta¢no koriséenje
prava naziva linearnom funkcijom. Pravilno je kazati: grafik linearne funkcije
f(z)=azx je prava. I grafik funkcije f(z)=az+b je takode prava.

Primer 1.2. Neka je d fiksirani vektor u prostoru 73 Preslikavanje f.73 — R,
f(z) = -7 (skalarni proizvod) je linearno.

Slika 2:

— —
Primer_}1.3;> Neka je d fiksirani vektor u prostoru 73 Preslikavanje f:V3 — V3,
f(x) = a x x (vektorski proizvod) je linearno.

Primer 1.4.
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Slika 3:
— > -
Neka je ‘@ fiksirani vektor u prostoru 73 Preslikavanje f:V3 — R, f(x) = pro
(projekcija vektora 7 na vektor 7) je linearno.

Svakom uredenom paru (z,y) realnih brojeva odgovara u koordinatnoj ravni
tacka M. I obratno, svakoj tacki M u koordinatnoj ravni odgovara uredeni par
realnih brojeva (z,y), koji nazivamo koordinate tacke M, pisemo M (z,y). Ovo
pridruzivanje je bijektivno. Radi jednostavnijeg pisanja uvedimo zapise:

M=(zy),

AM = X(z,y) = (Az, Ay)

My + My = (w1,y1) + (22,92) = (21 + 72,91 +y2) -
Primer 1.5. Simetrija ravni o u odnosu na osu apscisa je linearno preslikavanje.

Ako je M proizvoljna tacka ravni « sa koordinatama (z,y), tada njoj simetri¢na
tacka M/ u odnosu na osu apscisa Or ima koordinate (z,—y) (vidi sliku). Ovu
simetriju oznac¢imo sa Sp. Saglasno prethodnom, imamo da je So,(M)=M/,
odnosno Sp.(z,y)=(z,—y). Dokazimo da je ovo preslikavanje linearno:

a) YAeERVMea: Sor(AM )=S0, (Az,Ay)=(Az,—Ay)= A(z,—y) =ASo(M).

b) VM1, Msca:
S0z (M1+Mqy)=
=So0z(z1+22,y1+y2)=(T1+72,—y1—y2)=(21,—y1)+(T2,—y2) =502 (M 1)+ S0z (M2).

Na slican nacin se dokazuje da je i simetrija u odnosu na osu ordinara Oy:
Ooy(z,y)=(—,y) je linearno preslikavanje.

Primer 1.6. Centralna simetrija ravni o u odnosu na koordinatni pocetak je
linearno preslikavanje.

Ako je M(z,y) proizvoljna tacka ravni «, tada njoj simetricna tacka M/ u
odnosu na koordinatni pocetak O ima coordinate (—z,—y) (vidi sliku). Oznacimo
ovo preslikavanje sa Sp. Imamo da je So(M)=M/, odnosno Sp(z,y)=(—z,—y).
Lako se uvjeravamo da je:
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................................ M(x,y)
>
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e
M'(_Xl_y)
Slika 4
y M,(Xl_y)
¢ M(x,y)
0] X>
Slika, 5:

a) VAERVM ea:

SO()‘M):SO()‘xv)‘y):(_/\L_)‘y):/\(_$7_y): :/\SO(M)

b) VM ,Mo€Ea:

So(M1+Ms)=
=So(z1+22,y1+y2)=(—r1—22,—y1—y2)=(—71,—y1)+(—72,~y2)=
=So(M1)+So(Ms,).

Primer 1.7. Rotacija ravni a za ugao ¢ oko koordinatnog pocetka je linearno
preslikavanje.

Neka je M (z,y) proizvoljna tacka ravni a. Moze se dokazati da tacki M,
pri rotaciji oko koordinatnog pocetka O za ugao ¢ odgovara tacka M/ ¢ije su
coordinate (zcosp—ysing,rsing+ycosy) (vidi sliku). Oznacimo ovo preslikavanje
sa Ro,,. Saglasno prethodnom, imamo da je Ro,,(M)=M1, odnosno Ro_ ,(z,y)=
(zcosp—ysing,xsing+ycosp). Dokazimo da je ovo preslikavanje linearno.

a) YAeRVMea:
Ro,o(AM)=
Ro,o(Az,Ay)=(A(zcosp—ysing),\(zsinp+ycosp) )=
(Azcosp—Aysinp, Azsing+Aycosp)=
Azcosp—ysing, zsinp+ycosp)=
ARo,,( M).

b) VM, Msea:
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Slika 6:

y
SM'(AxAy)

......~"°"'"'M(X,v)

Slika 7:

RO#,(Ml-i-Mg):

=Ro,p(z1+22,y1+y2)=((71+22)cosp—(y1+y2)sing, (r1+12)sing+(y1+y2)cosp)

=(z1cosp—y1sing,z1sing+y1cosp)—+(x2cosp—1yasing, rosinp+yocosy )=
Ro,o(M1)+ Ro,o(M3).

Primer 1.8. Ortogonalna projekcija ravni o na osu apscisa je linearno preslika-
vanje.

Ako je M (z,y) proizvoljna tacka ravni «, tada njena ortogonalna projekcija
M1 na osu apscisa ima koordinate (z,0) (vidi sliku). Ovo preslikavanje oznac¢imo
sa Pp,. Dakle, Po,(M)=M1, odnosno Po,(z,y)= (z,0). Lako se dokazuje da je
preslikavanje Po, linearno. I preslikavanje Pp, (ortogonalna projekcija na osu
Oy) je linearno.

Primer 1.9. Homotetija ravni « u odnosu na koordinatni pocetak je linearno
preslikavanje.

Neka je A koeficijenat homotetije H u odnosu na koordinatni pocetak O.
Oznacimo sa Ho j ovo preslikavanje. Tada, svakoj tacki M (z,y) ravni « pridruzuje
se tacka M7 te iste ravni sa koordinatama (Az,Ay) (vidisliku). Dakle, Ho (M )=M1,
odnosno Ho j(z,y)=(Az,Ay). Lako se dokazuje da je preslikavanje Hp j linearno.
Napomenimo, ako je |A\|<1, tada govorimo o kontrakciji (srezanju), a ako je |A|>1
govorimo o dilataciji (rastezanju). Za A=1 homotetija postaje inenticko preslika-
vanje, a za A=—1 centralna simetrija u odnosu na koordinatni pocetak.

Primer 1.10. Translacija za nenulti vektor u ravni nije linearno preslikavanje.
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Slika &:

Primer 1.11. Za dva linearna operatota A i B u opStem slucaju ne vazi svojstvo
(zakon) komutacije.

Evo primjera koji to dokazuje. Neka je A linearni operator projekcije na osu
apscisa (osa Ozx), a B linearni operator simetrije u odnosu na simetralu I i ITI
kvadranta (prava y=z) (vidi sliku). Tada je A(z,y)=(=,0) i B(z,y)=(y,z). Slijedi,
A(B(z,y))=A(y,x)=(y,0) 1 B(A(z,y))= B(2,0)=(0,z). Kako je (y,0)#(0,z), to je
Ao B +# BoA.

Primer 1.12. Lako se dokazuje da su sljedeéi operatori A i B linearni i komu-
tativni:

Primer 1.13. Razmotrimo linearni operator A;(x,y)=(z,Ay), AéR. Za A=0 op-
erator A; je projekcija na osu apscisa, za A=1 radi se o identickom (kaze se i
jediniénom) preslikavanju ravni u samu sebe, za A=—1 operator A; je simetrija u
odnosu na osu apscisa. Ako je |A\|<1 operator A; nazivamo kontrakcia (stezanje,
sazimanje) prema osi apscisa, a za |A\|>1 —dilatacija (rastezanje) prema osi op-
scisa. Na slican nacin se definiSe linearni operator As(z,y)=(Az,y) koji steze ili
rasteze koordinatnu ravan u smjeru ose ordinata u zavisnosti od toga da li je |A|<1
ili [A\|>1. Interesantno je pogledati kako operator sazimanja (rastezanja) djeluje
na neke od geometrijskih likova, na primjer, kruznicu. Podjetimo se: jednacina
jedini¢ne kruznice K glasi #24y?=1. Operatorom A;(z,y)=(7,2y) kruznica K se
preslikava u liniju 22 + 4y? = 1 (kruznica //stegnuta// u pravcu ose apscisa dva
puta u odnosu na kruznicu K, elipsa). Operatorom A; (z,y) = (3:, %y) kruznica
K se preslikava u liniju 22 + %yQ = 1 (kruznica // rasstegnuta // u pravcu ose ap-
scisa tri puta, elipsa). Na slican nacin se mogu razmatrati stezanja i rasrezanja
kruznice K u pravcu ose ordinata. Operator A(z,y)=A1As(z,y)=( 12, 2y) pred-
stavlja stezanje ili rastezanje u smjeru koordinatnih osa, opet u zavisnosti od toga
da li su parametri A1 ili Ay po modulu veéi ili manji od 1. Na primjer, oprtator
A(z,y) = (2z,3y) predstavlja rastezanje duz ose apscisa dva puta i rastezanje
duz ose ordinate tri puta. Kruznica K se ovim preslikavanjem prevodi u elipsu
422 +9y? = 1. Za vjezbu predlazemo da se razmotri slucaj da se umjesto kruznice
K uzme pravougaonik P: 1<z<3, 2<y<5.

Napomena: Sva prethodna razmatranja imaju svoje analoge u prostoru. Naved-
imo samo primjer operatora projektovanja. Neka je M (z,y,z) proizvoljna tacka
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iz prostora R3. Preslikavanje Pog(z,y,2)=(z,0,0) se naziva operatorom projekto-
vanja (ili projektor) iz R® na osu apscisa Oz toga prostora. Preslikavanje Po, je
linearno. Uoc¢imo da je

M=(z,y,2)=Pos(M)+Poy(M)+Po.(M). P>(M)=P(P(M))=P(M).

I sljedeca preslikavanja

Powy(x>yvz):(x7y>0)v POyz(x7y>z):(07y>z)> sz(xa%z):(%OJ)

su linearna (redom, ortogonalna projekcija na ravan Ozy, Oyz, Oxz). Lako se
dokazuje da je P2(M)=P(P(M))=P(M), gdje je P neki projector.

Primer 1.14. Afine transformacije. Podsjetimo, transformaciju ravni nazivamo
afinom ako predstavlja neprekidnu bijekciju koja svaku pravu prevodi u pravu.
Svaka afina transformacija ravni moze se predstaviti u obliku

(z,y)=(az+by+e, cx+dy+f),

za neke konstante a, b, ¢, d, e, f (zbog bijektivnosti je ad—bc#0). Obi¢no se
prikazuje u formi matrice

2\ (a b z\, (e
y ) \c d y £
Sva izometrijska preslikavanja u ravi (translacija, rotacija, osna i centralna simetrija)

.. . a b . .
su afine transfprmacije. Matrica A = ( d > se, sa razlogom, naziva linearni
c

dio afinog preslikavanja. Vektor ¢ = ( ; > nazivamo vektorom translacije.

Afina transformacija L se, na prirodan nacin, sa tacaka prenosi na vektore:
L (E) =L(A)L(B ). Preslikavanje L na skupu vekora je linearno, jer zadovol-

java uslove:
L(0)=0,0(F+7)=L(2)+ L (7) JLNT) = \L(T).

1. Preslikavanje D (f) = f\ (x)je linearno

1. Preslikavanje I(f)=/ f(z)dz je linearno.

2 Linearne jednacine

Neka je f:X—Y linearno preslikavanje. Za pereslikavanje f bitna su tri objekta:
domen (skup X), na¢in pridruzivanja (f) i kodomen (skup Y). Ako su poznata
dva od tri navedena objekta, tada se tre¢i objekat moze naéi. Istina, to ne mora
biti na jednoznac¢an nacin.

a) Neka je poznato f i B, gdje je BC Y. Trazi se skup AC X za koji je f(A)=B.
Ovdje je f(A)={yeY: y=f(z), z€A}. Ako je B={b}, tada se problem svodi na
rjeSavanje jednacine f(z)=b u skupu X, tj. odredivanje svih vrijednosti z€ X za
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Slika 9:

koje je je f(x)=b. Jednacina f(x)=b moze, ali ne mora, imati rjesenja u skupu
X.

b) Neka je poznato A, ACX i f. Trazi se skup B=f(A), BCY.

c¢) Neka su poznati A i B, gdje su ACX i BCY. Trazi se f takvo da je f(A)=B.
Na primjer, neka je A=B=[0,1]. Ako je f(z)=xz, tada je f(A)=B. Isti se rezultat
dobija, ako je f(z) = 22, §to znaci da postoji vise funkcija f za koje je f(A)=B.

Definicija 2.1. Jednacinu

flx)=0b (1)
gdje je f: X =Y linearno preslikavanje i b fiksirani elemenat iz skupa Y nazivamo

linearna jednacina.
Ako je b=0, tada jednacinu

flz) =0 (2)
nazivamo homogena linearna jednacina, u suprotnom — nehomogena linearna
jednacina.

Rjesenjem jednacine 1 nazivamo elemenat zo€ X takav da je f(z¢)=>b. Rijesiti
jednac¢inu 1 znaci naéi sva njena rjeSenja ili dokazati da ona nema rjeSenja.

Za pocetak razmotrimo homogenu linearnu jednacinu 2. Kako je f aditivno
preslikavanje, to je f(04+0)=f(0)+f(0), tj. f(0)=0, tj. homogena jednacina 2 uvi-
jek ima rjeSenje. Ovo rjeSenje moze biti jedinstveno, ali ih moze biti i beskonacéno
mnogo.

Primer 2.1. 1. Jednac¢ina 2x=0 u skupu realnih brojeva ima jedinstveno
rjesenje z=0.

2. Jednacina 0.x=0 ima beskonatno mnogo rjesenja, njeno rjesenje je svaki
realni broj.

3. Jednaéina @ -7 = 0 u prostoru vektora 73 ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Njeno rjesenje je svaki vektor 7 koji je normalan na vektor a (vidi sliku).
L= . . . C e . S
Ako je a # 0, tadi su rjeSenja svi vektori koji pripadaju ravni koja je
normalna na vektor a i koja sadrzi koordinatni pocetak. Podsjetimo, ravan
ﬁ
je dvodimenzionalni prostor. Ako je a = 0, tada je rjesenje proizvoljni
ﬁ

—
vektor iz prostora V3, tj. prostor rjeSenja je upravo Vs.
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10.

. Homogeni sistem linearnih jednacina {

Slika 10:

oy

Slika 11:

. Jedna¢ina @ x @ =0u prostoru vektora 73 ima beskonacno mnogo rjesenja.

*)
Neka je a #£ (. Tada je rjeSenje svaki vektor 7 koji je kolinearan sa
vektorom @ (vidi sliku). Skup rjesenja ¢ine svi vektori koji pripadaju
pI‘aVOJ odredenoj vektorom i kojoj pripada koordlnatnl pocetak. Ako je
a = 0 tada je rjeSenje proizvoljni vektor iz prostora Vg, tj. prostor rjeSenja

je upravo V3

. Jednacina pr77 = 0 ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Njeno rjesenje je

svaki vektor @ koji je normalan na pravu odredenoj vektorom a (vidi
sliku).

. Jednacina So, (z,y) = (0,0) ima jedinstveno rjesenje (0,0).

. Jednacina Ro , (z,y) = (0,0) ima jedinstveno rjesenje (0,0).

a1x + by =
asx + boy =0
Ako je A = a1bs — asby # 0, tada ima samo trivijalno rjeSenje z=y=0.
Ako A = 0, tada dati sistem jednacina ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Ako je bar jedan od koeficijenata sistema: ai,b1,ao,be razliit od nule,
tada rjesenja, geometrijski posmatrano, pripadaju jednoj pravoj koja sadrzi
koodinatni pocetak, tj. skup rjesenja je jednodimenzionalni linearni prostor.
Ako je a1 = by = ag = be = 0, tada skup rjesenja grade proizvoljne uredene
dvojke («,3) realnih brojeva. Skup rjesenja u ovome slucaju je koordinatna
ravan, tj. dvodimenzionalni prostor.

uvijek ima rjesenje.

. Jednac¢ina D(f)=0 ima beskona¢no mnogo rjesenja f(z)=C, gdje je C pro-

izvoljna konstanta.

Jednacina I(f)=0, tj. [ f(z)dz = 0 ima jedinstveno rjesenje f(z)=0.
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Oznacimo sa 2 skup svih rjesenja jednacine (2), tj. Q={zeX: f(z)=0}.
Uocimo jedno bitno svojstvo skupa 2: Ako su z7 i z5 rjeSenja jednacine (2), tada
je njeno rjeSenje i linearna kombinacija

AMT1+A222,

gdje su A1 1 Ag proizvoljni realni brojevi. Stvarno, kako je f(z1)=01i f(z2)=0,
to je f(Arz1+Aaze)=A1f(21)+ A 2f (22)=A1.04+X2.0=0, Sto je i trebalo dokazati.
Na strogom matematickom jeziku kazano: 2 je linearni prostor. Kako se pojam
linearnog prostora ne uvodi u srednjoskolsku matematiku, to je dovoljno um-
jesto njega navesti svojstvo da je rjesenje jednacine (2) i linearna kombinacija
A1z1+A2z2 njenih rjeSenja x1 i 2. Sva ova razmatranja o linearnim preslikavan-
jima moze pregledno, efikasno i elegantno da se izlozi pomoc¢u matrica, $to ovdje
neé¢emo raditi.

Pogledajmo strukturu rjeSenja nehomogene jednacine 1. Oznacimo sa xp
opste (proizvoljno) rjesenje pripadaju¢e homogene jednacine 2 i sa x, jedno
partikularno (konkretno) nehomogene jednacine 1. Tada je opste (proizvoljno)
rjeSenje z, nehomogene jednacine 1 jednako zbiru rjesenja xj, i x,, tj.

To = Tp + Tp. (3)

Dokaz da je formulom 3 dato rjeSenje jednacine 1 je vrlo prost. Kako je, po
pretpostavci, f(z,)=0 i f(z,)=b, to je f(z,)=f (n-+ay)= f(mn)+ f(zp)=0+b=b,
sto je i trebalo dokazati. Ovo svojstvo imaju sve linearne jednacine (algebarske,
vektorske, diferencijalne, integralne, operatorske ....). Iz prethodnog slijedi, da bi
rijesili nehomogenu linearnu jednac¢inu dovoljno je naci opste rjesenje pripadajuce
homogene jednacine i jedno partikularno rjesenje polazne nehomogene jednacine
i sabrati ta dva rjeSenja.

Primer 2.2. 1. Razmotrimo jednac¢inu az=»5b. Odgovaraju¢a homogena jednacina
ar=0 moze da ima jedinstveno rjesenje z,=0 (za a+#0), ili beskonacéno
mnogo rjesenja z=v, VER (za a=0). U prvom sluc¢aju imamo da je z), = 3,

a u drugom slu¢aju ne postoji partikularno rjesenje (jer je b70). Slijedi,
data nehomogena jednacina ima jedinstveno rjeSenje za a#0: x, = T+x, =
0+ g = 3. Za a=0, odgovaraju¢a nehomogena jednacina nema rjesenja.

20 +y =0

r43y=7" Pripadajuéi homogeni sistem

2. Rijesimo sistem jednacina {
20 +y =0
—r+3y =0
slucéaju dati sistem ima samo jedno (partikularno) rjesenje (—1,2). Slijedi,
dati sistem ima jedinstveno rjesenje (0,0)+(—1,2)=(—1,2), tj. z=—1, y=2.

jednacina { ima samo trivijalno rjesenje (0,0). U ovom

3. Rijesimo jednacinu: z+y=2. Radi se o sistemu od jedne jednacine sa dvije
promjenljive. RjeSenje pripadajuée homogene jednacine z+4y=0 je svaki
uredeni par (v,—v), gdje je v€R. Jedno partikularno rjesenje nehomogene
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Slika 12:

jednacine je, na primjer, (1,1). Slijedi, proizvoljno rjesenje date jednacine je
zbir rjeSenja (v,—v)i(1,1), tj. (v+1,—v+1), gdje je v proizvoljni realni broj.
U drugim oznakama, rjeSenje je x=v+1, y=—v+1, gdje je v proizvoljni
realni broj.

4. Jednacina a -7 = = b, b;éO u V31ma beskonaéno mnogo rjesenja. Stvarno

NN Nt —

neka je zpxorprproxrpa = (a1,a2,a3) i ¢ = (v1,22,23). Tada je a - T =

li}<:>a1m1 + asxo 4+ aszrs = b. Slijedi, rjesenje date jednacine je svaki vektor

x ¢ije su koordinate (x1,x9,x3) rjeSenja linearnr jednacine ajx; + asxg +

azxs = b. Uotimo da je sa ajxy + asxs + azxrs = b data jednanéing> rfiyni u

prostoru. Oznacimo je sa 3. Skup rjeSenja homogene jednacine a -x = 0

gradi linearni prostor. Geometrijski posmatrano, to je ravan « koja sadrzi

. . . . = .. —

koordinatni pocetak i normalna je na vektor a (vidi sliku). Oznac¢imo sa xj,

. . D == . — .
proizvoljno rjesenje Jednacme a-x =0, isa x, partikularno (konkretno)
nehomogene Jednacme -7 =b. Tadaj je pr01zvoljno rJesenJe :co nehomo—
— —

gene jednacine a7 =b jednako zbiru rjeSenja fz:h i fzrp, tj. xo = xh—i-acp

(ponovo vidi sliku). Ravni a1 8 su paralelne, ravan  nastaje translacijom

ravni « za vektor a?p, gdje je :?p je proizvoljno partikularno rjesenje neho-
mogene jednacine a7 =b.

- =
5. Jednacina a x @ = =b, b # 0 u V3 1ma beskona¢no mnogo rJesenJa Ova

rjeSenja se dobijaju kao zb1r rjeSenja fz:h homogene Jednacme axz = 0

i partikularnog rjesenja ;rp nehomogene jednacine axz= b (vidi sliku).
Rjesenja homogene jednacine su vektori kOJl pripadaju pravoj p koja sadrzi
koordinatni pocetak 1 ima vektor pravca a. Skup rjesenja nehomogene
jednacine su vektori ., koji pripadaju pravoj ¢ koja nastaje translacijom
prave p za vektor :17;. Slicno prethodnim primjerima, imamo da je a?; =
Zh + 1, (ponovo vidi sliku).

6. Jednacina D(f)=g(z), imarjesenje f (z) = [ g (z) dz+C, gdje je C proizvoljna
konstanta.

7. Jednacina I(f)=g(z), ima rjesenje f(z)=g/(x).
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Slika 13:
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Apstrakt

Dokazane su tri ergodicke teoreme kojima je data veza izmedu operatora
koji se pojavljuju u ergodic¢kim limesima i pozitivnog kvadratnog korijena
iz infinitezimalnog generatora ogranicene jako neprekidne kosinusne opera-
torske funkcije u kompleksnom Banach-ovom prostoru i na jednoj uzoj klasi
Banach-ovih prostora.

1 Uvod

Ergodickim teoremama za kosinusne operatorske funkcije na Banachovim pros-
torima, bavili su se mnogi autori (vidjeti npr. [2], [4]). Uovom radu dokazujemo
tri ergodicke teoreme. U prvoj teoremi (Teorema 2.1) dokazujemo da je skup
slika operatora koji se pojavljuje u jakom ergodi¢kom limesu u beskonacnosti
ogranicene jako neprekidne kosinusne operatorske funkcije C'(¢) sa infinitezimal-
nim generatorom A u kompleksnom Banachovom prostoru, jednak skupu kojega
pozitivan kvadratni korijen iz —A prevodi u 0. U drugoj teoremi (Teorema 2.2)
dokazujemo da je u slu¢aju kada 0 ne pripada punktualnom spektru operatora A,

familija operatora {@} ,
J p T T>0

T
S(T) ::/ Ct)dt, T >0, |Ct)]| <1 zasve teR
0

jako Cesaro-1 ergodi¢na u beskonacnosti, tj. za svaki x € X postoji

ST 1 (TS(T)
(C’l)_Tl—lf—lr—loo T x_Tl—lf-lI—loof 0 Tdt

i jednak je 0. Primjenjujuc¢i dobijene rezultate (Teorema 2.1 i Teorema 2.2)
na ograni¢enu jako neprekidnu kosinusnu operatorsku funkciju C(t) takvu da
je IC@H)| <1 zasve t e R u refleksivnom striktno konveksnom Banachovom
prostoru X sa Géateaux-diferencijabilnom normom dobijamo da je operator P
definisan sa

S(T
Pz = (C,l)—Tl_i)r_EOO (T)a: za x € X,
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ogranicen linearni projektor ovakvog prostora X na nul-podprostor pozitivnog
kvadratnog korijena iz —A (Teorema 2.4).

Uvedimo pojmove i njihove osobine koje ¢emo koristiti u radu.

Neka je X kompleksan Banachov prostor, B(X) kompleksna Banachova algebra
svih ogranicenih linearnih operatora na X.

Definicija 1.1. Funkciju C': R — B(X), (R = (—o0, +00) takvu da je:
a) C' (0) = I, gdje je I identi¢ki operator;
b)C(t+s)+C(t—s)=2C()C(s), t,s € R;

nazivamo kosinusnom operatorskom funkcijom.

Ako je pri tome vektorska funkcija C(t)x neprekidna (u normi na X) na R za
svaki x € X, onda za C(t) kazemo da je jako neprekidna kosinusna operatorska
funkcija. Ako pored toga, postoji konstanta M (M > 1), takva da vrijedi ||C(t)|| <
M za sve t € R, tada za jako neprekidnu kosinusnu operatorsku funkciju kazemo
da je ogranicena.

Infinitezimalni generator A jako neprekidne kosinusne operatorske funkcije

C(t) je definisan sa
Ax = IimZM
t—0 12

za sve x € X za koje ovaj limes postoji.
Znamo da je A zatvoren operator sa domenom D(A) gustim u X.
U ovom radu, C(t) je jako neprekidna kosinusna operatorska funkcija za koju
vrijedi ||C(t)]] < 1, zasve ¢t € R. Pridruzimo datoj funkciji C(¢) familiju
operatora F,,a > 0 definisanu na sljedeé¢i nacin

F,x = iig})Fayax, reX,a>0 (1)
gdje je
a a+tiu
Foot = T:Z,/du / [AR(AQ,A) +XR(X2,A] A\, A=a+iy, i =+v/—1.
0 a+10

Ovdje je rezolventa operatora A oznadenasa R(\2, A), tj. R(\%, A) = (\2-A)~1 ¢
B(X).

U [3] je dokazano da limes u (1) postoji za sve z € X i a > 0, i vrijedi

. 2 e, . 2
Foz = 2/ (Smat> C(2t)zdt = 2 (Sm at) c (2’5) wdt. (2)
T t T t a
0 0

Kako je ||C(t)|| <1 za sve t € R, iz jednakosti (2), slijedi

| Foll < a zasve a>0, (3)
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i funkcija a — F, je jako neprekidna [0, +00).
Navedimo sada neke osobine operatora Fy,a > 0 (proved in [3]):
i)
. F,x
lim
a—+00

=z, ve€X (4)

ii)

F,Fyvx = FyF,x = 2/Fua:du +(b—a)Fux, € X,0<a<b. (5
0

iii)
a
C(t)Fox = — / [(@a —u) cos ut];J dF,xz =
0
a
= cosatF,z + / [(a —u)cos ut];:u Fyxdu =
0
a (6)
= cosatF,x + 2t / sin tuF,xdu—
0
a

—t2/(a—u)costuFumdu, a>0,teR, zeX.
0

Iz (4) slijedi da je skup vektora oblika Fyz,a >0, x € X gust u X.
Na ovom skupu je definisan operator Ag na sljedeéi nacin

AoFyx = alF,x — FaQas, re X,a>0.

Dokazano je ( [5]) da se operator Ay moze zatvoriti i njegovo zatvorenje je naz-
vano pozitivan kvadratni korijen iz —A i oznaeno sa A. Vrijedi (vidjeti [5]):

A=—-A% na D(A). (7)

O osobinama ovog operatora pogledati radove [5] i [6]. Posmatrajmo funkciju
(-,-) : X x X — R definisanu sa

e+ tyl el

X.
Jimy " T,y € (8)

{z,y) = [|l=|

Za nju vrijede sljedece osobine (vidjeti [7])
a) ||lz]| = (z,2), = €X,

b) [{(x,y)| < ||z| - lly|l (nejednaina Caushy-Schwarz-Buniakovsky)
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¢) (ax,y) = (z,ay) = a{x,y), a>0,
d) [z, y1) = (zoy) | < Mzl lyr — w2l 291,92 € X

Iz posljednje osobine lahko se vidi da je funkcija (-, -) neprekidna po drugoj kom-
ponenti.

Definicija 1.2. Ako u normiranom linearnom prostoru X postoji

t —
ety — ]

za svaki x,y € X,
t—0 t

tada za normu u X kazemo da je Gateaux-diferencijabilna.

Definicija 1.3. Za normirani linearni prostor X kaZemo da je striktno konveksan,
ako
[z +yll = [l + llyll = 2 = ay

za neki realnia > 0iz,y € X.

Trebace nam sljedeca teorema (dokazan u [5]).

Teorema 1.1. Neka je X refleksivan, striktno konveksan Banachov prostor sa
Gateaux-diferencijabilnom normom i neka je A infinitezimalni generator ogranic¢ene
jako neprekidne kosinusne operatorske funkcije C(t), t € R. Tada broj 0 ne pri-
pada rezidualnom spektru operatora A.

2 Ergodicke teoreme

Lema 2.1. Ako je X (kompleksan) Banachov prostor, C(t) ograni¢ena jako neprekidna
kosinusna operatorska funkcija sa infinitezimalnim generatorom A, familija oper-
atora Fy,a > 0 definisana sa (1), A4 pozitivan kvadratni korijen iz —A, operatori
S(T'), T > 0 definisani sa

T
S(T) = / Cltydt, T >0, )
0

tada za sve x € X, a > 0, T > 0 vrijedi

A S(T)Fux =sinaTl - For + / [(@a — u)sin Tu];lu F,xdu (10)
0

Dokaz 2.1. Prema definiciji operatora A4, (6) i (5),zazx € X, a>0, t€R

C(t)A,Fyx = C(t)(aF,x — F?z) = aC(t)Fyx — C(t)FyFyx =
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a

= acosatF,r + 2at / sin tuF, xdu — at?

0
a

— oS atFGQx — 2t / sintuFy, Fprdu + t2 /(a —u) costuF, Fyrdu =

0 0
a

= qcosatF,x + 2at / sin tuF,zdu — at? /(a — u) cos tuFyxdu—
0 0

(a — u) costuF,xdu

8 o —

a u
— cosatF?z — 2t/sin tu |2 / Fids + (a — u)Fy, | zdu+

0 0
a U

—|—t2/(a—u)costu 2/Fsds+(a—u)Fu xdu =

0 0
a u

= acosatF,x — cos atFan — 4t / sin tu /Fsds zdu+

0 0
a a u

—|—2t/u-sintuFuxdu+2at2/costu /Fsds rdu—

0 0 0
a U a

- 2t2/ucostu /Fsds xdu—tQ/ucostu(a—u)Fuxdu =

0 0 0
a a

= acosatF,x + cos atFazx -2 / cos tul,xdu — 2at / sin tuFy, xdu+

0 0
a a a

+ 4t / w - sintuF,zdu — at? / wcos tuF,xdu + t* / u? cos tuFyxdu,
0 0 0

jer Je nakon parcijalne integracije,

—4tfs1n tu [fF ds} wdu = 2cosatF2x — 4fcos tuF,zdu,

2at? f costu [f Fsds] rdu = atsinatF2x — 2at f sin tuF, xdu,
0 0 0

a u
—2t2 /ucos tu /Fsds zdu = — cos atF*x — tasintaF2z+
0 0
a a
+ 2 / cos tuFy,xdu + 2t / usin tuF,rdu.
0 0
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Dakle,zax € X, a>0,t R
a a
C(t)AyFyx = acosatF,x — 2/cos tuF,zdu — 2at / sin tuF, xdu+
0

0
a a a

+4t/u-sintuFuacdu— at2/ucos tuFuxdu+t2/u2 cos tuF,xdu.
0 0 0

Odavde, nakon integraljenja po t u granicama od 0 do 71',T" > 0 dobijamo

T T a

T
/C( )AL Fyxdt = aF, x/cosatdt—Q/F x /costudt du—

0 0
a A a T
—Qa/Fux /tsmtudt du+4/ wl /tsmtudt du—
0 ) 0
a A a T
—a/uFux /t2 cos tudt du+/u2Fux /t2 costudt| du =
0 Lo 0 0

a
1
=sinal - Fox — 2a/ —sinuT - Fyxdu—
U
0

a a
1 1 1 1
—Qa/F a:[ smuT—TcosuT} du—|—4/uF x[ sinuT — —T cosuT'| du—
u? u? U

a
2 T | 2
—a | uF,x —QTCOSUT—i——smuT——BsmuT du+
U U U
0

a
2 T2 2
—i—/uFuaf { T cosuT + —smuT— smuT] du =
us

0
a

=sinal - Fox — 2T/cos ul' Fyxdu—

0
a a

—aT? / F,zsinuTdu + T? / wsin ul Fy,xdu.
0 0
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Dakle,zax € X, a>0,T >0

a a
S(TA+F,x =sinaTl - Fox — 2T / cos uT Fyxdu — T? /(a —u)sinTuF,xdu =
0 0
a
=sinal - Fyz + / [(a — u)sinTu], , Fyxdu
0
(11)
Kako je Ay zatvoren operator i C(t)A4Fyx = AL C(t)Fyx (jer C(t) i F, komuti-
raju), to je AL S(T)Fpx = S(T)ALF,x zasvex € X, a >0, t € R.
Odavde i iz (11) direktno slijedi (10), ¢ime je lema dokazana.

Definisimo operator P sa
Pz := lim ——x (12)

za sve one x za koje limes postoji. Ovdje su operatori S(T") definisani sa (9).
Ozna¢imo sa R(P) skup slika operatora P,a sa Ker(A, ) nul-podprostor operatora
Ay,

tj. Ker(A;) :={z € X|A, z =0}.

Teorema 2.1. Ako je X (kompleksan) Banachov prostor, C(t), t € R ograni¢ena
jako neprekidna kosinusna operatorska funkcija sa infinitezimalnim generatorom
A, A, porzitivan kvadratni korijen iz —A, operator P definisan sa (12), tada je
R(P) = Ker(A4).

5(T)

Dokaz 2.2. Predpostavimo da postoji lim x = T za neki x € X. Tada,
T—+o0

zbog toga §to je za svaki a > 0 operator A4 Fy, ograni¢en operator, za svaki a > 0

postoji lim A+Fa%x i jednak je A4 F,T.
T—4o00

Odavde i iz TliIE %Fax = F,T i zatvorenosti operatora A, , slijedi postojanje
—+00
Jim ALSD (= Jim A F,S30 5 — AL F,T) za svaki a > 0.
—400 —+0o0

Prema (10), za svaki a > 0

. S(T)

lim A F,rx =
T—lg-loo * T ol

T a a
— lim |22 F,x — 2/cos Tu - Fyxdu — T/(a —u)sinTuF,xdu| =
T—+o00
0 0

(— A-i-Faj)

(13)
Pokazimo da je limes na lijevoj strani od (13) jednak nuli za svaki a > 0.
Kako smo utvrdili njegovo postojanje dovoljno je pokazati da vrijedi (14), (15) i
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(16), 8to u daljem i ¢inimo.
Ocito, zbog (3) za svaki a > 0

sinaT

7 Fa =0 (T = +00). (14)

Neka su a > 0, y € X proizvoljni, ali fiksni.
Stavimo ¢(u) := (y, Fyz) (u > 0), gdje je (,-) funkcija definisana sa (8).
Tada je ¢(0) = 01 ¢(u) je neprekidna funkcija po u € [0, a] . Prema Riemannovoj]

lemi,
a

/cos Tup(u)du — 0 (T — +o0). (15)
0
Pokazimo jos
(C,1)— limT/(a —u)sinTu - p(u)du =

0

1 M a (16)
= M/ T/(a—u) sinTu - p(u)du| dT'— 0 (M — 400).
0 0
Ocito je
1 M a
M/ T/(a —u)sinTu - p(u)du| dT' =
0 0
:/ a—u) duM/TsinTudT: (17)
0 0
i cos Mu 1 r sin Mu
= —/(a—u)cp(u)du » du—l—M/(a—u) 2 o(u)du
0

(nakon parcijalne integracije).

Kako je funkcija (a — u)# neprekidna na u € (0,a] i

p(u)

@= 02| <ol ol o we 0]

to je funkcija (@ —u)*=, elu) integrabilna na 0 < u < a, pa prema Riemannovoj lemi

/(a—u)(piu) -cos Mudu — 0 (M — +00).
0

44



Za posljednji integral u (17) vrijedi

a a

1 sin Mu 1 sin Mu 1 ) o(u)
il _ - .q- _ Mu - 2 du.
i /(a u) .2 o(u)du a / 22 o(u)du /sm u-— du

0 0

( )

Zbog integrabilnosti funkcije £~ na u € [0, a], prema Riemannovoj lemi

a
/sinMu-(pSJu)du—)O (M — 400),
0

a prema L’Hospitalovom pravilu je

a a

lim - Mugo(u)du = lim /cos Mu - @du,

M—+00 u2 M—+oco U
0 0

ako limes na desnoj strani jednakosti postoji. Ali, kako je funkcija # integra-
bilna na u € [0, a], prema Riemannovoj lemi, posljednji limes je jednak nuli.
Dakle, dokazali smo da je Ay F,T za svaki a > 0. Otuda je lim A+ a7 = (.

a——+00

Odavde i iz 7‘% — T (a — +00)( prema (4) i zatvorenosti operatora A, slijedi
TeD(Ay) 1 Ay =0.
Obratno, neka je T € D(AL) takav da je AyT = 0. Tada je, prema (7), AT = 0.
Ovo povlaci C(t a:—:v< ft—u Aac):O za svaki ¢ € R, pa je
0

C(t)T =T zasvaki t € R.

T
sy [ OfC’(t)wdt . ‘ .
Otuda, =7 | = T =7x zasvaki T > 0, pa je

lim S(T)
T—~+o0

=,

¢ime je lema dokazana.

Lema 2.2. Neka je X refleksivan, striktno konveksan Banachov prostor sa Gateaux-
diferencijabilnom normom, C(t) ogranifena jako neprekidna kosinusna opera-
torska funkcija sa infinitezimalnim generatorom A, familija operatora Fy,a > 0
definisana sa (1), A4 pozitivan kvadratni korijen iz —A. Ako 0 ne pripada punk-
tualnom spektru operatora A, tada vrijedi:

)

F,
22— 0 kada a — 0 zasvaki z € X; (18)
a
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i)
Fq
=T 0 kada a — 0 na skupu R(A4) gustom u X; (19)

iii)
F,

3L 0 kada @ — 0 na skupu R(A) gustom u X; (20)

pri ¢emu smo sa R(A) i R(A) oznatili skupove slika operatora A i Ay respek-
tivno.

Dokaz 2.3. Prije svega primijetimo sljedece:

Iz predpostavke da 0 ne pripada punktualnom spektru operatora A i Teoreme 1.1
slijedi da je R(A) operatora A gust u X. Odavde i iz (7) slijedi da je R(Ay)
operatora A4 takoder gust u X.

Iz definicije operatora A, slijedi

za x € D(Ay),a >0 F,A,x = aF,r — F’x. (21)

Odavde, nakon dijeljenja sa a > 0, dobijamo

2

F F
2Ax=F,x— ol asver € D(Ay)ia>0.
a a

Kako Fpz — 0 (a = 0) (Vz € X)

i kako L2 — 0 (@ —0) (Vz € X) (jer je prema (3) ’ F%x <alzl),
iz posljednje jednakosti, dobijamo
F
A,z —0(a—0) (Vo€ D(AL)). (22)
a
Prema (3),
Fy
—| <1 (Va>0). (23)
a

Kako je R(Ay) gust u X, prema Banach-Steinhaus-ovom teoremu, iz (22) i (23)
slijedi (18).
Iz (21), dobijamo za a > 0

F F, F, F,

Iz (23) i (22), imamo

F, F F
““:c‘g 22|l - 0(a—0) zaz € D(A).
a a a

Zbog ovoga i (18) iz posljednje jednakosti slijedi (19).
Konatno, iz (21) dobijamo za a > 0

Iy Iy Iy Iy,
— Ay = —Fr— ——Fr (V€ D(A})).

a? a a
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Odavde, imamo

F, F, F )

Fy
— CL2

Zbog toga i (19) iz posljednje jednakosti dobijamo (20).
Dokaz leme je zavrsen.

Fo o

a—§A+a: =
Iz (23) i (19) slijedi
F, F,

a a2

— A Aiz|| =0 (a —0) zax € D(AY).

Teorema 2.2. Neka je X refleksivan, striktno konveksan Banachov prostor sa
Gateaux-diferencijabilnom normom, C(t) jako neprekidna kosinusna operatorska
funkcija sa infinitezimalnim generatorom A i familija operatora Fy,a > 0 defin-
isana sa (1). Ako 0 ne pripada punktualnom spektru operatora A, tada postoji

(C,1) — Tlim %x = z 1 jednak je 0 za svako z € X.
— 400

Dokaz 2.4. 1z (6), lako se dobija da za sve z € X,a > 0,7 > 0 vrijedi:

T a T
S(T) 1 1 ,
TFQZL‘ =7 / cosaT F,xdt + T /Fux / [(a —u) cosut],, dt p du =
0 0 0
. T a . T "
sina sinu
-7 F,x + / [(a —u) T ]uu Fyxdu.

Otuda, za sve x € X,a > 0,7 > 0 imamo

T a

T T

1 [S(t) sin at sin ut

T/tF xdt = / ——dtFor + — / / i dt| Fyxdu. (24)
0 0

0

uu

Kako je, prema (23), ‘ Lag|| < @] (Va > 0) i kako je f ol gt = 2 za a > 0, to

ocCito

T
1 sin at
— F, T .
T/ " dtF,x — 0 (T — +00)

Za drugi sabirak na desnoj strani od (24), vrijedi

"

a [ T
1 sin ut ut =171
= T / a—1u / " dt F,xdu = =
0 L 0 uu
P 25
a [ ul ( )

1 —u smT
=7 / / . - Fxdu.
0 0

uY
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Kako je

uT uTl
a—u/sianT :Qa/SianT—SasinuT—i—
U T u3 T u3
0 wu 0
sinu1’ B Tcos ul n aTCOS uT’
u? U u?
to iz (25) dobijamo
a 5 ul a 5
1 i 1
I= T2a/ uu; /SHTleT du — TSa/:;U -sinuT'du+
0 0 0

(26)
[T [ Foa [ Foa
1
+ /um -sinquu—/u -cosquu+a/u -cosuT'du
T u? U u2
0 0 0

Neka je x € R(A) prozvoljan, ali fiksan.

Stavimo
o(u) := Fyz, uel0,al.
Funkcije #, @TE;) i 2% su neprekidne na u € [0,q].
Prema Lemi 2.2 za svaki € > 0, mozemo naci § > 0 takav da je 6% < % i da vrijedi
F.x F.x F.x
— <e || < < €10,9). 27
' ” & |72 o e € za u € [0,0) (27)

Otuda su funkcije #, % i % apsolutno integrabilne na u € [0, a] .
Zbog toga i zato $to je [sinuT’| < 1 za svako u € [0,a] i T > 0, drugi i treéi sabirak
na desnoj strani od (26) tezi nuli kada 7" — +o0.

Pokazimo da i prvi sabirak na desnoj strani od (26) takoder tezi nuli kada 7" —

+00. Zaista,

] a P uT . 1 4 7 uT )
wl sin T Wl sin T
T2CL/ u3 / - dT du:TQCL/u3 / - dT du+
0 0 0 0
aF uT
1 .
+~2a/ux /SlanT du =1 + I>.
T ud T
1) 0

Zbog 6% < Lizbog (27) 1 [®2T| <1 (V7) je otito [1] <a-6% € <e.

Zbog apsolutne integrabilnosti funkcije %7;) na segmentu [J, a] i zbog toga $to je
ul

+ S2Tdr, pri konstantnom T'(> 0), integrabilna po u € [d,a] i zbog toga Sto
0

48



T

ul
% J 22dr — 0 (T — +o0) ravnomjerno po u € [4, al, vrijedi
0

a 5 ul
1 .
lim Io = lim 2a-/ ut /SdeT du =
T—~+o00 T—4o00 u3 T T
4 0
a 15 1 ul
—QOL/U;Ij lim /SlanT du =
U T—+oo T’ T
1) 0

T
Ovim smo pokazali da za svaki z € R(A) i a > 0 postoji _lim + [ @Faxdt i
T—+o0™

jednak je nuli. Za a = 0 je ocito.
Iz predpostavke da 0 ne pripada punktualnom spektru od A i Teoreme 1.1 slijedi
da je skup R(A) gust u X. Kako je funkcija C(t) ogranicena i vrijedi (3), to je

< allz|| za svaki z € X i a > 0, tj. za svaki a > 0 operatori

T
S(t
%{fg Lt Fya

T
1 S@) i i¢eni
T ({ =LAl Su ravhomjerno ograniceni.

>0
Otuda, prema Banach-Steinhaus-ovoj teoremi

T
111/57(5t)dt (Fox) =0 (T — 400) (Vz € Xia>0).
0

0
ravnomjerno ograniceni, ponovo prema Banach-Steinhaus-ovoj teoremi, slijedi

T
Odavde i zbog toga §to je i skup L>J0Fa [X] gust u X i operatori {7{ J Sy)dt}
a
N T7>0

M|

T
1/S7(ft)dt—>0 (T — +o0) (Vz € X),
0

¢ime je teorema dokazana.
U [5] je dokazana sljede¢a teorema (vidi |5] Teorema 7.)

Teorema 2.3. Neka je X (kompleksan) refleksivan i striktno konveksan Banachov
prostor sa Gateaux-diferencijabilnom normom i C(t) ogranicena jako neprekidna
kosinusna operatorska funkcija sa infinitezimalnim generatorom A. Ako tatka 0
pripada punktualnom spektru i ako je nul-podprostor operatora A oznacen sa L,
tada postoji podprostor M prostora X takav da je X direktna suma podprostora
L i M prostora X za koju vrijedi

i) C(t)r =z (Vx € LVt € R);
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ii) podprostor M je invarijantan relativno u odnosu na sve opeartore C(t), t € R;

iii) ako posmatramo funkciju C(t) i njen generator A na M onda tatka 0 ne
pripada punktualnom spektru operatora A.

Iz navedene Teoreme i upravo dokazanih Teorema 2.1 1 2.2 i zbog Ker(Ay) =
L. (vidi [6] Remark 1.), kao direktnu posljedicu dobijamo sljede¢u teoremu.

Teorema 2.4. Ako je X refleksivan, striktno konveksan (kompleksan) Banach-
ov prostor sa Gateaux-diferencijabilnom normom, C(t) jako neprekidna kosinusna
operatorska funkcija sa infinitezimalnim generatorom A, A, pozitivan kvadratni
korijen iz —A, tada je operator P; definisan sa

T
P :(C,1)— lim Sg)x, r e X, S(T):/C(t)dt, T >0,
0

ogranifen linearan, gdje su operatori S(T'), T > 0 definisan sa (9) projektor
prostora X na Ker(Ay).
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Apstrakt

Posljednjih godina objavljen je veliki broj radova koji se bave Sturm-
Liouvilleovim problemima sa kasnjenjem, kao i obrnutim Sturm-Liouvilleovim
problemima sa kasnjenjem, u kojima se mogu naéi i rezultati vezani sa
asimptotiku svojstvenih vrijednosti pripadajucéeg diferencijalnog operatora.
Medutim, odredivanje svojstvenih vrijednosti klasi¢ne Sturm-Liouvilleove
jednacine nije nimalo trivijalan zadatak, pa samim time se postavlja pi-
tanje kako odrediti svojstvene vrijednosti Sturm-Liouvilleovog problema sa
kasnjenjem.

U ovom radu navedeni su poznati rezultati za neke metode diskretizacije
kod klasi¢nog problema, a zatim je izvrSena potrebna modifikacija nave-
denih metoda u svrhu njihove primjene na priblizno odredivanje prvih neko-
liko svojstvenih vrijednosti Sturm-Liouvilleovog problema sa konstantnim
kasnjenjem. Pri tome su navedeni i uslovi koje Sturm-Liouvilleova jednacina
sa kasnjenjem treba ispunjavati. Na kraju smo za dvije Sturm-Liouvilleove
jednacine sa kaSnjenjem priblizno odredili prvih nekoliko svojstvenih vri-
jednosti, te izvr§ili poredenje sa ranije poznatim asimptotskim relacijama.
Vazno je napomenuti da su u rad uvrStene i sugestije koje su proistakle iz
diskusije tokom Treée matematicke konferencije Republike Srpske.

1 Uvod

Sturm-Liovilleov problem sastoji se u odredivanju spektra diferencijalne jednacine

—y"(x) + q(z)y(z) = Ay(z), (1)

uz zadane grani¢ne uslove, tj. u odredivanju onih vrijednosti A za koje gornja
jednac¢ina ima netrivijalna rjeSenja. U opstem slucaju funkcija ¢(z) je komplek-
sna funkcija prostora Li[0,7] i naziva se potencijal. Vise o Sturm-Liovilleovim
problema se moZe naci u [3].

Poznato je (npr. iz [2]) da kada je ¢(z) € L1[0,7] i y(0) = y(7) = 0 grani¢ni
uslovi, da svojstvene vrijednosti gornjeg problema imaju asimptotsko ponasanje

1
)\n:n2+w+o<) (n — o0),
s n

ol



gdje je w = [ g(z)dx.
0

Imajuéi ovo u vidu, da bi pribliZzno odredili spektar moguée je naci nekoliko
prvih svojstvenih vrijednosti, a ostatak spektra aproksimirati gornjom asimptot-
skom relacijom.

Najjednostavniji metod za priblizno odredivanje prvih nekoliko ¢lanova spek-
tra je takozvani matri¢ni metod koji se sastoji od prevodenja gornjeg problema u
sistem od kona¢no mnogo jendacina nacin naveden ispod. Napomenimo da ovaj
postupak daje svojstvene vrijednosti uz grani¢ni uslov y(0) = y(7) = 0.

1.1 Matri¢éni metod

Ovdje ¢emo opisati postupak koji se moze naéi u npr. [4]. Neka je data Sturm-
Liouvilleova jedna¢ina 1, pri ¢emu je ¢(z) realna neprekidna funkcija bez oscilacija
i neka su grani¢ni uslovi y(0) = y(7) = 0. Izvrsimo podjelu segmenta [0, 7] na
N € N jednakih dijelova tackama 0 = 2 < 1 < T2 < -+ < zy—1 < TN = T,

™

tako da je wiy1 —x; = h, i = 0,1,...,N — 1, gdje je h = . Sada se gornja
jednacina moze posmatrati kao sistem jednacina:

—y"(xn) + qezn)y(zy) = My(zn),

tj. zbog grani¢nih uslova y(zo) = y(0) =01 y(7) = y(zny) =0

—y"(x1) + q(z1)y(x1) = Ay(a1)
—y"(22) + qz2)y(w2) = Ay(22)

—y"(en—1) + q(zn_1)y(zn-1) = Ay(zy_1).
Uzimajudi da je y”(x;) ~ %(y(a:z_l) — 2y(z;) + y(xi41)) i uvrstavajuéi u gornji
sistemn dobijamo

(o) — 2y(a) + y(2)) + alan)y(an) = ylan)

() — 2y(e) + y(z3)) + a(2)y(es) = ()

s (len—2) — 2y(an 1) + y(en) + alex)uan—1) = Aylan)
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$to nakon sredivanja svodimo na matri¢nu jedna¢inu
AY = )Y,

pa se odredivanje spektra se svodi na odredivanje svojstvenih vrijednosti ma-
trice A = #M + @, gdje je

2 -1 0 O 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 O
0o -1 2 -1 0 0 O
M = : ;
0o o0 0 O -1 2 -1
0O 0 0 O 0o -1 2
qg(z1) 0 0 0
0 q(ze) 0 0
Q= : : T : :
0 0 ... q(lzn—2) 0
0 0 0 q(zn—1)
Pri tome je nepoznata matrica Y = (y(z1),y(z2),...,y(xn_1)T.

Greska dobivena primjenom ove metode brzo raste sa porastom svojstvenih
vrijednosti i moze se koristi samo za dobijanje prvih nekoliko svojstvenih vrijed-
nosti. Naime u [4] navedena je procjena greske koja je reda O(n*h?).

Poboljsanje metode dobija se kori§tenjem Numerovog metoda za jednacinu
y" = f(x,y), pri ¢emu je greska reda O(n®h*). Kod Numerovog metoda se uzima

h2
y(wi—1) = 2y(z;) + y(zig1) = E(fi—l +10f; + fiv1),

gdje je fi = f(x;,y(x;)), pa se gornji sistem svodi na matri¢nu jednac¢inu
AY = ABY,

gdjeje A = %M—i—BQ iB= I—%M, pri ¢emu su matrice Q) i M matrice koriStene
i kod metode centriranih razlika, a rjeSavanje Sturm-Liouvilleovog problema na
odredivanje generalizovanih svojstvenih vrijednosti para matrica (4, B).

Metoda korekcije greske poboljSava gresku i to za metodu centriranih raz-
lika na O(nh?), a za Numerovu metodu na O(n3h?). Ova metoda zasniva se na
rezultatu koji govori da greska kod navedenih metoda ne zavisi u velikoj mjeri
od potencijala [1]. Dakle, za g(z) = 0 moguce je naéi tacne svojstvene vrijed-
nosti, a zatim na osnovu numeric¢ki dobijenih svojstvenih vrijednosti, moguée je
odrediti gresku svake svojstvene vrijednosti. Ovu greSku zatim ispravljamo kod
svojstvenih vrijednosti za zadani potencijal.
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2 Sturm-Liouvilleov problem sa kasnjenjem

U posljednje vrijeme veliki broj istrazivaca, medu kojima se na naSim prostorima
moze spomenuti dr. Milenko Pikula i saradnici, se bavi tzv. Sturm-Liovilleov
problemom sa pomakom, Sto predstavlja izuzetno slozenu problematiku. Pri tome
se posmatra diferencijalna jednacina

—y"(z) + a(@)y(a(@)) = Ay(z), (2)

gdje a(z) predstavlja funkciju pomaka. Ako je a(x) > z govorimo o preticanju, a
a(z) < x govorimo o ka$njenju. U zavisnosti od oblika funkcije a(z) vrsi se dalja
klasifikacija kagnjenju i to:

8

)=x—71 (0 <7 <m)- konstantno kagnjenje,

z)=a -z (0 <a<1)-homogeno kagnjenje,

z)=x—7(z) (0 < 7(x) <z,0< 7 (x) <1)) - promjenjivo kadnjenje,
e a(z) (0 < d/(z) < 1) - opste kasnjenje.

Postavlja pitanje kako odrediti spektar ovakvih problema. U nastavku rada
izvrsili smo modifikaciju prethodno navedenog postupka za odredivanje spektra za
slucaj a(x) =z —7, 7 > 0, tj. za sluCaj konstantnog kasnjenja, pri Dirichletovim
grani¢nim uslovima y(0) = y(7) = 0.

2.1 Modifikacija matri¢nog metoda

Stavljajuéi a(z) = — 7, 7 > 0 u jednatinu (2) dobijamo

—y"(x) + q(z)y(z — 1) = Ay(=).

Posmatra¢emo ovu jednainu uz granic¢ne uslove y(0) = y(7) = 0. Takoder ¢emo
staviti da je ¢(x) = 0 za ¢ < 7 i da je ¢g(z) realna neprekidna funkcija bez
oscilacija.

Za kasnjenje 7 ¢emo postaviti i dodatni uslov na sljedeé¢i naéin. Neka je NV
broj podjela segmenta [0, 7]. Tada je h = & mjera intervala. Neka je 7 takvo da
je 7 = k- h zaneko k € {0,..., N}. Primjenjujuci isti ideju kao kod klasi¢nog
problema uzimajuéi da je

xi—T:ih—kh: (i—k)h:xi_k,
dobijamo sistem

—y" (x0) + q(z0)y(zo—1) = Ay(xo)
—y"(x1) + q(z1)y(z1-1) = My(a1)

o4



=y () + q(@i)y(zir) = My(z4),

—y"(xn—1) + q(zn1)y(@N—k-1) = y(zn_1)
=" (xn) + qzn)y(zn-_1) = My(zN).

Izrazi q(z;)y(x;—x) za koje je i —k < 0 su jednaki nuli zbog ¢(z) =0 za x < 7.
Nakon $to smo zbog y(0) = 0 i y(7) = 0 izbacili prvu i posljednju jednacinu
kona¢no dobijamo

—y"(x1) = Ay(z1)
—" (@py1) + q(@ps1)y(21) = Ay(Tps1)
—y" (i) + q(zi)y(zig) = Ay(x:) (i > k)

—y (xn—1) + q(@Nn_1)y(@N_k—1) = Ay(zn_1)

Sada, analogno klasi¢nom slu¢aju vidimo da je matrica @) kvadratna matrica
reda N — 1 sljedeceg izgleda

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
; 0 4(wp42) 0 0 0 0
0 0 ce q(.%'N,k,Q) 0 0 ... 0
0 0 0 g(rN—k-1) 0 ... O

Pri tome je prvih k redova i zadnjih & kolona sastavljeno od samih nula.
Matricu M odredujemo kao i u prethodnom slucaju, pa je matrica M je tridi-
jagonalna kvadratna matrica formata N — 1 oblika

2 -1 0 O 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 ©0

0o -1 2 -1 0 0 O
M = :

0O 0 0 0 -1 2 -1

0o 0 0 0 0o -1 2



Dakle, kao i kod klasi¢nog slucaja Sturm-Liouvilleova jednacina se svodi na sistem
jednacina, tj. na matri¢nu jednacinu

AY =Y,

gdje je nepoznata matrica Y = (y(z1),y(x2),...,y(xx_1)T, a problem odredivanja
svojstvenih vrijednosti Sturm-Liovulleovog problema sa kaSnjenjem svodi se na
odredivanje svojstvenih vrijednosti matrice A.

Takoder, uvodeéi oznake uvedene kod klasi¢nog problema, dobijamo general-
izovanu matri¢nu jednacinu za Numerov metod

AY = A\BY,

i problem odredivanja svojstvenih vrijednosti Sturm-Liovulleove jednatine sa ka-
§njenjem se svodi na odredivanje generalizovanih svojstvenih vrijednosti para ma-

trica (4, B).

3 Numericki primjeri

Za odredivanje spektra napisali smo program u Javi koji za dati potencijal g(x)
koji je zadan kao eksplicitna funkcija i kaSnjenje 7 priblizno izra¢unava spektar.
Pri tome su koristene java biblioteke: Matrix Toolkits for Java (MTJ v0.9.14.) [6],
koji je kori§ten za manipulaciju matricama, te Simple Mathematical Expression
Parser for Java (exp4j v0.3.11) [7], koji je koriSten za ra¢unanje vrijednosti funkcije
potencijala.

Isprogramirali smo Numerov metod i Numerov metod sa korekcijom greske.

Ovdje éemo koristeéi se ovim alogoritmom odrediti dio spektara za potencijale
q1(z) = e” i g2(x) = 1/z. U oba slucaja spektar ¢emo odrediti za dva ka$njenja
T =64 1055 ® 0,217 =75 ~ 0,022, Da bi mogli koristi algoritam
odgovarajuce podjele ¢e biti N1; = 125, N2 = 500 za prvo kasnjenje i Noj = 143,
Noy = 572 za kaSnjenje To.

Pored dobijenih vrijednosti za svojstvene vrijednosti navedene su asimptotske
vrijednosti svojstvenih vrijednosti koja se moze nac¢i u [5] koju je u svojoj dok-
torskoj disertaciji izveo Vladmir Vladi¢ié¢, a koje za potencijal iz Lo imaju sljedeéi
oblik

s 1 T
A~ n?+ cos(rn) /q(t)dt - — /q(t) cos(2t — 7)dt (n — o00).
™ ™
3.1 Numeric¢ki primjer 1

U prvom numeri¢kom primjeru posmatrali smo potencijal g(z) = e*. U Tabeli
1 smo naveli ¢etrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo dosli primjenom Nu-
merovog metoda, i to za podjele od N = 1251 N = 500 bez i sa primjenom
korekcije greske (KG), za kagnjenje .
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n Nip=125 Njp=125KG Npip =500 Nip=500KG ASIM. V.
1 5,2534 5,2534 5,2534 52534 64,3482
2 10,6326 10,6326 10,6326 10,6326 10,0467
3 16,6400 16,6400 16,6401 16,6401 14,9142
4 23,2442 23,2442 23,2451 23,2451 21,1189
5 30,6904 30,6905 30,6934 30,6934 29,0453
6 39,6542 39,6543 39,6596 39,6596 38,7927
7 50,6440 50,6442 50,6511 50,6511 50,4263
8 63,8006 63,8011 63,8088 63,8088 64,0064
9 79,1473 79,1482 79,1562 79,1562 79,5921
10 96,6979 96,6996 96,7072 96,7073 97,2410
15  218,0376 218,0567  218,0570 218,0571  218,1266
20 395,5360 395,6434  395,6310 395,6314  395,4898
30 905,4019 906,6400  906,6290 906,6337  906,7274
40 1591,6309 1598,6921  1598,6992 1598,7258  1598,7442

Tabela 1: Dio spektra za potencijal ¢(z) = e” i kasnjenje 71 =~ 0,2

U Tabeli 2 smo naveli ¢etrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo dosli
primjenom gore navedenog algoritma, i to za podjele od N =143 i N = 572 bez
i sa primjenom korekcije greske (KG), za kasnjenje 7o.

n Noyp =143 Ny = 143 KG Nop =572 Nap =572 KG  ASIM. V.
1 14,9306 14,9306 14,0306 14,9306 41,5188
2 10,1022 10,1022 10,1022 10,1022 10,3639
3 16,0913 16,0913 16,0913 16,0913 15,8583
4 23,3370 23,3370 23,3371 23,3371 22,9597
5 32,3203 32,3203 32,3205 32,3205 31,9859
6 43,2565 43,2566 43,2569 432569 42,9868
7 56,1944 56,1945 56,1950 56,1950 55,9754
8 71,1389 71,1392 71,1399 71,1399 70,9565
9 88,0879 88,0884 88,0893 88,0893 87,9320
10 107,0389 107,0398  107,0410 107,0410  106,9027
15 231,7766 231,7877  231,7904 231,7905  231,6992
20 406,4165 406,4791  406,4838 406,4840  406,4108
30 904,9310 905,6504  905,6586 905,6613  905,6049
40 1600,4667 1604,5570  1604,5601 1604,5757  1604,5299

Tabela 2: Dio spektra za potencijal g(x) = e i kasnjenje 79 ~ 0,022
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3.2 Numericki primjer 2

U prvom numeri¢ckom primjeru posmatrali smo potencijal ¢(x) = % U Tabeli 3
smo naveli Cetrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo dosli primjenom gore
navedenog algoritma, i to za podjele od N = 50 i N = 500 bez i sa primjenom
korekcije greske (KG), za kasnjenje 1.

n Nip=125 Ny =125 KG Npz =500 Nip=500KG ASIM. V.
1 1,6618 1,6618 1,6618 1,6618 1,4206
2 4,7813 4,7813 4,7814 4,7814 4,7187
3 9,7724 9,7724 9,7727 9,7727 9,7071
4 16,6944 16,6945 16,6949 16,6949 16,6267
5 255713 25,5713 25,5720 25,5720 25,5059
6 364171 36,4172 36,4181 36,4181 36,3578
7 49,2429 492431 49,2443 492443 49,1919
8 64,0585 64,0589 64,0603 64,0603 64,0168
9 80,8728 80,8737 80,8752 80,8752 80,8405
10 99,6940 99,6957 99,6972 99,6972 99,6709
15 2241250 224.1441 2241443 9224,1444 2241445
20 399,3126 399,4201  399,4170 399,4175  399,4300
30 899,6003 900,8385  900,8324 900,8372  900,8409
40 1592,7873 1599,8485  1599,8289 1599,8556  1599,8470

Tabela 3: Dio spektra za potencijal ¢(z) = % i kasnjenje 71 =~ 0,2

U Tabeli 4 smo naveli ¢etrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo dosli
primjenom gore navedenog algoritma, i to za podjele od N =50 i N = 500 bez i
sa primjenom korekcije greske (KG), za kasnjenje 7o. .

Primijetimo da su sve dobijene svojstvene vrijednosti bile realne. Prilikom nu-
merickog rjeSavanja svi imaginarni dijelovi svojstvenih vrijednosti su bili jednaki
nuli. Dakle, dobijeni dio spektra je bio realan.

Takoder, moZemo primijetiti da sa podjelama Ni12, tj. N22 za prvih 20 svo-
jstvenih vrijednosti imamo tac¢nost do 3 decimalna mjesta, jer se vrijednosti do-
bijene bez i sa korekcijom greske ne razlikuju na tri decimalna mjesta.

4 Zakljucak

U ovom radu dat pregled Sturm-Liouvilleovih jednacina sa kaSnjenjem i pregled
metoda za odredivanje svojstvenih vrijednosti. Takoder je naveden i algoritam za
odredivanje svojstvenih vrijednosti Sturm-Liouvilleovih jednac¢ina sa kagnjenjem.
U numerickom dijelu dati su rezultati dobiveni kori§tenjem napisanog programa
za numericko odredivanje svojstvenih vrijednosti.

Ovaj rad predstavlja samo jedan mali dio projekta ¢iji je cilj izrada programa
za numericko rjeSavanje Sturm-Liouvilleovog problema sa ka$njenjem i za druge
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n Ny =143 Ny =143 KG Nyy =572 Ny =572 KG  ASIM. V.
1 1,7225 1,7225 1,7225 1,7225 1,7896
2 4,9451 4,9451 4,9451 4,9451 5,1717
3 10,0720 10,0720 10,0721 10,0721 10,2724
4 17,1567 17,1567 17,1570 17,1570 17,3288
5 26,2183 26,2183 26,2188 26,2188 26,3663
6 37,2651 37,2651 37,2659 37,2659 37,3929
7 50,3016 50,3018 50,3028 50,3028 50,4125
8 653305 65,3308 65,3321 65,3321 65,4269
9 82,3533 82,3539 82,3556 82,3556 82,4375
10 101,3712 101,3722  101,3744 101,3744  101,4448
15 226,4029 226,4140  226,4191 226,4192 2264484
20 401,3384 401,4010  401,4099 401,4102  401,4137
30 900,5525 901,2718  901,2894 901,2922  901,2669
40 1596,9565 1601,0468  1601,0660 1601,0816 1601,0428

Tabela 4: Dio spektra za potencijal ¢(z) = % i kasnjenje 1 ~ 0,022

grani¢ne uslove. Takoder za preciznije odredivanje spretra porebno je izvrsiti
i implementaciju drugih numeri¢kih metoda. Glavni problem ostaje rjesavanje
obrnutog problema, tj. na osnovu datog spektra odrediti kasnjenje, a zatim i
nepoznati potencijal. Teoretsko rjesenje ovog problema moze se naci u |2] i dosta
inovativnije i bolje, koriste¢i metodu Fourierovih redova, u [5].
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Apstrakt

Uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, ¢) zovemo Pitagorina trojka ako
su a i b katete, a ¢ hipotenuza nekog pravouglog trougla. U ovom ¢lanku
éemo navesti neke vazne osobine Pitagorinih trouglova i opisati algoritam za
generisanje Pitagorinih trojki.

Pitagora, koji je roden na grékom otoku Samosu (oko 582. godine pr.n.e. —
oko 496. godine pr.n.e.), se smatra prvim "pravim" matematitarem. Uz njegovo
ime se najcesc¢e veze Pitagorin teorem koji kaZze da je povrSina kvadrata kon-
struisanog nad hipotenuzom pravouglog trougla, jednaka zbiru povrgina kvadrata
konstrusanih nad njegovim katetama. Pitagorin teorem se moze iskazati i u ob-
liku da je kvadrat duzine hipotenuze pravouglog trougla jednak zbiru kvadrata
duzina kateta tog trougla. Pitagora nije prvi otkrio Pitagorin teorem, koji je bio
poznat jo§ Babiloncima oko 1000 godina prije Pitagore, nego ga je prvi dokazao i
zbog toga se i naziva tako. Pitagora je doSao do saznanja da za neparan prirodan
broj k > 1, formule a = k, b = (k? —1)/2 i ¢ = (k* + 1)/2 daju duzine stranica
pravouglog trougla. Do sli¢nog zakljucka je doSao i Platon koji je dao formule u
obliku a = 2k, b = k> — 1 i ¢ = k2 + 1. Medutim, pokazalo se da te formule ne
daju sve mogude vrijednosti za duzine stranica pravouglog trougla, jer se pomoc¢u
njih npr. ne dobija pravougli trougao ¢ije su duzine stranica jednake 20, 21 i 29.

1 Uvod

Definicija 1.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, ¢) zovemo Pitagorina tro-
jka ako su a i b katete, a ¢ hipotenuza nekog pravouglog trougla, tj. ako vrijedi

a® + b = 2.

Ako su a,b,c relativno prosti brojevi, onda kazemo da je (a,b,c) primitivna
Pitagorina trojka.

Napomena 1.1. Trougao ¢ije su duzine stranica Pitagorina trojka se naziva
Pitagorin trougao, a trougao ¢ije su duzine stranica primitivna Pitagorina trojka
se naziva primitioni Pitagorin trougao.
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Napomenimo da su svake dvije duzine stranica primitivnog Pitagorinog trougla
relativno prosti brojevi, tj. vrijedi nzd(a,b) = nzd(a, c) = nzd(b,c) = 1. Kada bi
bilo npr. nzd(a,b) = d > 1, tada bismo imali

a=day, b=db; = = (day)?®+ (db))* = d*(a} +b?),

$to bi znacilo da d?|c?, tj. d|c, iz ¢ega bi slijedilo nzd(a,b,c) = d > 1, §to je
kontradikcija. Analogno se pokaZe i za ostala dva para.

Otito je da su u svakom primitivnom Pitagorinom trouglu duZine kateta ra-
zli¢ite parnosti, iz ¢ega slijedi i da je duzina hipotenuze neparan broj.

Kada bi a i b bili parni brojevi, onda bi i njihovi kvadrati bili parni brojevi,
pa i zbir njihovih kvadrata a? 4 b2 bi takoder bio paran broj, tj. ¢® bi bio paran
broj. Kako je jedino kvadrat parnog broja paran broj, to bi i ¢ morao biti paran
broj, ali u tom sluc¢aju uredena trojka (a,b,c) ne bi bila primitivna, jer bi tada
bilo nzd(a, b, c) > 2.

Kada bi a i b bili neparni brojevi, npr. a =2m —11ib=2n — 1, gdje su m i
n prirodni brojevi, imali bismo

a4+ =4m*+n*—m—n)+2=2 (mod 4).

Medutim, zbog neparnosti od a i b, morao bi biti ¢ = 2k, k € N paran, a kako bi
u tom slucéaju bilo

A =4k>=0 (mod 4),

to bismo imali kontradikciju.
Ako sve ¢lanove Pitagorine trojke (a,b,c) pomnozimo prirodnim brojem k,
dobijamo trojku (ka, kb, kc) za koju vrijedi

(ka)® + (kb)* = k*(a* + b?) = k*c? = (kc)*.

Zaklju¢ujemo da ako je (a,b,c) Pitagorina trojka, onda je i (ka, kb, kc) takoder
Pitagorina trojka, za svaki prirodan broj k. Takve Pitagorine trojke se nazivaju
slicne Pitagorine trojke.

2 Generisanje Pitagorinih trojki

Vazan korak u proutavanju Pitagorinih trojki je odredivanje formula koje generigu

rjeSenja jednacine a? + b =2

Teorema 2.1. Sve primitivne Pitagorine trojke (a,b,c), u kojima je b paran, su
dane formulama

a=m?—n?, b = 2mn, c=m?+n?,

gdje je m > n, a m i n su relativno prosti prirodni brojevi razli¢ite parnosti.
Svaka primitivna Pitagorina trojka, dobijena na ovaj nac¢in, se pojavljuje samo
jednom.
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Dokaz 2.1. Jednacinu a® + b% = ¢? mozemo napisati u obliku
b = (c+a)(c—a).

Neka je b paran, tj. oblika b = 2z. Tada su a i ¢ neparni, pa su brojevi ¢+ a i
¢ — a, kao zbir i razlika dva neparna broja, parni brojevi. Zato postoje prirodni
brojevi x i y takvi da je

c+a=2x, c—a=2y.

Pokazimo da su brojevi x i y relativno prosti. U tu svrhu pretpostavimo da
nisu, tj. da je nzd(z,y) = d > 1. Tada je d zajednicki djelilac od ¢+ a = 2z i
c—a = 2y, pa imamo da

Pl(c+a)(c—a) = —a® =1,

iz ¢ega slijedi da d|b. Kako je a =z —y i ¢ = x + y to zakljucujemo da dl|a i d|c,
§to je u suprotnosti s ¢injenicom da su a, b i ¢ relativno prosti. Zato zaklju¢ujemo
da su x i y relativno prosti.

Sada je

422 =0 =c*—d*=(c+a)(c—a) =2z -2y =4ay = 2*=uy.
Dobili smo da je proizvod dva relativho prosta prirodna broja x i y kvadrat
prirodnog broja z, pa slijedi da postoje relativno prosti prirodni brojevi m i n
takvi da je x = m? i y = n?.

Sada je

a=m?—n?, c=m?+n?, b = 2mn.

Kako je a = m? — n? neparan, to brojevi m i n moraju biti razli¢ite parnosti.

Provjerimo sada da dobijene vrijednosti za a, b i ¢ zadovoljavaju jednacinu
a2 +b? =2

2 2

a4+ b = (m2 - n2)2 + (2mn)* = m* + 2m?n? 4 nt = (m2 + n2)2 =c°.
Jo§ nam ostaje za provjeriti da su a,b i ¢ relativno prosti. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je nzd(a,c) = d > 1. Tada je d neparan (jer su a i ¢ neparni) i
vrijedi
d|(c+a) = (m* + nz) + (m2 - n2) = 2m?

dl(c—a) = (m2 + n2) - (m2 - nQ) = 2n?.

Medutim, ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da su m i n, pa samim tim i m
i n?, relativno prosti.

Na kraju trebamo jos pokazati da se svaka primitivna Pitagorina trojka, do-
bijena na ovaj nac¢in, pojavljuje samo jednom. Kako je

2

2 . 2
2m* =c+a i 2n* = ¢ — a,
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to vidimo da su m i n potpuno odredeni s a i c. Kako je razlomak

m_2m2 c+a

n  2mn b

potpuno skraéen, jer su m i n relativno prosti, to zaklju¢ujemo da svaki izbor m
i n daje novu primitivnu Pitagorinu trojku.

O]

Ukoliko, za razliku od prethodnog dokaza, polaznu jednadinu a? + b = ¢?

transformiramo u jednacinu
a?=c*—b* = (c+b)(c—D),
gdje je b paran broj, onda na slican nacin mozemo dokazati i sljedec¢u tvrdnju.

Teorema 2.2. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, ¢), u kojima je b paran, su
dane formulama

k2 — 12 k2412
) c = )

2 2

gdje je k > 1, a kil su neparni relativno prosti prirodni brojevi. Svaka primitivna
Pitagorina trojka, dobijena na ovaj nacin, se pojavljuje samo jednom.

Uzimajuéi u obzir sve do sada receno, dobijamo formule pomoéu kojih generisemo
sve Pitagorine trojke.

Teorema 2.3. Sve Pitagorine trojke (a, b, c) su dane identitetom

[d(m2 - nz)]2 + (2dmn)? = [d(m2 + n2)]2 ,

gdje su d,m,n € N, m > n, nzd(m,n) = 1, te m i n razli¢ite parnosti.

3 Osobine Pitagorinih trojki

Navest ¢emo sada neke osobine Pitagorinih i primitivnih Pitagorinih trouglova,
¢iji se dokazi mogu pronadi u [4].

Kako su duzine stranica Pitagorinog trougla prirodni brojevi, to su obim i
povrsina, te polupreénik upisane kruznice takoder prirodni brojevi.

Za svaki prirodan broj n > 2 postoji Pitagorin trougao kome jedna stranica
ima duzinu n.

Postoji tacno 50 Pitagorinih trouglova s duzinama stranica manjim od 100,
kojima je duzina druge stranice paran broj.

U svakom Pitagorinom trouglu je bar jedna stranica djeljiva s 3, bar jedna
djeljiva s 4 i1 bar jedna djeljiva s 5. Direktna posljedica toga je da ne postoji
Pitagorin trougao Cije su duZine svih stranica prosti brojevi, jer je bar jedna
djeljiva s 4.

64



Ne postoji Pitagorin trougao ¢ije su bar dvije duzine stranica kvadrati prirod-
nih brojeva.

Neka je n prirodan broj. Tada postoji Pitagorin trougao ¢ija hipotenuza ima
duzinu n ako i samo ako n ima bar jedan prosti faktor oblika 4k + 1.

Za svaki prirodan broj n postoji:

e n Pitagorinih trouglova ¢ije su duzine hipotenuza uzastopni prirodni brojevi,

bar n Pitagorinih trouglova s jednakom duzinom jedne katete,

e bar n primitivnih Pitagorinih trouglova s jednakom duzinom jedne katete,

bar n Pitagorinih trouglova s jednakom duZinom hipotenuze,

bar n Pitagorinih trouglova s jednakim obimorm,

e n Pitagorinih trouglova s razli¢itom duzinom hipotenuze a jednakom povrsinom.
Postoji beskona¢no mnogo primitivnih Pitagorinih trouglova kod kojih je duzina:
e hipotenuze kvadrat prirodnog broja,

e jedne katete kvadrat prirodnog broja,

e jedne katete kvadrat parnog prirodnog broja.

Ne postoji Pitagorin trougao kod kojeg su duzine bar dvije stranice kvadrati
prirodnih brojeva, niti postoji Pitagorin trougao ¢ija je povr§ina potpun kvadrat.

Ne postoji Pitagorin trougao ¢ije su duzine jedne katete i hipotenuze jednake
duzinama kateta drugog Pitagorinog trougla.

4 Primjeri

Zadatak 4.1. Odrediti sve Pitagorine trojke ¢iji su ¢lanovi tri uzastopna prirodna
broja.

Rjesenge: Neka je (n — 1,n,mn + 1), gdje je n > 1 prirodan broj, trazena
Pitagorina trojka. Tada iz uslova

(n—1)24+n*>=(n+1)>3

dobijamo da je n? = 4n, iz ¢ega slijedi da je n = 4. Zakljuéujemo da je (3,4,5)
jedina Pitagorina trojka s traZenim svojstvom.

%

Zadatak 4.2. Odrediti sve Pitagorine trojke ¢iji su ¢lanovi tri uzastopna ¢lana
aritmetickog niza.
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Rjesenge: Neka je (n—k,n,n+k), n,k € N, n > k, trazena Pitagorina trojka.
Tada, kao i u prethodnom zadatku, iz uslova

(n—k)?+n*=(n+k)?

dobijamo da je n? = 4kn, iz Cega slijedi da je n = 4k. Zaklju¢ujemo da su trazene
Pitagorine trojke oblika (3k, 4k, 5k), gdje je k prirodan broj.

o

Prije nego Sto uradimo nekoliko zadataka u kojima ¢emo pokazati kako se

generisu Pitagorini trouglovi, kojima je zadana duzina jedne stranice, navest ¢emo
nekoliko tvrdnji koje nam olakSavaju kompletan postupak.

Propozicija 4.1. Ako je nzd(x,y) = 1, onda su svi neparni prosti faktori od
2?2 + y? oblika 4k + 1.

Propozicija 4.2. Neka su x i y cijeli brojevi. Tada vrijedi

0 (mod 4), akoisamo ako su z iy parni,
22 +9y2=<{ 1 (mod4), akoisamo ako su iy razli¢ite parnosti,
2 (mod 4), akoisamo ako su x i y neparni.

Propozicija 4.3. Neka su x i y cijeli brojevi. Tada vrijedi

0 (mod 4), akoisamo ako su z iy iste parnosti,
2?—y2=<1 (mod 4), ako i samo ako je x neparan i y paran,
3 (mod 4), akoisamo ako je z paran i y neparan.

Zadatak 4.3. Odrediti sve Pitagorine trouglove kojima je duZina jedne stranice
jednaka 45.

Rjesenje: Sve Pitagorine trojke, prema Teoremu 2.3, dane su identitetom
[d(m2 - 712)]2 + (2dmn)? = [d(m2 + n2)]2 ,

gdje su d,m i n prirodni brojevi takvi da su m i n relativno prosti, razlicite
parnosti i vrijedi da je m > n. Kako je duzina jedne stranice 45 neparan broj, to
ne moze biti druga stranica ¢ija je duzina 2dmn. Iz ¢injenice da d|45 slijedi da je
d € {1,3,5,9,15}, dok se slu¢aj d = 45 moze zanemariti. Kada bi bilo d = 45,
imali bismo da je m? — n? = 1 ili m? +n? = 1, §to nema rjeSenja u prirodnim
brojevima. Ispitajmo sve moguénosti za d.

d=1

Imamo da je 45 : 1 = 45, a kako je 45 = 1 (mod 4), to jednacina m? 4+ n? =
45 mozda ima rjeSenja koja zadovoljavaju uslove Teorema 2.3. Medutim, kako
3|45, to prema Propoziciji 4.1 jednacina m? + n? = 45 ne moze imati rjeSenja.
Napomenimo kako smo to mogli zakljuciti i direktnom provjerom svih moguénosti
za m in. Kako mora biti v/45 > m > n > 0, nzd(m, n) = 1, te kako m i n moraju
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biti razli¢ite parnosti, to su moguéi parovi (m,n) sljedeéi: (6,5), (6,1), (5,4),
(5,2), (4,3), (4,1), (3,2) 1 (2,1). Uvrstavanjem u jednacinu vidimo da jednatina
m? + n? = 45 nema rjeSenja medu navedenim parovima.

Pogledajmo sada jednatinu m? — n? = 45. Kako je

45=45-1=15-3=9-5,
to imamo za rijesiti sljedecéa tri sistema.

m+n = 45 m+n = 15 m+n = 9
m-n = 1 m—-n = 3 m—-n = 5

Rjesenja (23,22) prvog sistema i (7,2) treceg sistema zadovoljavaju potrebne
uslove, dok rjeSenje drugog sistema (9,6) ne zadovoljava potrebne uslove, jer je
nzd(9,6) = 3 # 1. Ova dva rjeSenja nam generisu dvije Pitagorine trojke.

(m,n) = (23,22)
dim* —n?) = 1-(23%-22%)=45
2dmn = 2-1-23.22=1012
d(m? +n?) 1-(23%4+22%) =1013 = (45,1012,1013)
(mvn) = (77 2)

dim*> —n? = 1-(7°—-2%) =45
2dmn 2-1-7-2=28
dm*4+n?) = 1-(7°+2*) =53 = (45,28,53)

d=3

Sada je 45 : 3 = 15, a kako je 15 = 3 (mod 4), to prema Propoziciji 4.2
jedna¢ina m? + n? = 15 nema rjeenja.

Pogledajmo jedna¢inu m? — n? = 15. Kako je

15=15-1=5-3,
to imamo za rijesiti dva sistema.

m+n = 15 m+n = 5
m-n = 1 m-—-n = 3

Rjesenje prvog sistema je (8, 7) a drugog (4, 1) i oba zadovoljavaju potrebne uslove,
te generiSu dvije nove Pitagorine trojke.

(m,n) = (8,7)

dim*> —n? = 3-(82-7*) =45
2dmn = 2-3-8-7 =336
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dm*4+n% = 3-(82+7) =339 = (45,336,339)

(m,n) = (4,1)
dim* —n? = 3-(4>-1%) =45
2dmn = 2-3-4-1=24
d(m? 4 n?) 3-(4°+1%) =51 = (45,24,51)
d=5

U ovom i u svim narednim slu¢ajevima ponavljamo postupak kao u prethodna
dva slu¢aja. Kako je 45 :5 =9 = 1 (mod 4), to jednacina m? + n? = 9 mozda
ima rjesenja, ali kako 3|9, to ona ne moze imati rjeSenja.

Pogledamo li jedna¢inu m? —n? =9 = 9- 1 dobijamo sistem

m+n = 9
m—-n = 1
¢ije je rjeSenje (5,4). Sluc¢aj 9 = 3 - 3 ne uzimamo u obzir jer je m +n # m — n.

(m,n) = (5,4)

dim* —n? = 5-(5°—4%) =45
2dmn = 2-5-5-4=200
d(m? 4 n?) 5-(5%24+4%) =205 = (45,200,205)

d=9
45:9=5=1 (mod4) = Jednatina m? + n? = 5 mozda ima rjesenja.
Moguéi par (m,n) je (2,1) i on predstavlja rjesenje jednacine m? + n? = 5.

(m,n) =(2,1)

dim*> —n? = 9.(22-1%)=27
2dmn = 2-9-2-1=236
dm*4+n? = 9-(22+1%) =45 = (27,36,45)
Pogledamo li jedna¢inu m? —n? =5 = 5- 1 dobijamo sistem
m+n = 5
m—-n = 1

¢ije je rjesenje (3,2).

(m,n) = (3,2)
dm?—n?) = 9-(32-2%)=45
2dmn = 2-9-3-2=108
d(m? +n?) 9- (32424 =117 = (45,108,117)
d=15

45:15=3=3 (mod 4) = Jednatina m? + n? = 3 nema rjeenja.
Pogledamo li jedna¢inu m? —n? = 3 = 3 - 1 dobijamo sistem
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m+n = 3

¢ije je rjesenje (2,1).
(mv TL) = (27 1)
d(m?* — n?) 15- (22 -1%) =45
2dmn = 2-15-2-1=60
dm*+n?) = 15-(224+1) =7 = (45,60,75)

Na kraju zaklju¢ujemo da postoji 8 Pitagorinih trouglova kod kojih je duzina
jedne stranice jednaka 45.

(z,y,2) = (45,1012,1013), (45,28,53), (45,336, 339), (45, 24, 51),
(45, 200, 205), (27, 36,45), (45, 108, 117), (45, 60, 75)

¢

Zadatak 4.4. Odrediti sve Pitagorine trouglove kojima je duZina jedne stranice
jednaka 50.

Rjesenje: Kako d|50 to slijedi da je d € {1,2,5,10,25}, dok se slu¢aj d = 50
zanemaruje. Kako je 50 paran broj, to moze predstavljati duzinu svake stranice
Pitagorinog trougla.

d=1

50:1=50=2 (mod 4) = Jednatina m?+n? = 50 nema rjeienja prema
Propoziciji 4.2, jer su m i n razli¢ite parnosti pa suma njihovih kvadrata mora
biti neparan broj.

Pogledamo li jednacinu 2mn = 50, tj. mn = 25, a kako je 25 =25.-1=5"5,
vidimo da ni ona nema rjeSenja koja zadovoljavaju potrebne uslove.

Pogledamo 1i jednacinu m? — n? = 50 vidimo da, prema Propoziciji 4.3, ni
ona ne moze imati rjeSenja u prirodnim brojevima, jer su brojevi m i n razliite
parnosti pa razlika njihovih kvadrata ne moze biti paran broj.
d=2

50:2=25=1 (mod 4) = Jednacina m? + n? = 25 mozda ima rjesenja.
Moguéi parovi (m,n) su: (4,3), (4,1), (3,2)1(2,1). Direktnom provjerom vidimo
da je (4,3) rjegenje jednacine m? + n? = 25.

(m,n) = (4,3)
dm*>—n?) = 2.-(4*-3%) =14
2dmn = 2-2-4-3 =148
d(m? +n?) 2. (4243 =50 = (14,48,50)

Pogledamo li jednacinu 2mn = 25 vidimo da ona nema rjeenja.
Pogledamo li jednatinu m? —n? =25 =25-1=>5 -5 dobijamo sistem
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m+n = 25
m—-n = 1
¢ije je rjeSenje (13,12). Slucaj 5 - 5 ne razmatramo, jer je m +n # m — n.

(m,n) = (13,12)

dm* —n? = 2-(13% - 12%) =50

2dmn = 2-2-13-12 =624

d(m? +n?) 2-(132+12%) =626 = (50,624,626)
d=5

50:5=10=2 (mod 4) = Jednatina m? + n? = 10 nema rjedenja.

Jednacina 2mn = 10, tj. mn = 5, nema rjesenja, jer su m i n razli¢ite parnosti,
a iz istog razloga ni jednac¢ina m? — n? = 10 nema rjefenja.
d=10

50: 10 =5=1 (mod 4) = Jedna¢ina m? +n? = 5 mozda ima rjedenje.
Jedini mogucéi par je (2,1) i on jeste njeno rjesenje.
(m,n) = (2,1)

d(m?* — n?) 10- (22 -1%) =30
2dmn 2-10-2-1=40
dm* +n?) = 10-(22+1%) =50 = (30,40,50)

Jednagina 2mn = 5 nema rjefenja, a iz jednac¢ine m? —n? = 5 = 5-1 dobijamo
sistem

m+n = 5
m-n = 1
¢ije je rjesenje (3,2).
(m,n) = (3,2)
dm? —n?) = 10-(3*-2%) =50
2dmn = 2-10-3-2=120
dm?*+n?) = 10-(32+2%) =130 = (50,120, 130)
d =25

50:25=2=2 (mod4) = Jednatine m?>+n? =2, 2mn =2im?-n? =2
nemaju rjesenja.
Na kraju zaklju¢ujemo da postoje 4 Pitagorina trougla kod kojih je duzina

jedne stranice jednaka 50.

(z,y,2) = (14,48,50), (50,624, 626), (30,40, 50), (50, 120, 130)
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Napomena 4.1. Kako prema Propoziciji 4.2 i Propoziciji 4.3, zbog razli¢ite
parnosti od m i n, suma m? +n? i razlika m? —n? moraju biti neparni brojevi, to
smo mogli izbjeéi provjeru rjesivosti jednacina m? +n? = 50/d i m? —n? = 50/d

zad=1,5,25.

Zadatak 4.5. Odrediti sve primitivne Pitagorine trouglove kojima je duzina jedne
stranice jednaka 85.

Rjesenje: Sve primitivne Pitagorine trojke, prema Teoremu 2.1, dane su iden-

titetom

2 2

(m? —n?)% 4+ (2mn)* = (m? + n?)?,

gdje su d,m i n prirodni brojevi takvi da su m i n relativnho prosti, razlicite
parnosti i vrijedi da je m > n. Kako je duzina jedne stranice 85 neparan broj, to
ne moze biti druga stranica ¢ija je duzina 2mn. Iz ¢injenice da je 85 =1 (mod 4),
slijedi da jednacina m? + n? = 85 mozda ima rjeSenja koja zadovoljavaju uslove
Teorema 2.1. Provjerimo li sve moguc¢nosti za m i n dobijamo da su njena rjesenja

(9,2)1(7,6).

(m>n):(972)
m2_n2 _ 92_22:77
2mn = 2-9-2=236
m?+n? = 92422=85 = (77,36,85)
(m7n):(776)
m2-n2 = 72_62-13
2mn = 2-7-6=84
m?4+n? = 74+62=85 = (13,84,85)

Pogledajmo sada jednatinu m? — n? = 85. Kako je
85 =85-1=17-5,
to trebamo rijesiti dva sistema.

m+n = 85 m+n = 17
m—-—n = 1 m—-n = 5

Rjesenja (43,42) prvog sistema i (11,6) drugog sistema zadovoljavaju potrebne
uslove.

(m,n) = (43,42)

m? —n? = 432 - 422 =285
2dmn = 2-43-42 = 3612
m?+n? = 432 4+422=3613 = (85,3612,3613)
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(m,n) = (11,6)

m?—n? = 112-6%=85
2dmn = 2-11-6 =132
m?4+n? = 112462=157 = (85,132,157)

Na kraju zaklju¢ujemo da postoje 4 primitivna Pitagorina trougla kod kojih
je duzina jedne stranice jednaka 85.

(z,y,2) = (36,77,85),(13,84,85),(85,3612,3613), (85,132, 157)

&

Zadatak 4.6. Odrediti sve primitivne Pitagorine trouglove kojima je duzina jedne
stranice jednaka 100.

Rjesenje: Kako je 100 paran broj, to onda predstavlja duzinu druge stranice,
pa imamo za rijesiti jednacinu 2mn = 100, tj. mn = 50. Kako je

50 =50-1=25-2=10-5,

tosu (50,1) 1 (25,2) njena rjesenja koja zadovoljavaju potrebne uslove, dok (10, 5)
nije zadovoljavajuce rjeSenje, jer je nzd(10,5) =5 # 1.

(m,n) = (50,1)

m? —n? = 50%—1% = 2499
2mn = 2-50-1=100
m?+n? = 50°+1%2=2501 = (2499,100,2501)

(m,n) = (25,2)

m? —n? = 25— 2% =621
2mn = 2-25-2 =100
m?+n? = 252 4+22=629 = (621,100,629)
Na kraju zaklju¢ujemo da postoje 2 primitivna Pitagorina trougla kod kojih

je duzina jedne stranice jednaka 100.

(z,y,2) = (2499,100,2501), (621,100, 629)
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Pregledni rad

Apstrakt

Probleme izvodjenja posljedica iz fuzzy viSeznatnih zavisnosti u fuzzy
relacionoj bazi podataka svodimo na odgovarajuce probleme sa fuzzy formu-
lama koje se rjesavaju kori§tenjem principa rezolucije. Definisaé¢emo istini-
tosnu vrijednost atributa za datu Semu fuzzy relacione baze podataka, a za-
tim éemo fuzzy zavisnostima pridruziti odgovarajuée fuzzy formule. Dokazu-
jemo da ako vrijedi fuzzy viSeznaCna zavisnost, onda je njoj pridruZzena fuzzy
formula zadovoljiva i obrnuto. Takodje pokazujemo, ako iz skupa fuzzy za-
visnosti slijede druge zavisnosti, onda iz skupa fuzzy formula koje im odgo-
varaju slijedi i zadovoljivost fuzzy formula koje odgvaraju tim drugim zav-
isnostima.

1 Uvod

U uvodnoj sekciji kratko, na intuitivnom nivou, opisujemo oblast naseg istrazivanja
i na8e ciljeve, a zatim uvodimo pojmove, terminologiju i oznake fuzzy logike koje
¢emo koristiti.

1.0 Kratak prikaz rada

Teoriju fuzzy skupova i fuzzy logiku uveo je L. Zadeh [17]. U fuzzy relacionim
bazama podataka [2,4,8,16] ove teorije daju matematic¢ki aparat za reprezento-
vanje i manipulisanje sa neodredjenim i nejasnim informacijama. Termini "neo-
dredjena" i "nejasna" informacija ne znafe da su podaci pogresni, ve¢ da nji-
hove precizne vrijednosti nisu poznate. Postoji vise formalizama za predstavljanje
nepreciznih informacija koji uklju¢uju fuzzy membership vrijednost [3], relaciju
sli¢nosti [2,14] i mogucu distribuciju [13].

Fuzzy viseznac¢ne zavisnosti, kao i fuzzy zavisnosti podataka uopste, daju for-
malan mehanizam za izrazavanje osobina koje se o¢ekuju od memorisanih po-
dataka. Ako je poznato da fuzzy baza podataka zadovoljava skup fuzzy viSeznacnih
zavisnosti, onda se ta informacija moze iskoristiti za poboljsanje Seme dizajna, za
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zastitu podataka sprecavanjem pogresnih abdejtovanja ili za poboljsanje perfor-
mansi.

Problem izvodjenja logickih posljedica iz datog skupa fuzzy viSeznacnih za-
visnosti u okviru date aksiomatizacije u fuzzy relacionim bazama podataka je
odluciv, ali je problem tacne karakterizacije sloZenosti tog izvodjenja jos uvijek
otvoren. Ne postoji algoritam koji bi, u opstem slucaju, polazeé¢i od aksioma,
na svakom koraku odabrao odgovarajuce Cinjenice i dosao do rjeSenja, a takodje
ne postoji neka globalna strategija koja bi davala valjane rezultate, nezavisne
od polaznog skupa fuzzy vigezna¢nih zavisnosti u fuzzy relacionom modelu baze
podataka.

U ovom radu nam je primarni cilj uspostavljanje veze izmedju teorije fuzzy
viSeznatne zavisnosti i jednog fragmenta fuzzy logike. Pokazac¢emo da ako relacija
r zadovoljava fuzzy viSeznaCnu zavisnost, onda je i istinitosna vrijednost pripadne
fuzzy formule veé¢a od 0.5 i obrnuto. Na osnovu toga rezultata uspostavljamo
ekvivalentnost jednog dijela fuzzy logike i fuzzy viSeznacne zavisnosti

Nakon $to je uspostavljena ova ekvivalentnost, moguée je primijeniti pravila
izvodjenja u fuzzy logici na racun fuzzy viseznacnih zavisnosti, koriste¢i princip
rezolucije. Koristenje logickog programiranja za adaptaciju algoritama klasi¢nih
baza podataka, koji utvrdjuju da li vazi ili ne neka viSeznac¢na zavisnost u bazama
podataka, takodje je jedna od moguéih primjena nasih rezultata.

U literaturi je poznato vise razli¢itih definicija fuzzy viSezna¢nih zavisnosti, a
takodje i viSe razli¢itih definicija fuzzy implikacije. Odnos naSih rezultata prema
teorijama koje prihvataju pomenute definicije je predmet nasih daljih istrazivanja.

1.1 Fuzzy logika

Fuzzy logika [1,6,7,11] je zasnovana na konceptu fuzzy skupova i simbolitke logike.
Logicki operatori konjukcije, disjunkcije i negacije definisu se na sljedeé¢i nacin:

(a) x1 A za = min(z1,x2)
(b) z1V x2 = max(z1,x2)
(c) v=1—-x

gdjesux, x;, (i € {1,2}), promjenljive sa vrijednostima iz intervala realnih brojeva
[0, 1].

Fuzzy formule su funkcije sa [0, 1]” u interval realnih brojeva [0, 1]. DefiniSemo
ih induktivno, pomocu sljede¢ih pravila:

(a) 011 su fuzzy formule

(b) Fuzzy promjenljiva z;, i € N je fuzzy formula
)
)

(c) Ako je f fuzzy formula, tada je i =f fuzzy formula

(d) Ako su f i g fuzzy formule, tada sui f Agi fV g fuzzy formule
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(e) Nema drugih fuzzy formula.

Istinitosna vrijednost formule u fuzzy logici moze biti bilo koji realan broj iz
intervala [0, 1]. Neka je T'(S) istinitosna vrijednost formule S. Tada, prema [9],
vazi:

(i) T(S) =T(A), ako je S = A1 A je atomi¢na formula
(i) T(S) =1 —T(R), ako je R fuzzy formula i S = =R
(iii) T'(S) = min{T(S1),T(S2)}, ako su Si, S fuzzy formule i S = S1 A Sy
(iv) T(S) = max{T(S1),T(S2)}, ako su Sy, Sy fuzzy formule i S = S; V Sy
(v) T(S) = inf{T(B) : = € D}, gdje je S = (Vx)B(z), a D je domen prom-

jenljive x

(vi) T(S) = sup{T(B) : x € D}, gdje je S = (3z)B(x), a D je domen prom-

jenljive z
Ako je domen D = {a1,...,an} konatan, tada (v) i (vi) postaju
(v)) T(S) = T(B(a1)) A ... AT(B(ay)), ako je S = (Vz)(B(x))
(V') T(S) = T(B(a1)) V ...V T(B(an)), ako je S = (3z)(B(x))

1.2 Zadovoljivost formula fuzzy logike

Definicija 1.1. (vidjeti [9]) Fuzzy formula f € F, gdje je F skup fuzzy formula,
je zadovoljiva u interpretaciji Z ako je T'(f) > 0.5 u Z.

Fuzzy formula f € F je protivrjetna u interpretaciji Z ako je T'(f) < 0.5 u Z.
Fuzzy formula f je nezadovoljiva ako je protivrje¢na u svim interpretacijama. [

Standardne normalne forme formula fuzzy logike i logicke posljedice formula
definiSemo na uobicajeni nacin.

Definicija 1.2. Fuzzy formula f je u konjunktivnoj (disjunktivnoj) normalnoj
formi ako je

f=CiNn...NCp, (p €eN), gdje su C; disjunkti.
(f=C1V...VCp, (peN), gdje su C; konjunkti. ) O

Definicija 1.3. Fuzzy formula g € F, gdje je F skup fuzzy formula, je logicka
posljedica fuzzy formule f € F, ako je formula f A =g nezadovoljiva, tj. ako je
T(fAN—g) <05 O
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1.3 Rezolventa u fuzzy logici

U definiciji rezolvente slijedimo [9]. U primjenama ¢emo definiciju prilagoditi
aktuelnim potrebama.

Definicija 1.4. Neka su Dy : Ly VD] i Dy : Ly V D), dva disjunkta, a L; i Ly dva
suprotna literala, to jest, Ly = —L; i neka D/1 i DIQ ne sadrze nijedan suprotan
par literala. Tada se disjunkt D] V Dy naziva rezolventa disjunkta Dj i Do, sa
kljuénom rije¢i Ly. [

2 Fuzzy viSeznaéne zavisnosti i pravila izvodjenja

Pored funkcionalnih zavisnosti podataka postoji vise mogucih vrsta zavisnosti, od
kojih se viSeznacne zavisnosti najéesée pojavljuju u realnim situacijama.

2.1 Relacija sli¢nosti i stepen bliskosti n-torki

U radu koristimo fuzzy relacioni model baza podataka, zasnovan na relaciji sli¢nosti.
Ovaj model nije progirenje klasi¢nog modela realcionih baza podataka, veé¢ nje-
govo uopstenje, jer dozvoljava skup vrijednosti za neki atribut, umjesto atomi¢nih
vrijednosti, a takodje i koncept jednakosti zamjenjuje konceptom bliskosti. Oba
aspekta se zasnivaju na relaciji sli¢nosti.

2.1.1 Osnovne definicije

Definicija 2.1. Relacija sli¢nosti na domenu D je preslikavanje s : Dx D — [0, 1],
tako da za sve elemente domena x,y, 2z € D vrijedi

s(z,z) =1 (refleksivnost)
s(z,y) = s(y, x) (simetri¢nost)

s(x,z) > I??e%((min(s(w,y), s(y, 2))) (max-min tranzitivnost)

Relacija sli¢nosti je vazan koncept u fuzzy relacionom modelu, jer proSiruje
koncept jednakosti u klasi¢nom modelu i omoguéava odabir nepreciznih informa-
cija. U klasicnom modelu, dvije n-torke su identi¢ne ako i samo ako su im odgo-
varajuce vrijednosti atributa na datom domenu identi¢ne. Relacija identi¢nosti je
specijalan slucaj relacije sli¢nosti. U fuzzy modelu sli¢nost odgovarajuéih vrijed-
nosti atributa definie se kao stepen bliskosti dvije n-torke na atributu [14].

Definicija 2.2. Stepen bliskosti za bilo koje dvije n-torke t; i ¢; koje se po-
javljuju u relaciji 7, u odnosu na atribut Ay, definisan na domenu Dy, obiljezava
se p(Ag[ti, t;]) 1 dat je sa

(aulint) = min {min S (.0} | mip { o (st 90}

x€ed; yEdj . y€d1
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gdje je d; vrijednost atributa Ay za n-torku t;, d; je vrijednost atributa Ay za
n-torku t;, s(z,y) je relacija sli¢nosti za vrijednosti z, y, a s je preslikavanje koje
svakom paru elemenata iz domena Dy pridruzuje elemenat iz intervala realnih
brojeva [0,1]. O

Dvije n-torke 1 i to, relacione instance r, su bliske u odnosu na atribut A, sa
stepenom bliskosti 6, ako je p(Ag[t, t;]) > 6.

Definicija 2.2 bliskosti u odnosu na jedan atribut, na uobitajeni nadin se
prosiruje tako da dobijemo bliskost u odnosu na skup atributa.

Definicija 2.3. Stepen bliskosti u odnosu na skup atributa X, za bilo koje dvije
n-torke 1, to date u relaciji r, oznacava se sa p(X|[t;, t;]) i dat je sa

P(Xtnty]) = min {e(Altt])} O

2.1.2 Osobine stepena bliskosti

Sada ¢emo formulisati neke osobine stepena bliskosti, koje se lako dokazuju, a
bic¢e koristene u daljem izlaganju.

Propozicija 2.1. Ako je X DY, tada je

e(Y[ti ;]) = o(X[ti, t5]),
za bilo koje dvije n-torke ¢;, t; u relaciji r. [

Propozicija 2.2. Ako je X = {A1,..., A} 1 o(Ailti, t5]) > 0,1 < k <n, tada
je p(X[ti, t;]) > 6, za svake dvije n-torke ¢;, t; u relaciji r. [

Propozicija 2.3. Ako je o(X[t;, t;]) > 01 (X][t;,tx]) > 0, tada je p(X[t;, tx]) >
0, za svako t;, tj, tp € r. O

2.2 Fuzzy viSeznacne zavisnosti

Pretpostavimo da je u klasiénoj relacionoj bazi podataka data relaciona Sema
R(X,Y, Z) sa m+n-+p atributa, gdje su podskupovi atributa X = {X1,..., X},
Y = {N,....Ya}, Z7 = {Zi,...,Z,} medjusobno disjunktni. Intuitivno, "X
visezna¢no odredjuje Y" ili "postoji viseznatna zavisnost Y od X", §to oznacavamo
X —— Y, ako za date vrijednosti atributa u X postoji nula ili viSe pridruzenih
vrijednosti za atribute od Y, pri ¢emu skup ovih Y-vrijednosti ni na koji nacin
nije povezan sa vrijednostima atributa u Z.

Formalno, ako su relacija r u R i (m+n+p)-torke t1,t2 u r, sa t1(X) = ta(X),
tada r sadrzi (m + n + p)-torke t3, t4, takve da je

L t3(X) = t4(X) = t1(X) = t2(X)

2. t3(Y) = t1(Y) i 13(2) = t2(2)
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3. ta(Y) = ta(Y) i ta(2Z) = t1(2).

Tada kazemo da X —— Y vazi u R.

Primjeé¢ujemo da uslovi definicije nisu nezavisni, jer se posljednji uslov moze
dobiti iz prethodnog mijenjajuéi uloge t; i t2. Tako dobivamo da ako su dvije
(m+n+p)-torke t1, t2 u relaciji r jednake na skupu atributa X, tada postoji
(m+n-+p)-torka t3 relacije r tako da je t3(X) = t1(X), t3(Y) = t1(Y) i t3(2) =
to(Z).

Ova definicija viSeznalne zavisnosti nije primjenljiva u fuzzy modelu, jer ne
postoji jasan nacin odredjivanja kada su dvije neprecizne informacije jednake.
Zbog toga nju treba proSiriti na neprecizne informacije. Ta proSirena verzija
viSeznatne zavisnosti naziva se fuzzy viseznacna zavisnost. Vise detalja moze se
nadi u [10,12,14,16].

Definicija 2.4. Neka je r fuzzy relacija na relacionoj Semi R(Aq, ..., 4,), neka
je U univerzalni skup atributa Ai, ..., A, i neka su X i Y podskupovi od U.

Kazemo da fuzzy relacija r zadovoljava fuzzy viSeznaénu zavisnost X AN rFrY
ako za svaki par nm-torki t1,%2 iz r postoji n-torka t3 u r takva da su stepeni
bliskosti

P(X[ts, t1]) > min(0, p(X[t1, t2])),

e(Yts, t1]) = min(0, p(X[t1, t2])),
@(Z[ts, t2]) > min(0, p(X[t1,t2])),

gdje je 0 realan broj iz intervala [0, 1], koji oznacava lingvisticku jac¢inu zavisnosti.
O

Sada, prema radu |14], dajemo ispravan (sound) i kompletan (complete) sistem
Sema aksiome za fuzzy viSeznacne zavisnosti. Takav sistem nam omogucava da
pravimo logicka izvodjenja za viSeznacne zavisnosti nad skupom atributa U.

VZ1. Ako vrijedi X —>9—1>F Y i 61 > 69, tada vrijedi i X —>93>F Y (pravilo inkluz-
ije)

VZ2. {X %5 Y E{X S5 U - XY} (pravilo komplementiranja)

VZ3. Ako viijedi X -5 YV i W D Z, tada vrijedi WX —%p YZ (3ema
aksioma pribrajanja)

mzn{€1,92}

VZ4. {X—> FYY—>—>FZ}):{X
tivnosti)

Z — Y} (8ema aksioma tranzi-

VZ5. {X e YIEX SN % (pravilo replikacije)

VZ6. Ako vrijedi X —>9i>F Y, Z CY izaneko W koje je disjunktno sa Y, vrijedi

01,0
w —>F 7, tada vrijedi i X mm{ P 2} Z (pravilo spajanja)
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3 Ekvivalentnost fuzzy viSeznacnih zavisnosti i jednog
fragmenta fuzzy logike

U ovoj sekciji predstaviéemo rezultate o vezi koju smo uspostavili izmedju fuzzy
viSezna¢ne zavisnosti u fuzzy relacionim bazama podataka i jednog fragmenta
fuzzy logike. Dobivena veza automatizuje i olaksSava rad sa fuzzy viSeznatnim
zavisnostima, jer omogucuje izvodjenje zakljutaka korigtenjem fuzzy logike i prin-
cipa rezolucije,

3.1 Korespondencija izmedju fuzzy viSezna¢nih zavisnosti i fuzzy
formula

Neka je R(X,Y, Z) relacijska Sema takvadaje X = {A1,..., A}, Y ={B1,..., B},

Z ={Cy,...,Cp}. Fuzzy viseznatnoj zavisnosti X —>9—>F Y pridruzujemo fuzzy
formulu

F:(AiN. .. NAR) = (BiN...ABp)V(Ci A...ANCp)).

Za dokaz ekvivalentnosti fuzzy viseznacne zavisnosti i jednog dijela fuzzy logike
¢emo

(i) definisati isinitosnu vrijednost atributa fuzzy relacije
(ii) pridruziti fuzzy viSezna¢nim zavisnostima fuzzy formule

(iii) dokazati ekvivalentnost fuzzy viSezna¢ne zavisnosti i njoj pridruzene fuzzy
formule

(iv) dokazati ekvivalentnost skupa fuzzy funkcionalnih i fuzzy viSeznalnih zav-
isnosti i skupa njima pridruzenih fuzzy formula

Za definciju istinitosne vrijednosti atributa relacije r koristimo pojam ste-
pena bliskosti ili saglasnosti (conformance) dva atributa definisanu u definiciji
2.2, prema [14]. Cilj nam je da uvedena istinitost bude bliska standardnoj istini-
tosti [9].

Definicija 3.1. Neka je R = {A1,..., A} relacijska Sema i neka je r(R) =
{t1,t2} dvoelementna relacija. Relaciji  pridruZena valuacija je preslikavanje
ir : R — [0, 1] za koje vrijedi

i () > 0.5 akko (At ta]) >0
Tk < 0.5 akko @(Ag[t1,ta]) <0,

O]

Funkcija bliskosti atributa ¢(Ag[t1,t2]) je data prema definiciji 2.2.
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3.2 Uloga dvoelementnih relacija i #-aktivnost

Za uspostavljanje veze izmedju izvedivosti za fuzzy funkcionalne zavisnosti i izve-
divosti fuzzy formula, presudnu ulogu su imale dvoelementne relacije (vidjeti [5]).
Vigeznac¢na fuzzy zavisnost podrazumijeva, u opsStem slu¢aju, postojanje najmanje
tri n-torke u relaciji. Da bi se ideja svodjenja semanti¢ke implikacije na dvoele-
mentnu relaciju mogla primijeniti na visezna¢nu fuzzy zavisnost, uvodimo pojam
f-aktivnost.

Definicija 3.2. Neka je X SN r Y fuzzy viseznacna zavisnost nad relacijskom

Semom R. KaZemo da relacija r zadovoljava #-aktivno zavisnost X —>9—>F Y akor
zadovoljava tu zavisnost i ako su sve n-torke iz relacije r saglasne (conformance) sa
stepenom ne manjim od ¢, na svim atributima iz skupa X, to jest, ¢(X|t;, t;]) > 6,
gdje je 0 realan broj iz [0,1] i opisuje lingvisticku zavisnost, a 4,j su indeksi
n-torki relacije r. [

Za dalja razmatranja zgodnija je formulacija data sljede¢om teoremom.

Teorema 3.1. Neka je R(X,Y, Z) relacijska Sema, a X —>9—>F Y fuzzy viseznacna
zavisnost nad R i neka je r = {t1,t2} dvoelementa relacija. Tada relacija r

. . . o . 0 .
f-aktivno zadovoljava fuzzy viSeznatnu zavisnost X ——p Y ako i samo ako
vrijedi

1. gO(X[tl,tQ]) Z 01 @(Y[tl,tz]) Z (9, ili
2. p(X[t1,t2]) > 01 p(Z][t1,t2]) > 0.

Dokaz. Pretpostavomo da relacija r = {t1,t2} zadovoljava #-aktivno fuzzy

vigeznacnu zavisnost X ——p Y. Tada, prema definiciji 3.2, vrijedi ¢(X[t1,t2]) >
f. Odatle i iz definicije fuzzy viSeznaéne zavisnosti slijedi postojanje n-torke
ts € {t1,t2} za koju vrijedi

(X [ts, t1]) = min{0, o(X[t1,2]) },
@(Y[ts, t1]) > min{0, o(X[t1,t2])},
SO(Z[tfia tQ]) Z mzn{97 @(X[tla tQ])}
Posto je t3 € {t1,t2}, ako t3 zamijenimo sa t;, onda imamo
o(X[ts, t1]) = p(X[t1,t1]) = 1 > min{, p(X[t1, 2]},

p(Yts, t1]) = o(Ytr, 01]) = 1 = min{8, (X [t1, o]}

Po pretpostavci teoreme, relacija r zadovoljava fuzzy visezna¢nu zavisnost #-aktivno,
pa zakljuéujemo da vrijedi

o(Zts, ta]) = p(Z[t1,t2]) = min{0, p(X[t1,t2]} > 0.
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Iz o(Z[t1,t2]) > 0 slijedi da je ispunjen uslov 2 teoreme 3.1.

Sli¢no, ako t3 zamijenimo sa to dobivamo da ¢e biti ispunjen uslov 1 teoreme
3.1.
Dokaz obrnute tvrdnje. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi 1 ili 2 teoreme
3.1. Ako je ispunjen uslov 1, onda neposredno slijedi da vrijedi fuzzy viSeznatna

zavisnost X —>9—>F Y, jer uzimajuéi t3 = t3 imamo
p(X[ta, t1]) 2 0 > min{0, p(X[t1, t2])},
@(Yta, t1]) = 0 > min{6, o(X[t1, t2])},
@(Z[t% tz]) =1> mm{&, (P(X[tla tQ])}'

Ako uzmemo t3 = t1 i pretpostavmo da vrijedi uslov 2, onda imamo
P(X[t1,t1]) = 1 = min{f, o(X[t1, t2])},
e(Yt1,t1]) =1 = min{0, o(X[t1, t2]) }.

Po pretpostavci je o(Z[t1,t2]) > 0, pa slijedi
@(Z[t1,t2]) = min{0, p(X[t1,t2])}.

Posto se sve n-torke iz r podudaraju na svim atributima u r, slijedi da relacija 7
zadovoljava #-aktivno f.v.z. X —>9—>F Y. O

3.3 Veze fuzzy viSeznacnih zavisnosti i formula fuzzy logike

Shodno planu koji smo postavili na potetku podsekcije 3.1 sada formuliSemo
teoremu koja povezuje fuzzy viSeznacne zavisnosti i odgovarajuce formule fuzzy
logike.

Teorema 3.2. Neka je R(X, Y, Z) relacijska Sema, gdje je X = {41, ..., An},
Y ={B1, ..., By}iZ ={C1, ..., Cp}. Neka jer = {t1,t2} dvoelementna relacija

. 0 . o . .. . .
na Ri X ——r Y fuzzy viSeznatna zavisnost. Relacija r zadovoljava tu zavisnost
ako i samo ako je fuzzy formula

F=((AINA N .. NAp) = (BIAB2A...ABp) V(Ci ANCa A ... ANCy)))
zadovoljiva u interpretaciji ,.
Dokaz. Teoremu dokazujemo za implikaciju Kleene-Dienes-a:
(r = y) =max(l —z,y),

gdje su x, y realni brojevi iz intervala [0, 1].
Pretpostavimo da je formula F' ta¢na u datoj interpretaciji ¢,. To znaci da je
ir(F') > 0.5, odnosno,

ir((ALNAs A NAy) = (BIANBa A ... ABy)V(Ci ANCaN...ANCp))) > 0.5
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Tada je i, (F) = maz((1 — i, (A1), 1 —ir(A2),... 1 —ip(An)),
min((ip(B1), ir(B2), ..., ir(By)), min((ir(C1),ir(C2), ..., i (Cp))) > 0.5.
Moguéi su sljedeéi slucajevi:

1. Akojel—i,(A;) > 0.5,zanekoi € {1,...,m}, tadaslijedi da je i,(4;) < 0.5,

.. . . . o . 0
pa relacija r trivijalno zadovoljava fuzzy viSeznaénu zavisnost X ——p Y,

jer je p(X[t1,t2]) = /{neu)l( w(A;t1,t2]) < 6.
2. Ako je 1 —i,(A4;) < 0.5, za svako i € {1,...,m}, tada mora biti
ir(Bj) > 0.5, za svako j € {1,...,n},

ili
ir(Cx) > 0.5, za svako k € {1,...,p}.

Ako je i,(A4;) > 0.5 1 i,(Bj) > 0.5, tada, po definiciji 3.1 ¢(X[t1,t2]) >
0, o(Y[t1,t2]) > 0. Po teoremi 3.1, relacija r zadovoljava trazenu fuzzy

viSeznacénu zavisnost.

Dokaz je sli¢an i za slucaj i,(A;) > 0.51 4, (Ck) > 0.5.

Dokaz obrnute tvrdnje. Pretpostavimo da relacija r zadovoljava fuzzy vieznatnu

. 0 . o . . .. .
zavisnost X ——p Y i dokazimo da je odgovarajuca formula F' zadovoljiva u in-

terpretaciji ¢,.

Ako je o(X[t1,t2]) > 0, tada relacija r zadovoljava 8-aktivno fuzzy viseznaénu

zavisnost X —>9—> rY.
Ako je ispunjen uslov 1. iz teoreme 3.1, tada vazi i

e(Y[t1,t2]) > 6.

Posto je
p(Yt1,t2]) = g}ief;{Bj([tlatﬂ)} >0,
slijedi da je
Bj([t1,t2]) > 0, za svako j € {1,2,...,n}.
Odatle je

ir(F) = max(1—ip (A1), ..., 1=, (Ap), min(i,(B1), . .., ir(Bpn)), min(i.(Cy), . ..

0.5.
Ako je ispunjen uslov 2. teoreme 3.1, tada je

= 1 >
p(Z]t1,12]) gille%{ck([thtﬂ)} >0,
pa dobivamo da je
ir(C1 A ...\ Cp) =min(i,(Ch),...,4(Cp)) > 0.5,

a odatle i i,(F) > 0.5. O
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U dokazivanju teorema o osobinama fuzzy funkcionalnih zavisnosti (vidjeti
[5]) koristena je Cinjenica da svaka restrikcija relacije koja zadovoljava fuzzy
funkcionalnu zavisnost, takodje zadovoljava istu funkcionalnu zavisnost. Posto
fuzzy viSeznacCne zavisnosti nemaju ovu osobinu, datu dvoelementnu relaciju, koja
#-aktivno zadovoljava fuzzy vieznacnu zavisnost, pod odredjenim uslovima, treba
zamijeniti nekom drugom, odgovaraju¢om dvoelementnom relacijom. Takvu za-
mjenu dajemo u sljedecoj teoremi.

Teorema 3.3. Neka su r = {t1,t2} i s = {u1,u2} dvoelementne relacije nad
relacijskom Ssemom R. Pretpostavimo da za svaki atribut A iz R, za koji vrijedi
w(Alt1,t2]) > 0, slijedi da vrijedi @(Afui,us]) > 0. Tada, ako relacija r 6-aktivno

. o . . 0 . .. .
zadovoljava fuzzy viSeznatnu zavisnost X ——p Y, onda i relacija s #-aktivno
zadovoljava istu viSeznacnu zavisnost.

Dokaz.Pretpostavimo da relacija r #-aktivno zadovoljava fuzzy viSeznacénu za-

visnost X —>6—>F Y. Tada relacija r zadovoljava uslov 1. ili uslov 2. teoreme
3.1.

Ako je zadovoljen uslov 1. tada prema definiciji 3.2 i teoremi 3.1 slijedi da za
svaki atribut A iz R i svaku dvoelementnu relaciju s = {uy, us} vazi

P(X[u, ugl) = min {p(Ajlur, ugl)} 2 0

(Y [ur, us]) = g}é%{w(Aj[ul,u2])} > 0.

Prema teoremi 3.1 slijedi da relacija s = {uy,us} f-aktivno zadovoljava fuzzy

.y . . 0
viSeznacnu zavisnost X —>—p Y.
Ako je zadovoljen uslov 2. teoreme 3.1, dokaz se izvodi na slican na¢in. [

Teorema 3.4. Neka je r relacija na relacijskoj Semi R i neka je F skup fuzzy
funkcionalnih i fuzzy visezna¢nih zavisnosti nad R. Neka je f jedna fuzzy viSeznatna
ili fuzzy funkcionalna zavisnost iz JF. Ako relacija r zadovoljava sve fuzzy zavis-
nosti (funkcionalne ili viseznac¢ne) iz F, a ne zadovoljava fuzzy zavisnost f, tada
postoji dvoelementna podrelacija s, relacije r, koja zadovoljava sve fuzzy zavis-
nosti iz F, a ne zadovoljava fuzzy zavisnost f.

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja
(i) f je fuzzy funkcionalna zavisnost iz F

(ii) f je fuzzy viSeznacna zavisnost iz F

(i) f je fuzzy funkcionalna zavisnost iz F

Neka je f funkcionalna zavisnost oblika X LN r Y ineka je atribut B € Y.
Prema pravilu izvodjenja za fuzzy funkcionalne zavisnosti slijedi da ako relacija

r zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X LN F Y 1 B CY, tada vrijedi i
X ﬁ)p B u relaciji r.
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Obrnuto, ako relacija r ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X A rY,
tada je za neke n-torke t; i t9 iz r ispunjeno

p(Yt1, ta]) < min(8, (X[t t2])).

Tada je i
o(Blt1,ta]) < min(0, o(X[t1,t2])), za B CY,
jer je po definiciji
p(Yt1,t2]) = mmin {o(By[tr, 12])}-

o .. . . . 0
Ovo znali da relacija r ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X —p B.
Prema tome, u daljnjem izlaganju se mozemo ograniciti na fuzzy funkcionalne

zavisnosti f oblika X LA r B.
Ali, uz ovo ogranicenje, postoji bar jedna dvoelementna relacija 7*(R) koja ne

zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X LN r B, §to znadi da je
(P(B[tl? tQ]) < mm(@, @(X[tla t2]))’ BCY.

Neka je s ona medju tim relacijama koja zadovoljava maksimalan broj fuzzy
viSeznatnih zavisnosti iz skupa JF, a ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavis-

nost X r B. Posto po pretpostavci teoreme relacija r zadovoljava sve fuzzy
funkcionalne zavisnosti iz F, tada i relacija s zadovoljava sve fuzzy funkcionalne
zavisnosti iz F.

Pokazimo da je relacija s jedina relacija koja #-aktivno zadovoljava maksi-
malan broj fuzzy viSeznatnih zavisnosti iz skupa F.

Neka je V ﬁ)p W bilo koja fuzzy viseznafna zavisnost iz skupa F i neka je
Z=R—(WV).

Stavimo da je relacija s = {u1, ua}.

Neka je skup {a,a;} domen atributa V, W, Z u R i neka je sli¢nost s(a, a;) =
0, gdje je 0 realan broj iz [0, 1]. Neka vrijedi i uslov da ako je s(a,a;) = 6 vece ili
jednako od jacine 6y bilo koje zavisnosti u F, tada je a; = a, a ako je s(a,a;) = 0
manje od jacine 0 bilo koje zavisnosti u F, tada je a; = b i ' <[0,6).

Relacija s ima dva reda, za svaki red niz a-ova i niz b-ova duzine m. Redu odgo-
vara niz (ai,...,amn), gdje je a; € {a,b}. Svakom atributu V, W, Z je pridruzena
vrijednost a;, (i =1,...,m).

Ovdje razlikujemo dva slucaja:

1. o(Vur,uz]) < 61. U ovom slucaju relacija s{ui,u2} zadovoljava fuzzy

.y 9 . 01 . . ..
viSeznacnu zavisnost V' ——p W, pa je to trazena dvoelementna relacija.
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2. Neka je @(V]ui,uz]) > 6;. Pretpostavimo da s ne zadovoljava 6-aktivno

e . . 0 .
fuzzy viseznacnu zavisnost V —*5pr W. Neka, je

ur = (a(V),...;a(V),a(W),...,a(W),a(2),...,a(Z)).

Zbog pretpostavke da relacija s ne zadovoljava #-aktivno vieznatnu zavis-

nost V' —(;1—>F W i po teoremi 3.1, slijedi

e(Wlui,ug)) =60 < 6 <6

(Wt ug]) =0 < 01 < 0.

Kako relacija s ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X LA r B, (jer
ni relacija r ne zadovoljava ovu zavisnost) slijedi da je

©(Blu1,uz]) < min(6, X [u1, ug]).

Kako je @(X[t1,t2]) > 0 (u suprotnom, iz p(X[t1,t2]) = 6 < 6, sli-
jedilo bi da relacija s zadovoljava zavisnost X i)p B ), onda mora biti
i o(Bluy,us]) =6 < 0; < 6 (usuprotnom bi bilo ¢(Bluy,us]) =8 > 6, pa
bi vrijedilo da je B C X (), a odatle i da je i X £>F Biz F*. Ovo je u
kontradikciji sa pretpostavkom da X 4B nije u F1).

Dakle, atribut B mora pripadati ili skupu W ili skupu Z.

Pretpostavimo da je B € Z. DefiniSemo relaciju q(R) = {p1, p2} uzimajuci
da je

p2 = (G(V), s ,CL(V), a(W)a s ,CL(W), b(Z)a SRR b(Z))
Dokazimo da je g podrelacija relacije 7.
Ocigledno je p1 = uy € s C r. Dakle, n-torka pl € r.

N-torka po takodje mora pripadati relaciji r, zato $to relacija r, po pret-

postavci teoreme, zadovoljava fuzzy vieznaénu zavisnost V' HEIN r W. Naime,
p(V[p3,p1]) > min{61, o(V[p1, p2])},

©(Wps,p1]) = min{0y1, o(V[p1,p2])},
¢(Zps, p2]) = min{01,o(Vp1,p2])},

pa uzimajuéi p3 = p2, dobivamo da je ps € 7.
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.. . . . 0
Posto relacija s ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X —p B (a ne
zadovoljava je ni relacija r), i posto je za V-te komponente njenih elemenata

o(Vug,ua]) =0 > 01,
a za V-te komponente relacije ¢q
e(Vip1,pa]) =0 > 6
i za Z-te komponente relacije ¢
o(Zp1,p2)) =0 < 01 < 0,

slijedi da relacija ¢ ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost
0
X = B,

odnosno,

@(Blp1,pa]) < min(0,p(X[pl, p2]).

(U suprotnom bi vrijedilo da je @(B[pl,p2]) = 6 > 0, iz Cega slijedi da
je B C X*(0) i dalje da je X b B iz F*. Ovo je u kontradikciji sa
pretpostavkom teoreme da nije X i)p Biz F71).

Neposredno se uocava da relacija g aktivno zadovoljava fuzzy viSeznatnu
zavisnost V —§1—>F W, jer je o(Vp1,p2]) > 01 1 o(W{p1,p2]) > 0.

Tada, prema teoremi 3.1 relacija q zadovoljava 6-aktivno i sve fuzzy vieznane

zavisnosti koje zadovoljava i relacija s. Posto relacija ¢ zadovoljava sve fuzzy
visezna¢ne zavisnosti kao i relacija s, a pored toga #-aktivno zadovoljava i

. o . 0 oo 1 . ..
fuzzy visezna¢nu zavisnost V. — > W, slijedi da je s podrelacija q. Ovo
je u kontradikciji sa pretpostavkom da je podrelacija s relacije r ona koja
maximalno #-aktivno zadovoljava viSeznafne zavisnosti iz skupa F, a ne

zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X LA r B.
Do kontradikcije je dovela pretpostavka da podrelacija s relacije r ne zado-

voljava f-aktivno fuzzy viSeznatnu zavisnost V —5p W. Otuda slijedi da
je s trazena relacija.

(ii) f je fuzzy viSezna¢na zavisnost iz F Neka je fuzzy viSeznacna zavisnost f
oblika

X—>0—>FY

ineka je Z = R—(XY). Svaka dvoelementna podrelacija relacije r, zadovoljava sve
fuzzy funkcionalne zavisnosti iz skupa F. Posto po pretpostavci teoreme relacija
r ne zadovoljava fuzzy viSeznac¢nu zavisnost,

X—>0—>FY
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tada postoje u relaciji r n-torke

a bar jedna od n-torki

ts = (a,...,a,b,...,b,a,... a),

ty = (a,...,a,a,...,a,b,...,b),

ne pripada relaciji r. Odatle imamo

odnosno

Izaberimo za podrelaciju s, relacije r, takve dvije n-torke 1, t2 koje omogucéuju da
podrelacija s #-aktivno zadovoljava maksimalan broj fuzzy viSeznac¢nih zavisnosti

©(X[ts, t1]) < min(e(X[t1,t2]),

©(X[tg, t1]) < min(e(X[t1,12]),
©(Ytg, t1]) < min(p(X|t1,12]),
©(Z[ts,t2]) < min(p(X|[t1,t2]).

. . . 0
iz skupa F, a ne zadovoljava zavisnost X —-—r Y.

Ako data relacija s zadovoljava sve fuzzy viSeznalne zavisnosti iz skupa F,

tada je s upravo trazena relacija iz pretpostavke teoreme.

U slucaju da s ne zadovoljava sve fuzzy viSeznalne zavisnosti iz skupa F,

neka je U —€1—>F V jedna takva viSeznacna zavisnost iz skupa F, koju relacija s
ne zadovoljava i neka je W = R — (UV). Konstrui§imo s = {t1,t2} kao sljedecoj

u tabeli

Atributi  Ostali  atributi

t1  a,..,4 a,...,a a,...,a
ta a,..,a b,....b b,...b

Definisa¢emo skupove V* i W* na sljedeci naéin:

Kako je relacija s podrelacija relacije r i kako relacija r zadovoljava fuzzy

viSeznatnu zavisinost

V' ={A e Vl]p(Alti, t;]) < 01}

W* = {4 € W]g(Alti 1)) < 6:}.

USSrv (e F),
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zbog definicije fuzzy viSeznacne zavsinosti, relacija r mora sadrzati n-torku
ts = (a,...,a,b,...,b,a,...,a)

i n-torku
ty = (a,...,a,a,...,a,b,...,b)

za koje vrijedi
(Ults, t1]) = min(01, p(Ult1, t2]),

[
o(Vts, t1]) = min(01, (Ult1,t2]),
p(Wts, ta]) > min(01, p(Ult1, t2])

(Ulta, t1]) = min(61, p(Ult1, t2]),
@(Vts, t1]) = min(01, p(Ult1, t2]),
p(Wlts, t2]) > min(6, p(Ult1, t2])

Formirajmo podrelacije ¢q1 i g2 relacije r na sljedeéi nacin:

q = {t1,t3} i g2 = {t1,ta}.

Stavimo da je stepen sli¢nosti za n-torke ¢1 i t3 na skupu V* manji od jacine zavis-
nosti 01, stepen sli¢nosti za n-torke t; i t4 na skupu W* manji od jadine zavisnosti
01 i neka je stepen slicnosti za n-torke t1 i to na V*W™* manji od 6;. Otuda zbog
definicije skupova V* i W* slijedi za n-torke t1, t3 vrijedi ¢(V[t1,t3]) < 61, za
n-torke t1, t4 vrijedi (W t1,t4]) < 01, a za n-torke t1, to vrijedi p(V[t1,t2]) < 61
1 gO(W[tl,tQ]) < 0.

Dokazimo da relacije q1 i g2 zadovoljavaju bar jednu vise fuzzy viSeznatnu
zavisnost iz skupa F, nego relacija s.

N-torke t1 i t3, kao i n-torke ¢1 i ¢4 su sli¢ne sa stepenom sli¢nosti veéim od
A1, na svakom atributu u kome su n-torke ¢ i to sli¢ne sa stepenom 6.

Prema teoremi 3.3, relacije q i g2 zadovoljavaju #-aktivno i sve fuzzy vieznacne
zavisnosti iz skupa F, koje zadovoljava i relacija s.

Osim toga q1 i g2 zadovoljavaju #-aktivno fuzzy viseznatnu zavisnost U N F
V, jer je, prema konstrukeiji relacije ¢1 @(Ult1,t3]) > 01 i o(W]t1,t3]) > 61,
odnosno za relaciju ¢z je @(U[t1,ta]) > 6011 @(V[t1,t4]) > 6;.

Status relacija ¢ i ¢2 uzetih zajedno, a obzirom na zadovoljavanje fuzzy
viseznagnih zavisnosti X —5 F Y moze biti sljededéi:

(i) Barem jedna od relacija ¢; ili g2 ne zadovoljava fuzzy visezna¢nu zavisnost

X r Y. U ovome slutaju dolazimo do kontradikcije u odnosu na izbor
relacije s. Zbog toga je relacija s trazena relacija. Kontradikcija je u tome
da neka od relacija ¢ ili g2 #-aktivno zadovoljava vise fuzzy viSeznac¢nih

. .. . . 0 . .
zavisnosti iz F, a ne zadovoljava zavisnost X ——r Y, a to je protivno
izboru relacije s, jer je ona po pretpostavci uzeta da #-aktivno zadovoljava
maximalan broj fuzzy viSezna¢nih zavisnosti iz F.
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(ii) Svaka od relacija g1 i g2 zadovoljava fuzzy viSezna¢ne zavisnosti
0

Tada slijedi da one moraju i #-aktivno zadovoljavati fuzzy viSeznacnu zav-
isnost ;
X =2—=rY,

jer za n-torke t1, to, t3 1 t4 vrijedi
o(X[t1,t2]) > 0,

(X [t2,t3]) > 0,
©(X[t3, ta]) > 0,

na svim atributima iz skupa X. Po teoremi 3.1, tada slijedi da za relaciju
q1 mora vrijediti i :

1. gO(X[tl,tg]) Z 01 @(Y[tl,tg]) Z 0 ili
2. p(X[t1,t3]) > 01 p(Z][t1,t3]) > 0.

Ako vrijedi ¢(Y[t1,t3]) > 6 tada je V* C Z, jer se n-torke ¢; i t3 razlikuju
samo na skupu V*.

Ako vrijedi p(Z[t1,t3]) > 6 tada je V* C Y.

Analogno razmatranje za elemente relacije g2 pokazuje da vrijedi:
L @o(X[t1,ta]) > 01 (Y[t1,t4]) > 0, ili
2. o(X[t1,t4]) > 01 p(Z][t1,t4]) > 6.

Ako vrijedi p(Y[t1,t4]) > 0, tada je W* C Z, a ako vrijedi ¢(Z]t1,t4]) > 0,
tada je W* CY.

Kombinovnjem ovih moguc¢nosti dobivamo sljedece uslove, od kojih samo
jedan moze biti realizovan:

(i) V*CYiW*CY,
(1)) V*CY iW*C Z,
(i) V*C ZiW*CY,
(iv) V*C ZiW*C Z.
Razmotrimo kombinaciju (7). Ako ona vrijedi, tada za n-torke t; i to vrijedi

p(X[t1,22]) > 0,

o(Y[t1,t2]) < 6,
p(Z]t1,12]) > 0,
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jer se n-torke t1 i to razlikuju samo na skupu V*W* C Y.

Otuda slijedi da relacija s = {t1, t2} zadovoljava fuzzy viSezna¢nu zavisnost

X —>6—>F Y. To je u suprotnosti sa izborom relacije s. Zbog iste Cinjenice
otpada i slucaj pod (iv), jer bi tada za n-torke t; i ty vazilo

o(X[t1,t2]) > 6,

@(Y[t1,t2]) > 0,
(Z[tl,tz]) < 0,

jer se n-torke t1 i to razlikuju samo na skupu V*W?* C Z. Otuda slijedi da

.. . . o . 0 o«
relacija s = {t1,t2} zadovoljava fuzzy viSeznafnu zavisnost X ——p Y, §to
je u suprotnosti sa izborom relacije s.

Sada pretpostavimo da vrijedi (ii), to jest, neka je V* C Y i W* C Z.
Kako je n-torka t; = (a,...,a,a,...,a,a,...,a), a po§to se n-torke t1 i t3
razlikuju samo na skupu V*, tada mora vrijediti

o(V[t1,t3]) <4,

odnosno n-torka t3 mora biti t3 = (a,...,a,b,...,b,a,..., a).

Na sli¢can nadcin, posto se n-torke ¢; i t4 razlikuju samo na W*, tada je

@(W[t% t4]) < 97

pa n-torka t4 mora imati oblik (a,...,a,a,...,a,b,...,b). Kako po pret-
. .. . . o . 0

postavci relacija r ne zadovoljava fuzzy viSeznac¢nu zavisnost X ——r Y,
a po konstrukciji relacije s, bar jedna od n-torki t3, odnosno t4 ne pripada
relaciji 7. Otuda slijedi da bar jedna od relacija g; ili g2 nije podrelacija
relacije r. Ovo je u kontradikciji sa konstrukcijom ovih relacija.

Do kontradikcije je dovela pretpostavka da svaka od relacija q; i g2 zado-
voljava fuzzy viSeznatnu zavisnost X N r Y. Zbog kontradikcije slijedi da

bar jedna od njih ne zadovoljava fuzzy viSezna¢nu zavisnost X —>9—>F Y.
Ali ovo je opet kontradikcija sa definicijom relacije s, jer bi opet jedna od
relacija q; ili g2 bila veéa od s. Dakle, slijedi da je s trazena relacija.

Time je teorema dokazana. [

3.4 Glavni rezultati

Teorema 3.5. Neka je C skup fuzzy funkcionalnih i fuzzy viSeznatnih zavisnosti
na relacionoj Semi R i neka je ¢ fuzzy funkcionalna ili fuzzy viSezna¢na zavisnost
na R. Tada vrijedi:

1. C — ¢, ako i samo ako
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2. C — ¢ na dvoelementnim relacijama.

Dokaz. Dokaz 1. — 2. je trivijalan, jer ako u nekoj relaciji r iz skupa fuzzy
funkcionalnih zavisnosti i fuzzy viSezna¢nih zavisnosti C slijedi i neka fuzzy funkcionalna
ili fuzzy viSeznacna zavisnost, tada po samoj definiciji fuzzy zavisnosti slijedi da
to isto vrijedi i u nekoj dvoelementnoj podrelaciji relacije r.

Dokazimo da 2. — 1. Pretpostavimo suprotno, to jest, neka postoji relacije r
koja zadovoljava skup svih fuzzy funkcionalnih i fuzzy viseznac¢nih zavisnosti na R,
a neka ne zadovoljava fuzzy zavisnosti iz c¢. Tada, prema prethodnom teoremu 3.3,
ako r zadovoljava skup fuzzy funkcionalnih i fuzzy viSezna¢nih zavisnosti na R, a
ne zadovoljava fuzzy zavisnosati u ¢, tada postoji neka dvoelementna podrelacija
s relacije T koja zadovoljava C i ne zadovoljava c¢. [

Teorema 3.6. Neka je C skup fuzzy funkcionalnih i fuzzy viSezna¢nih zavisnosti
na relacionoj Semi R i neka je ¢ jedna fuzzy funkcionalna ili fuzzy viSeznac¢na
zavisnost na R. Tada vrijedi

1. C — ¢ na dvoelementnim relacijama, ako i samo ako
2. C — c kada se zavisnosti interpretiraju kao fuzzy formule.

Dokaz (1. — 2.) Pretpostavimo suprotno, da 2. nije istinita. Neka je i, : R —
[0, 1] interpretacija u kojoj su sve formule, generisane fuzzy funkcionalnim i fuzzy
viSezna¢nim zavisnostima iz C, zadovoljive, a formula generisana

(i) fuzzy funkcionalnom zavisnosti X by
(ii) fuzzy viseznatnom zavisnosti X Sy
iz ¢ neka je nezadovoljiva, to jest, neka je
(i) (X =Y) <05
(ii) (X =YV Z) <05
Neka je skup Z " definisan na sljedeé¢i nacin
Z ={AeR:i.(A)>05}

Neka je relacija r,» = {t1,t2}, gdje je t1(R) = (a,...,a), za svaki atribut A € R.
Definisimo sada t3 na sljedeéi nacin

a,...,a, AeZ
Mm:{bmb AgZ

Dokazimo da ovako definisana relacija r, = {t1,t2}, zadovoljava svaku

(i) fuzzy funkcionalnu zavisnost iz C
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(ii) fuzzy viSezna¢nu zavisnost iz C

Dokazimo (7). Neka je U %V bilo koja fuzzy funkcionalna zavisnost iz C, za
koju vrijedi p(Ult1,t2]) > 601. Ako je A C U, tada prema propoziciji 2.1 vrijedi

p(Alti t5]) = o(Ulti, t]), za svako i, jur,

pa je otuda

(p(A[ti,tj]) Z (91.
Zbog definicije n-torke t1(A) = (a,...,a), mora vrijediti i za n-torku t2(A) =
(a,...,a), za svaki atribut A € U. To dalje znadi da je U C Z', odnosno i,(A) >
0.5, za svaki A € U, odnosno

(%) ip(U) = min(ir(Al),...a,i,(An)) > 0.5, za svaki A; € U.

Kada bi vrijedilo ¢(V[t1,t2]) < 61, to bi znacilo, prema konstrukciji relacije 7,
da je t1(A) = (a,...,a), a za ty bi moralo biti ta(A4) = (b,...,b), za neki atribut
A € V. U ovome slutaju slijedi da A ¢ Z' i prema definiciji skupa Z  tada je
ir(A) < 0.5, pa je i (V) = min(i,(Al),...,ir(Ay)) < 0.5, za neki 4; € V. Ovo
povlaci da je

ir(UV) =maz(i,(1 = U),i(V)) < 0.5 (nezadovoljiv po Kleene-Dienes-u).

Medjutim, ovo je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom, jer smo pretpostavili
da su sve fuzzy formule iz skupa C zadovoljive. Do kontradikcije je dovela pret-
postavka da je ¢(V[t1,t2]) < 61. Dakle, mora vrijediti da je ¢(V[t1,t2]) > 0.
Odavde slijedi da je i fuzzy funkcionalna zavisnost zadovoljiva (V[t1,t2]) > 01 >
min(@l, U[tl, t2])>.

Za dokaz (ii) dokazimo da dvoelementna relacija v, = {t1,t2} zadovoljava
svaku viSeznalnu zavisnost iz skupa C. Neka je U {1 V bilo ko ja fuzzy viseznacna
zavisnost iz skupa C za koju vrijedi @(U[t1,t2]) > 01. Zbog definicije t1(A) =
(a,...,a) mora vrijediti i t2(A) = (a.,...,a), za neki atribut A € U. To dalje
madi da je U C Z', odnosno i,(A) > 0.5, za svaki A € U, odnosno i,(U) > 0.5.

Kada bi vrijedilo da je

gO(V[tl,tQ]) < 91 1 @(G[tl,tg]) < 91,

tada bi vrijedilo t1(A) = (a,...,a) i t2(A) = (b,...,b), za neki atribut A € V i
t1(B) = (a,...,a)ite(B) = (b,...,b), za neki atribut B € G. To bi dalje znatilo
da A, B¢ 2™, odnosno i,(A) < 0.51i,(B) < 0.5. Zbog toga bi bilo i,(V) < 0.5
i4,(G) <0.5. Otuda slijedi da je i

ir(U=VVG) =maz(iy(1 = U),i(V),i.(G)) < 0.5

(nezadovoljivo po Kleene-Dienes-u) Ovo je u kontradikciji sa polaznom pret-
postavkom, jer smo pretpostavili da su sve formule iz skupa C zadovoljive. Dakle,
mora vrijediti da je

e(V[t1,t2]) > 01 ili p(G[t1,t2] > 61.
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T . N . 9
Otuda vrijedi i fuzzy viseznac¢na zavisnost U == V u Ty
Sada dokazimo da relacija r,» = {t1,t2} ne zadovoljava ni jednu od zavisnosti
iz ¢, to jest, ne zadovoljava ni jednu

(i) fuzzy funkcionalnu zavisnost X SeY

.. o 9 . 0
(ii) fuzzy viseznatnu zavisnost X —-—p Y

Dokaz (i). Posto pridruzena formula X = Y nije zadovoljiva u interpretaciji i,
to jest, posto je i,(X = Y) < 0.5, odnosno max(i,(1 — X),4,-(Y)) < 0.5, mora
biti

(+%) ip(X) > 0.514,(Y) < 0.5
Pretpostavimo da je p(X[t1,t2]) > 0. Ako bi vrijedilo da je i p(Y[t1,t2]) > 0, tada
bi vrijedilo i da je Y € Z', odnosno, bilo bi ir(Bj) > 0.5, zasvako j =1,...,ni
neki B € Y. Ali tada bi bilo i i,(Y") > 0.5, §to je u kontradikciji sa (xx). Dakle,
(Yt t2]) < 0. Otuda slijedi da relacija r,, ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu
zavisnost X 5 p Y, jer je p(Y[t1,t2]) < min(8, p(X[t1,t2]).
Dokaz (ii). Pogto pridruzena formula X = Y V D nije zadovoljiva u interpretaciji
ir, to jest, i, (X = Y VvV D) < 0.5, odnosno mazx(i,(1 — X),i,(Y),i,(D)) < 0.5,
tada mora biti

(x5 %) ip(X) > 0.510,(Y) <051 in(D) <0.5.

Neka je (X |[t1,t2]) > 6. Ako bi vrijedilo i p(Y[t1,t2]) > 6 ili p(D[t1,t2]) > 0,
tadabibiloiY € Z'ili D € Z', odnosno, vrijedilo bi ir(Bj) >0.5,zaj=1,...,n,
zaneko B; € Y idalje, i,(Y) = min(i,(B1),...,i.(By)) > 0.5,ili i(Dk) > 0.5, za
k=1,...,p, za neko Dy € D, odnosno, i,(D) = min(i,(D1),...,i.(Dp)) > 0.5
Ovo je u kontradikciji sa (* **). Otuda slijedi da relacija r,, ne zadovoljava fuzzy
vigeznatnu zavisnost X —— Y.

Dokaz (2. — 1.) Sada dokazimo obrnutu teoremu, odnosno da (2) povlaci (1), za
slucajeve

(i) fuzzy funkcionalne zavisnosti X e Y,

.. . 9 . . 0
(ii) fuzzy viSeznalne zavisnosti X —-—p Y.

Pretpostavimo suprotno, to jest, neka ne vrijedi (7). Tada postoji dvoele-
mentna relacija 7 = {t,t'} koja zadovoljava sve fuzzy funkcionalne zavisnosti i

. o . .. . . 0 ..

fuzzy viSeznacne zavisnosti iz C, a ne zadovoljava fuzzy zavisnost X —p Y ili
0 o . . cee . . o

X ——r Y. Dokazimo da je u interpretaciji ¢, zadovoljiva formula pridruzena

fuzzy funkcionalnim zavisnostima U Ny C, to jest, i, (U = V) > 0.5. Pret-
postavimo suprotno, da u u datoj interpretaciji (U = V) < 0.5, odnosno,
maz(1 — i, (U),i(V)) < 0.5. Odavde je i i.(U) > 0.5 i i,(V) < 0.5. Zbog toga
bi vrijedilo da je u datoj dvoelementnoj relaciji r = {t,t'} p(P[t,t]) > 6; za
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svaki P € U i p(Q[t,t']) < 61 za neki Q € V. Odavde je i o(U[t,t']) > 0; (jer je
definiciji p(U[t,t']) = min{p(P[t,t])}) i p(V[t,t]) = mi t,t])} <6

po definiciji p(U[t, ¢]) = min{e(P[t,t])}) i o(VIt,t]) = min{p(Q[L, t])} < 601,
za neki Q € V. Slijedi da relacija r = {t,¢ } ne zadovoljava fuzzy funkcionalna
zavisnost U 5 V iz C, jer ne vrijedi da je @(V[t,t']) > min(61, (U[t,t])). Med-
jutim, ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da postoji dvoelementna relacija
r = {t,t'} koja zadovoljava sve fuzzy funkcionalne zavisnosti iz C.

Dokaz (ii). Dokazimo sada tvrdnju za fuzzy viSezna¢nu zavisnost U %QI%F V.

Dokazimo da je formula pridruzena fuzzy viSeznacénoj zavisnosti U SN rVizC,
zadovoljiva u interpretaciji i, to jest, ¢, (U = V VvV M) > 0.5.
Pretpostavimo suprotno tvrdnji, da je odgovarajuéa formula nezadovoljiva. Tada
imamo maz(i,(1 — U),i,(V),i,(M)) < 0.5. Otuda je i i,(U) > 0.514,(V) <
0.51 i,(M) < 0.5, odnosno u relaciji r = {t,t'}

o(A[t,t']) > 01, za svaki A iz U,

@(B[t,t']) < 61, za neki B €V,

o(C[t,t']) < 61, za neki C € M.
Otuda je i p(U[t,t']) > 01, o(V[t,t']) < 61, o(M][t,']) < 01, iz cega proizilazi da
relacija r = {t,t,} ne zadovoljava fuzzy viseznatnu zavisnost U —?1—>F V. Ovo je
u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Sada dokazimo da je u interpretaciji i, formula (X = Y') nezadovoljiva, to
jest, (X = Y) < 0.5. Pretpostavimo suprotno, neka je i.(X = Y) > 0.5.
Ako je i, (X) < 0.5, odnosno ¢(X[t,t']) < 0, tada slijedi da r zadovoljava fuzzy
funkcionalnu zavisnost X —5—s F Y, §to je u kontradikciji sa naSom pretpostavkom.
Neka je sada i,(Y) > 0.5. Tada je i o(Y[t,t]) > 0 > min(0, o(X[t1,ts]), 5to je
opet u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Ostaje jo§ da dokazemo da je u interpretaciji i, formula (X = Y V Z) nezado-
voljiva, to jest, i,(X = Y V Z) < 0.5. Pretpostavimo suprotno, neka je i,(X =
Y Vv Z) > 0.5. Tada su mogudi sljedeci slucajevi:

1. 1—i,(X) > 0.5, odnosno i,(X) < 0.5, pa je prema definiciji 3.11 p(X[t,t]) <

6. Odavde slijedi da r zadovoljava fuzzy viSeznalnu zavisnost X N FY,
§to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

2. Ako je 1 — i, (X) < 0.5, tada vrijedi i i,(Y) > 0.5 ili i,(Z) > 0.5, ili su
ispunjena oba ova uslova. Tada je i p(X[t,t]) > 0, ili je p(Y[t,t]) > 0,
ili (Z[t,t']) > 0. Otuda slijedi da r zadovoljava fuzzy viseznatnu zavisnost

X %Q%F Y, sto je opet kontradikcija sa polaznom prepostavkom.

Time je teorema u potpunosti dokazana. [J

Nakon §to je uspostavljena ekvivalentnost fuzzy viSeznac¢nih zavisnosti i for-
mula fuzzy logike, moguce je primijeniti pravila izvodjenja u fuzzy logici na ratun
fuzzy viseznacnih zavisnosti, koristeéi princip rezolucije. Relevantni primjeri u
programskom jeziku Prolog mogu se navesti sli¢no kao u [5].
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4 Nastavak istrazivanja

Osnovno svojstvo svih zavisnosti, koje se pojavljuju u klasi¢nim relacionim bazama,
podataka, u suStini govori da prisustvo nekih n-torki u instancama povlaéci pris-
ustvo nekih drugih n-torki u instancama, ili povlaci da su neke komponente n-torki
jednake. U nekim slucajevima, kao Sto su join zavisnost ili viseznac¢na zavisnost,
nove n-torke mogu biti specificirane preko starih n-torki, dok za inkluzivnu zav-
isnost to nije slucaj.

U svakom slu¢aju, sve zavisnosti u klasi¢nim relacionim bazama podataka
mogu biti opisane formulama logike prvog reda, posebno klauzulama logi¢kog pro-
gramiranja. Klase zavisnosti koje se mogu tako opisati ukljuc¢uju i komplikovane
zavisnosti koje se uglavnom ne pojavljuju u praksi. Ipak, vazno je da uopstimo
rezultate diskutovane u radu tako da budu u funkciji objasnjavanja svih fuzzy
zavisnosti koje su se do sada pojavile u literaturi i posebno da postave granicu
izmedju razrjesivih i nerazrjeSivih problema u oblasti fuzzy zavisnosti u fuzzy
relacionim bazama podataka.

Zainteresovani smo za fuzzy uloZene (embedded) zavisnosti, u kojima nema
jednakosti atoma u glavi klauzula. Fuzzy zavisnosti koje smo do sada razma-
trali su unirelacione, sa koristenjem najviSe jednog imena relacije, a planiramo
razmotriti i fuzzy multirelacione zavisnosti, koje koriste vise relacija.

Navodimo taksativno klasifikaciju fuzzy zavisnosti u fuzzy relacionim bazama
podataka koje treba razmotriti sa ciljem da se nadje odgovarajuéi fragment fuzzy
logike koji im je ekvivalentan. Klasifikacija fuzzy zavisnosti slijedi odgovarajucu
klasifikaciju klasi¢nih zavisnosti u klasiénim relacionim bazama podataka koja
se moZe naéi u knjigama [15]. Fuzzy kompletna (full) zavisnost je fuzzy zav-
isnost bez egzistencijalnih kvantifikatora. n-torkama generisana fuzzy zavisnost
(ftgd zavisnost) je zavisnost u kojoj se ne pojavljuje jednakost atoma. Jednakogéu
generisana fuzzy zavisnost (fegd) je zavisnost u kojoj je glava klauzule jedan atom
sa jednako8¢u. Fuzzy zavisnosti sa tipovima (ftypedd) su fuzzy zavisnosti u ko-
jima je dodjela vrijednosti varijablama vezana za kolone relacije. Pri tome svaki
atom sa jednakoséu sadrzi par varijabli vezanih za istu poziciju. Fuzzy zavisnosti
bez tipova definisemo kao opozit fuzzy zavisnostima sa tipovima. Cesto je vazno
razlikovati koliko klauzula ima atoma u glavi klauzule, pa fuzzy zavisnosti dijelimo
na single head i multi — head fuzzy zavisnosti.

Postoji vrlo bliska veza izmedju fuzzy zavisnosti i semantickih tabloa. Tabloi
su zgodna notacija za predstavljanje i rad sa fuzzy zavisnostima, a iz njih se mogu
konstruisati fuzzy algebre koje automatizuju izvodjenje osobina fuzzy zavisnosti.
Zbog toga su semanticki tabloi takodje u fokusu nasih istrazivanja.

Koristeci fuzzy logike planiramo ispitati uticaj koristenja razlic¢itih implikacija
na perspektivu fuzzy zavisnosti. Zanimaju nas uticaji implikacija konzistentnih sa
klasi¢nim implikacijama binarne logike (Kleene-Dienes, Lukasiewicz, Reichenbach-
Fodor, Q-implikacija, Goguen-Godel,Willmott), kao i "inzZinjerskih" implikacija
(Mamdani, Larsen). Posebno nas zanima fuzzy perspektiva klasi¢nih rezultata u
odnosu na kona¢ne implikacije (fin) i implikacije bez restrikcija (unr). Klasi¢no,
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u logici prvog reda imamo da je =, co —r.e. i =, je r.e. i zanima nas odgo-
varajuc¢i rezultat u fragmentu fuzzy logike koji odgovara nekoj od klasa fuzzy
zavisnosti.

5 Zakljucak

Razmatrana je i dokazana ekvivalentnost izmedju teorije fuzzy viSeznacne zavis-
nosti za fuzzy relacione baze podataka i jednog fragmenta fuzzy logike. Data su
adekvatna (sound) i kompletna (complete) pravila fuzzy logike, u odnosu na fuzzy
viSeznacne zavisnosti, kada se fuzzy formule interpretiraju kao fuzzy viseznacne
zavisnosti. To je postignuto tako $to je uvedena definicija istinitosnih vrijednosti
atributa u relaciji r nad relacijskom §emom R. Na osnovu te definicije je fuzzy
viSeznatnoj zavisnosti pridruzena odgovarajuéa fuzzy formula i dokazano je da
ako relacija r zadovoljava fuzzy viSeznatnu zavisnost, tada je njoj pridruzena
fuzzy formula zadovoljiva u odgovarajucéoj interpretaciji i obrnuto. Dokazana je
ekvivalentnost skupa fuzzy viSezna¢nih zavisnosti i fuzzy formula. Na kraju smo
opisali plan nasih daljih istrazivanja u oblasti fuzzy zavisnosti.
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Abstract

U skupu svih fazi objekata, definisanih nad nekim univerzalnim skupom,
moze se definisati rastojanje. Sva rastojanja d koja razmatramo su dakle,
preslikavanja d : F x F — Z, gde je F skup fazi objekata definisanih nad
univerzalnim skupom X (razli¢iti tipovi fazi skupova, fazi tacke), a Z interval
[0, 1], skup nenegativnih fazi brojeva ili npr. mreZa. Primene u razli¢itim
oblastima kao §to su teorija slike, prepoznavanje oblika, diktiraju nam kakve
osobine ta rastojanja treba da zadovoljavaju. NajceSée, ta rastojanja su
semi-metrike odnosno tzv. pseudo-metrike kod kojih ne vazi nejednakost
trougla. Obi¢no je ona zamenjena nejednako$éu u kojoj figurisu tnorme.
Primeri takvih rastojanja su fazi metrike. To su zapravo fazi skupovi, ¢ije
osobine razmatramo u ovom radu. Takode je data primena fazi metrika u
filtriranju slike.

1 Uvod

U klasi¢nom smislu rastojanja su se najcesée definisala pomocéu preslikavanja koja
su bila metrike, pseudo-metrike, semi-metrike i sli¢nosti, a definisala su se na
sledeé¢i nacin.

Definicija 1.1. Ako je X # 0, funkciju d : X% — Rg za koju vaZe sledece Cetiri
osobine:

1. Vz € X, d(z,z) =0,
2. Ve,ye X, d(z,y) =0=>z =1y,
3. Vo,y € X, d(z,y) = d(y, z),

4. Va,y,z € X, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),
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kazemo da je metrika, a uredeni par (X,d) metricki prostor. Ako vaze samo
osobine 1., 3. i 4. za d kazemo da je pseudo-metrika. Ukoliko vaze 1., 2. i
3. preslikavanje d nazivamo semi-metrikom. Za semi-metriku kod koje umesto
nejednakosti trougla (osobina 4.) vazi jedna od nejednakosti:

4’ Vr,y,z € X, d(z,z) > T(d(z,y),d(y, 2)),
47 Va,y,z € X, d(z,z) < S(d(x,y),d(y, 2)),
(T je t—morma, a S je t—konorma) kazemo da je sli¢nost.

Neka je (X, d) metricki prostor, a U i V podskupovi od X, rastojanje izmedju
U iV je definisano sa
U, V) = irel(g d(z,y).
yev
Definicija 1.2. Ako je X # 01 p: X — [0,1], tada uredeni par (X, ) zovemo
fazi skup. Preslikavanje p je funkcija pripadanja i Cesto se poistovecuje sa fazi
skupom.

Ukoliko funkcija pripadanja uzima samo vrednosti 0 i 1 (odnosno ona je karak-
teristi¢na funkcija skupa) fazi skup je obi¢an ("crisp”) skup.

Za fazi skupove rastojanje se definiSe na razli¢ite nac¢ine. Nave§¢emo neke od
njih.

Neka je (X, d) metricki prostor, a p: X — [0,1] i v : X — [0, 1] fazi skupovi
definisani na X.

Rastojanje E,W izmedu dva fazi skupa p i v se definige kao fazi skup na RJ
sa:

Ay (1) = Sup. [inf(u(z), v(y))]-
d(zy)=r

Hauzdorfovo rastojanje L* izmedu "crisp” skupova U C X 1 V C X, gde je (X, d)
metricki prostor, je definisano na sledeéi nacin:

L*(U,V) = max[L(U, V), L(V,U)],

gdesu U ={z € X|Ty € U :d(z,y) <A}iL(U, V) =inf{A e R*|U* D V}.
Ova definicija se uopstava na fazi skupove definisane na X.
Za proizvoljan fazi skup 7 : X — [0,1] i proizvoljno A € RT uzimajué¢i da
je ™ (x) = sup {r(y)|d(z,y) <A} i L(p,v) = inf {\ € RT|p* > v}, definisemo
rastojanje L*(u,v) izmedu dva fazi skupa p i v sa:

L*(p,v) = max[L(p, v), L(v, 1)].

Rastojanje A, izmedu fazi skupova p i v je fazi skup A,, : Ry — [0,1]
definisan sa
Apy(r) = sup [inf(p(z), v(y))].

z,yeX
d(z,y)<r
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Ova definicija se od d,,,(r) razlikuje samo po tome §to je = zamenjeno sa < .

U sledeéoj sekciji éemo se ograniciti na rastojanja koja su fazi T-metrike i fazi
S-metrike, a skupovi nad kojima se vr§i odredivanje rastojanja su "crisp" skupovi.
Da bi to ostvarili uveSéemo pojmove triangularne norme i konorme.

Definicija 1.3. Triangularna norma (krace t—morma) je binarna operacija 7T :
[0,1]2 — [0, 1] koja zadovoljava sledece aksiome za sve a, b, c, by € [0, 1]:

1. T(a,1) = a (grani¢ni uslov);

2. b<by = T(a,b) <T(a,b;) (monotonost);
3. T(a,b) =T(b,a) (komutativnost);

4. T(a,T(b,c)) =T(T(a,b),c) (asocijativnost).

Za t—normu se kaZe da je Arhimedova t—norma, ako pored prethodnih aksioma
vaze jo§ dve aksiome:

5. neprekidna je funkcija
6. Va € (0,1), T(a,a) < a.

Primedba 1.1. Iz uslova datih u definiciji t—norme sledi monotonost po koordi-
natama, tj. za sve aj, a9, by, be € [0,1] vazi

a1 <ag Abp < by = T(al,bl) < T(ag,bg).

Zamenom datog uslova sa aksiomom monotonosti u definiciji t—norme, dobija se
ekvivalentna definicija t—norme.

Ako u definiciji t—norme, umesto aksiome monotonosti vazi striktna monotonost,
tj-
a1 < ags ANbp < by = T(al,bl) < T(ag,bQ),
za sve ai,ag, by, be € [0, 1], kazemo da je t—norma striktna.

Moze se pokazati da je 0 anihilator za t—mormu, tj. za svako a € [0, 1] vazi
T(a,0) =T(0,a) = 0.

Definicija 1.4. Opadajuéi generator g je neprekidna i strogo opadajuéa funkcija
iz [0, 1] u R, takva da je g(1) = 0. Pseudo-inverzna funkcija za opadajuéi generator
g, u oznaci gC=1 | je funkcija iz R u [0, 1] definisana sa

1, a€(—00,0)
9" a) =1 g7 (a), ac0,g(0)] ,
0, a€(g(0),4+00)

1

gde je g7+ uobicajena inverzna funkcija za g.
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Teorema 1.1. Preslikavanje 7 : [0,1]2 — [0,1] je Arhimedova t-norma ako i
samo ako postoji opadajuci generator g tako da vazi T'(a,b) = ¢~V (g(a)+ g(b)),
a,be0,1].

Triangularne norme koje se najcesée koriste su:

1. Standardni presek: T'(a,b) = min(a, b);

2. Algebarski proizvod: T'(a,b) = ab;

3. Ograni¢ena razlika: T'(a,b) = max(a + b — 1,0);

a, b=1
4. Drasti¢ni presek: T(a,b) =< b, a=1
0, u ostalim sluc¢ajevima.

2 Fazi metrika

Definicija 2.1. Fazi T—metricki prostor je uredena trojka (X, m,T) takva de je
X neprazan skup, T je neprekidna t-norma i m je fazi skup na X x X x]0, +o0]
koji zadovoljava sledece uslove za sve x,y,z € X, a, 8 > 0:

1. m(z,y,a) € (0,1];

2. m(z,y,a) =1z =y;

3. m(z,y,a) = m(y,z,a);

4. T(m(z,y,a),m(y,z,0)) < m(z,z,a+ B);
5. m(x,y, ) :]0,+o0[— [0, 1] je neprekidna.

Fazi skup m zovemo fazi T—metrika. Ako umesto 1. vazi m(z,y,«) € [0,1], za
fazi skup m kazemo da je fazi T'—(pseudo-)metrika.

Definicija 2.2. Fazi T—metrika m je stacionarna na X ako m ne zavisi od «,
tj. ako je za sve fiksirane x,y € X, funkcija m, (o) = m(z,y, o) konstantna.

min{z,y}+K

Primer 2.1. Preslikavanje r : Rt x RT — R definisano sa r(z,y) = max{r g TR

gde je K > 0, je fazi T-metrika u odnosu na mnozenje.

l. z,y e R, K >0 = 0 < min{z,y} + K < max{z,y} = 1 > r(z,y) =
min{z,y}+K >0
max{z,y}+K :
2. r(z,y) = % =1 & min{z,y}+K = max{x,y}+K < min{z,y} =
max{z,yt S r =y

_ min{z,y}+K _ min{y,z}+K _
3. r(w,y) T max{z,y}+K = max{y,z}+K I'(y,(E)
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4. Imamo Sest slucajeva: 1) z <y <z 2)zx<z<y, 3)y<uz<z
4)z<y<z 5)z<z<y, ) < z <z, dovoljno je ispitati prva tri jer
menjanjem mesta x i z, zbog r(z,y) - r(y,2) <r(x,z) ©r(z,y) r(y,z) <
r(z,x) slede ostala tri.

_ min{z,y}+K  min{y,z}+K _ 24K +K _ z+K __
1) I'(l‘,y) ) (y’z) T max{zy}+K  max{yz}+K Z+K ’ ngK - §+K -
min{z,z}+K __
max{z,z}+K ~ I'(QS‘,Z),

. _ min{zy}+K min{y2}+K _ 24K 24K o+ K 24K _
2) r(x,y) I‘(y, ) T max{z,y}+K max{y,z}+K = y+K y+K < 24K  2+K

min{z,z}+K

max{z,z}+K = r(x, Z)’

. _ min{ry}+K min{y2}+K _ y+K  y+K z+K  z+K _
3) r(z,y) r(y,2) = max{z,y}+K max{y,z}+K = z+K 2+K S oHK K T
min{z,z}+K __
max{z,z}+K (I’ Z)

Primer 2.2. Ako je (X, d) metricki prostor, tada je preslikavanje s : X x X x

R — R definisano sa s(x,y,t) = fazi T-metrika u odnosu na mnozenje.

¢
t+d(z,y)’
Dokazimo samo 4. osobinu jer se prostale tri dokazuju direktno pomocéu os-

obina standardne metrike.

t t1+t —
s(z,y,t1) - s(y, 2,t2) = t1+d(z y) t2+d2(y,z) < t1+t21+d2(a:,z) =s(z, 2,11 +t2)

& 2ty + 113 + tited(w, 2) < tHg + t113 + to(ty + t2)d(x, y) + t1(t + t2)d(y, 2) +
(ti+t2)d(z,y)d(y, z) < tthd(:c, z) < tita(d(x, y)+d(y, 2)) +t3d(z, y) +13d(y, 2) +
(t1 +t2)d(z,y)d(y,z) & T.

Teorema 2.1. Neka je m stacionarna fazi T'—metrika i 7" njoj odgovarajuca
t—norma. Ako je T' Arhimedova {—norma i g njoj odgovarajudi opadajuéi gener-
ator, tada je d = g o m standardna metrika.

Dokaz 2.1. 1. Kako je g strogo opadajuca, iz 1 > m(z,y) > 0 sledi
0=yg(1) <d(z,y) = g(m(z,y)) < g(0).

2. Iz striktne monotonosti funkcije g sledi njena injektivnost te je g(a) = 0 <
a =1, a zbog uslova 2. fazi metrike, imamo:
d(z,y) = g(m(z,y)) =0 m(z,y) =1z =y.

3. m(z,y) = m(y,z) = d(z,y) = g(m(z,y)) = g(m(y,r)) = d(y, ).

4. Iz uslova 4. definicije fazi T—metrike m i Teoreme o reprezentaciji t—norme
T je T(m(z,y),m(y,2)) = ¢ V(g(m(z,y)) + g(m(y,2)) < m(z,2), a
kako je g opadajuéi generator imamo g(g"=Y(g(m(z,y)) + g(m(y, 2))) >
g(m(z,2)).

Lako se pokazuje da je

9(g"V)(a) = a, a € [0,9(0)], i g(g"""(a) = g(0), a € [9(0), +o0].

Dakle, za g(m(z,y)) + g(m(y,2)) € [0,9(0)] je g(m(z,y)) + g(m(y, 2))
> g(m(x, 2)), tj. za d vazi nejednakost trougla. U slu¢aju da je g(m(x,y))+
g(m(y,z)) > g(0), a zbog 0 < m(z,z) je g(0) > g(m(z, z)), odnosno vazi
nejednakost trougla.
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Teorema 2.2. Ako su m; : X x X x]0,+oo[— [0,1] i my : X x X x]0,4o00[—
[0, 1] fazi T—metrike, i T' je (striktna) triangularna norma, tada je i preslikavanje
T(myi,ms) : X x X x]0,+o0o[— R definisano sa

T(mla mg)(l’, Y, Oé) = T(ml (J?, Y, Oé), mQ(:U’ Y, Of))
fazi T—(pseudo-)metrika.

Dokaz 2.2. Zbog jednostavnijeg zapisa, uvodimo oznake:
ay = ml(a:,y,a),ag - mQ(xvyaa)abl = ml(y727/8)7b2 = mg(y,z,ﬁ),cl =
my(z,z,a+ B),co = ma(x, z,a + ).
1. Iz osobine 1. za m; i my je my(z,y, o), ma(z,y,a) € (0,1], pa kako je T
t—norma sledi T'(m;(x,y, o), ma(z,y,a)) € [0,1]. Ako je T striktna, onda
sledi T'(my(z,y, @), ma(z,y,a)) € (0,1].

2. Za t—morme vazi T(aj,a2) = 1 < a1 = ag = 1. Zaista a; <1 = 1 =
T(al,ag) < T(l,a2) =aria <1 =1= T(al,ag) < T(al,l) = ai,
tj. a1 = a2 = 1. Obrnuto sledi direktno iz aksiome grani¢nog uslova, tj.
T(al,ag) = T(]_, 1) =1.

Iz ove osobine sledi T(mq(z,y,a), ma(z,y,a)) = 1 & my(z,y,a) =
mo(z,y,a)) =1z =y.

3. Triangularna norma 7' je dobro definisana, te vazi
ml(xu Y, O[) — ml(yu x, Oé) A mQ(fL', Y, Oé) - mQ(ya x, Oé) =
T(ml(xa Y, Oé), mg(.%', Y, Oé)) = T(ml(y¢ xz, 05)7 m2(y7 xz, Od))

4. Iz aksiome 4. metrika m; 1 ms imamo
T(a1,b1) <c1, T(ag,bs) < co,
pa zbog monotonosti po koordinatama sledi:
T(T(a1,b1),T(a2,b2)) < T(c1,c2). (1)

Iz asocijativnosti i komutativnosti od T" imamo

T(T(a1,b1),T(az,b2)) = T(a1, T (b1, T(az,b2))) = T(ar, T(T(b1,a2),b2)) =
T(a1,T(T(az,b1),b2)) = T(a1,T(az,T(b1,b2))) = T(T(a1,a2),T(b1,b2)),
pa zbog (1) vazi

T(T(al, CLQ), T(bl, bg)) S T(Cl, CQ).

5. Funkcije m(z,y, —) i ma(z,y, —) kao i t—norma su neprekidne, pa je i
T(my(z,y, ), ma(z,y, —)) neprekidna funkcija.
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Teorema 2.3. Ako su 7; : X; x X; — (0,1] stacionarne fazi T—metrike, tada je
r:X?—=[0,1], X = X3 x --- x X,, dato sa

n

7’($ay) = Hri($i7yi)7 r = (xlv ~--7xn)7 Yy = (y17"'7yn)7
i=1

stacionarna fazi T —metrika.

n
Dokaz 2.3. 1. 1>ri(z;,y) >0=1>r(z,y) = [] ri(zi,y:) > 0.
i=1

2. r(z,y) = [[ri(zi,vs) =1 & (Vi € {1,...,n}) ri(xi,ys)) = 1 & (Vi €
i=1
{I,....n})zi=yi e x=y.

—

3. r(x,y) = ﬁlm(azi,yi) = ri(yi, vi) = r(y, ).

1

(2

4. Iz 4. aksiome za fazi T—metrike r; je ri(x;, y;) - vi(yi, zi) < ri(wi, 2), © €
{1,...,n},pa je
n

(o) r.2) = i) T rz) =

3

—s

(ri(ws, ys) - ri(yi, zi)) < ' ri(Ti, 2i) = r(z,2).

=1 =1

5. Posto su stacionarne fazi T—metrike, kao konstantne funkcije po parametru
« neprekidne i njihov proizvod je neprekidna funkcija.

3 Filtriranje slike koriSéenjem fazi metrika

U ovom odeljku ¢emo razmatrati filtriranje slike u boji, sa komponentama boje
crvena, zelena, plava (RGB). Pri filtriranju se koristi prozor, koji se najcesce
oznacava sa W, veli¢ine n X n gde je n neparan broj. Pikseli u datom prozoru
su oznaceni sa (i, F';), gde je ¢ = (i1,i2) € I x I, I = {0,1,...,n — 1}, vektor
sa prostornim koordinatama i1, i9 piksela (tacke sa ekrana sa celobrojnim koor-
dinatama), a F; je trodimenzioni vektor, takav da prva koordinata predstavlja
kvantitet crvene boje, druga koordinata kvantitet zelene, a treca predstavlja kvan-
titet plave boje, tj. imamo da je Fy = (F}, FS, F?) ili F; = (F}, F3, F2).

Sustina filtriranja slike je u tome da se zameni piksel koji ima Sum sa pikselom
bez Suma, §to se moze posti¢i zamenom sredi$njeg piksela u prozoru W sa pikselom
koji je na neki na¢in najbolje reprezentuje preostale piksele iz prozora W, tj.
to je piksel koji je najsli¢niji svim ostalim pikselima iz W po boji i prostornoj
udaljenosti.

Od izuzetne je vaznosti je izabrati dobar kriterijum za odabir takvog piksela
bez Suma, koji ¢e zameniti piksel sa Sumom u datom prozoru W, jer dati izbor
piksela utice na kvalitet slike, odnosno na stepen uklonjenog Suma.
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U datom kriterijumu izbora ¢e znacajnu ulogu odigrati dobar odabir fazi
T—metrike c¢. Uz pomo¢ fazi T—metrike ¢ ¢emo indukovati na skupu svih piksela
u prozoru W na odredeni nacin relaciju poretka, koja sluzi da uporedimo piksele
(¢, F;) ("pozicija”,"boja”) slike i izaberemo onaj od piksela koji se najmanje ra-
zlikuje, tj. najsliéniji je svim pikselima u W (sa stanovista boje i udaljenosti) i
njime zamenimo dati sredignji piksel u prozoru W.

Definisemo preslikavanje ¢ : W x W — R, nad W = {(4, F';)|[ € I x I}, sa

c=T(r,s),

gde suri s fazi T—metrike, a T' triangularna norma koja odgovara tim metrikama.
Da je ono fazi T—metrika sledi iz Teoreme 2.2.

Fazi T'—metrika r je definisana sa
r(Fy, Fj)=ri(F;, Fj) ra(F} F3) ra(Fy, F7),

i njom merimo sli¢nost odgovarajucih boja (jednakost kvantiteta boja) izmedu dva
piksela F'; i F;, odnosno sli¢nost k—te boje (k = 1,2, 3) merimo fazi T'—metrikom
. Da je r fazi T'—metrika sledi iz Teoreme 2.3.

Fazi T—metrikom s se meri prostorna udaljenost piksela 2 i 7. U njoj figurise
parametar t koji utice na osetljivost s fazi T'—metrike.

U radu [4] je koriscen specijalan slucaj fazi t—metrike c¢. Umesto proizvoljne t—
norme, uzeto je uobic¢ajeno definisana operacija mnozenja, odnosno fazi T'—metrika
c je definisana sa:

Fazi T—metrike ri, £ = 1,2,3. su kao u Primeru 2.1, a fazi T'—metrika s
je kao u Primeru 2.2, gde je za d uzeta euklidska metrika. Definisanjem fazi
T—metrike ¢, stvoren je jo§ jedan metod za filtriranje slike u boji, pored veé
od ranije poznatog filtriranja pomoc¢u medijane (Vector median filter) koji pruza
prili¢no uspesne rezultate jer uzima u obzir istovremeno kriterijum sli¢nosti boja
i prostornu udaljenost.
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Apstrakt

Tema Bozijeg postojanja je uvijek zanimala filozofe, teologe i nau¢nike.
Grubo govoredi, postoje dva pristupa ovom pitanju. Jedan je teoloski, i
zasnovan je na jevandeljima. Drugi je nau¢ni, i on je oslonjen na razum.
Cini se da ta dva pristupa, istorijski, imaju odvojene puteve. Ipak, slucaj
Ontoloskog dokaza pokazuje da, u jednu ruku, vjera i nauka, i u drugu, filo-
zofija i matematika, imaju mnoge zajednicke tacke. Ideja egzaktnog dokaza
Bozijeg postojanja je razvijena pod okriljem teologije i filozofije. Od skora,
skup zvani¢nih podrzavalaca ove ideje je dobio novog ¢lana — matematiku.

1 Znacaj

Ontoloski dokaz je prvi znacajniji, racionalno orjentisan, logi¢ko-teologki pokusaj
da se nesto viSe kaZze o postojanju Boga. Njegov znacaj mozZemo posmatrati iz tri
ugla:

1. To je jedno od rijetkih mjesta u nauci na kojem se spajaju, sa jedne strane
analiticka i kontinentalna filozofija, a sa druge, matematika, filozofija i
teologija. Naime, sa jedne strane, tema o postojanju Boga je prije svega
tema kojom se bavila kontinentalna filozofija. Ontoloski dokaz je svojim
logickim karakterom, a u vezi sa pitanjema o Bogu, otvorio vrata i za
analiticku folozofiju. Sa druge strane, pojam Boga je, prije svega, pojam
teologije i filozofije, ali je ontoloski dokaz pokazao da bez matematike to
pitanje ne moze biti precizno reazmotreno.

2. Ontoloski dokaz je pokazao jedan novi, netipi¢an teologki pristup. Pitanje
o postojanju Boga se ne argymentuje putem Biblije, vjere, ili empirijskih
dokaza. Dokaz je Cisto logicki, bez pitanja o pocetku ili ¢ulnoj eviden-
ciji. To je ujedno i prvi znacajniji pokusaj da se od strane zvani¢nog pred-
stavnika crkve-sveStenika nesto viSe, racionalnim sredstvima, kaze o Bogu.
Ontoloskim dokazom je najjasnije pokazana racionalna strana teizma koja je
mogla da se iskoristi u borbi sa nevjernicima. Ontoloski dokaz je jako sred-
stvo za borbu protiv empirijskog ateizma, ali i emprijskog teizma. Naime, u
istoriji religije, takode su postojali dokazi koji su dodatno snazili vjeru ljudi
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u Bozije postojanje, ali su oni bili njacesc¢e empirijskog karaktera (na prim-
jer, Hristosove mo¢i opisane u Novom zavjetu). U tom smislu, Ontologki
dokaz je sasvim ¢ist od bilo kakvih empirijskih dodataka.

3. Dokaz je svojim razvojem, kroz istoriju, odlican primjer Hilbertove ideje
o tome kako nastaje formalna teorija. Prvo postoji nedovoljno precizna,
neformalna ideja koja se zatim konkretnom aksiomatizacijom formalizuje.
Najcescée, Sira matematicka zajednica je uskréena za uvid u neformalnu
pozadinu koja stoji iza vec¢ izgradene formalne teorije. U sluc¢aju Ontoloskog
dokaza koji je formalizovan u 20. vijeku stvari ne stoje tako.

2 Proslogion (lat. Proslogium; eng. Discourse on the
Existence of God)

Danas se smatra da je prvu eksplicitnu formu Ontoloskog dokaza dao Anselm,
katolicki svestenik 11. vijeka, kasnije kanonizovan kao svetac, u svom kratkom
tekstu Proslogion. Sadrzaj koji se odnosi na dokaz se nalazi u 2. i 3. glavi tog
teksta, i u struénim krugovima jos uvijek ne postoji jedinstven stav o tome da li
se, u stvari, radi o dvije varijante dokaza (vidi [5] i [8]), ili je sadrzaj 3. glave tek
dopuna sadrzaju 2. glave(vidi [2] i [9]). Prva verzija glasi:

. ima smisla reéi da, barem, moZe da se shvati da postoji ne§to od ¢ega nista
vece ne moze biti zamisljeno .. .I bilo §ta da je shva¢eno, ono postoji u shvatanju.
I sigurno je da, ono od ¢ega nista vec¢e ne moze biti shvadeno, ne moze postojati
samo u shvatanju. Jer, pretpostavimo li da ono postoji samo u shvatanju: onda
je vece to Sto je isto, ali koje jo§ postoji u realnosti. Dakle, ako to, od cega nista
veée ne moze biti zami§ljeno, postoji samo u shvatanju, izuzetno biée, od koga
nista veée ne moze biti zamigljeno, je ono, od koga veée moze biti zamigljeno.
Zato, bez sumnje da postoji bi¢e, od koga nista veée ne moze biti zamigljeno, i
ono postoji i u shvatanju i u realnosti. (vidi str. 8 u [1])

U 3. glavi nailazimo na pasus koji se u literaturi ¢esto zove i modalnom
verzijom dokaza:

. moguce je zamisliti bi¢e koje ne moze biti zamisljeno kao nepostojece; i
ono je vece od onog koje moze biti zamigljeno kao nepostojece. Zato, ako to,
od Cega nista vecée ne moze biti zamisljeno, moze biti zamisljeno kao nepos-
tojece, ono onda nije to, od Cega niSta vece ne moze biti zami§ljeno. Ali ovo
je nepomirljiva protivrjecnost. Postoji, onda, zaista, bi¢e od kojeg nista vece ne
moze biti zamisljeno da postoji, tako da ono ¢ak ne mozZe biti ni zamisljeno da
ne postoji. (vidi str. 819 u [1])

Postoje razli¢ita tumacenja ovih pasusa. Navedimo jedno:

1. "Bog" znaci "to od Cega niSta vece ne moZe biti zamisljeno".

2. Ideja Boga nije protivrje¢na.
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3. To koje moze biti misljeno kao nepostojece (sluc¢ajno bic¢e) nije veliko kao
to koje ne moze biti migljeno kao nepostojece (nuzno bice).

4. Dakle, misliti o Bogu kao o, moguce, nepostoje¢em (slu¢ajnom) bic¢u ne
znaci misliti o najve¢em bic¢u koje se moze zamisliti. Protivrjetno je misliti
o najveéem biéu koje se moze zamisliti kao o nepostojeéem.

5. Dakle, Bog postoji. (vidi str. 14 u [4])

Cini se da je smisao oba citata iz Proslogion — a priblizan, i da je modalnost
(moguénost, nuznost) u nekom obliku prisutna u oba pasusa, samo je u drugom
mozda eksplicitnije izrazena. Ipak, mozZe se reéi da je u prvoj verziji uoceno da
je ono §to postoji u realnosti kao i u misljenju veée od onoga §to postoji samo u
misljenju, dok je u drugoj akcenat na tome da je to, ¢ije nepostojanje ne moze biti
zamiS§ljeno, veée od toga Cije nepostojanje moZe biti zamisljeno. Prvom verzijom
se postojanje uzima kao neka pozitivna osobina koju, onda, mora posjedovati bi¢e
za koje smatramo da veée od njega ne mozemo zamisliti. Drugom verzijom se ne
pravi poredenje izmedu neCega $to postoji i neCega $to postoji, veé¢ prije izmedu
dva entiteta koji postoje na dva na¢ina-nuzno i slu¢ajno (moguce).

3 Racionalizam

U Dekartovim Meditacijama (posebno u 3. i5.) postoji nekoliko mjesta na kojima
se, izmedu ostalog, govori i o Bozijem postojanju. Prema njemu, nase sopstveno
misljenje kao dokaz nesumnjivosti vlastitog postojanja, je oblik samo-afirmacije
Sto je, u stvari, Bozija distinktivna osobina. Ovog afiniteta postajemo svjesni
baveci se najjasnijom idejom: idejom savrSenog bi¢a (vidi str. 168 u [3]). Pos-
tojanje je suprotnost nepostojnju, predikat ili kvalitet bez ¢ijeg se prisustva ne
moze govoriti o savrSenom biéu. Ako Bog postoji, i ako je njegovo postojanje
sluc¢ajno, onda on ne bi bio savrSeno bice, i zato ne bi bio Bog. Slu¢ajnost pos-
tojanja je ogranic¢enje. S druge strane, Dekart dozvoljava da ne postoji nuznost
naseg misljenja o Bogu, ¢ak i ako nuzno pridajemo Bogu sva savrSenstva, posebno
nuzno postojanje. Sli¢no, nije nuzno da mislimo o trouglu, ali kada to ¢inimo
moramo mu pridati, na primjer, trostranost.

Postoji jedna znacajna slicnost izmedu Dekarta i Gedela. Naime, Dekart za ra-
zliku od ovog drugog, umjesto termina pozitivna osobina koji uoptrebljava Gedel,
koristi termin perfekcija, ali je glavni argument koji se koristi u Petoj Meditaciji
osnova za kasniju Gedelovu formalizaciju: a) Bog je subjekat svih perfekcija; i b)
postojanje je pefekcija. (vidi str. 116 u [10])

Lajbnicov najbitniji doprinos u vezi sa Ontoloskim dokazom je isticanje znaaja
premise o mogucénosti Bozijeg postojanja. Kada je jednom slu¢ajnost Bozijeg pos-
tojanja elimisana (prema Anselmu to ne moze biti osobina bi¢a od kojeg nema
veceg), ostaju nam dvije alternative: ili je Bozije postojanje nemoguce, ili je
nuzno. Zato, ako je Bozije postojanje moguée, onda je ono i nuzno. To je razlog
zbog kojeg posebnu paznju moramo posvetiti moguénosti Bozijeg postojnja.
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Pitanje Bozijeg postojanja Lajbnic razjasnjava u tri koraka:

1. Pod perfekciojm ja podrazumijevam svaki prosti kvalitet koji je pozitivan i
apsolutan, ili koji opisuje bilo $ta bez ikakvih ogranicenja. Posto je ovakav
kvalitet prost, njega nije moguée dalje analizirati ili definisati, jer inace to
ne bi bio prost kvalitet nego agregat vise njih.

2. Iz prethodnog slijedi da su sve perfekcije saglasne jedna sa drugom, to jest,
mogu se pojaviti u istom subjektu. Naime, da bi smo dokazali eventualnu
nesaglasnost A i V, gdje su A i V perfekcije, morali bismo analizirati ili A,
ili V, ili oboje. Ali poSto se po pretpostavci oni ne mogu dalje analizirati,
to se ni njihova nesaglasnost ne moze pokazati. Otuda tvrdenje 8 BhA i V
su nesaglasne” nije nuzno ta¢no, to jest, moguce je da je natacno, a to znaci
da se A i V mogu pojaviti u istom subjektu.

3. Dakle, postoji, ili moze biti zamisljen subjekat svih perfekcija ili najsavrsenije
bic¢e. Otuda je jasno da ovo bice postoji, jer je postojanje jedna od perfek-
cija. (vidi str. 167-168 u [7])

4 Gedel

Po Gedelovom sopstvenom priznanju (vidi str. 113 u [10]), Lajbnic nije uticao
na njegov rad, osim u slu¢aju Ontoloskog dokaza. Gedel je napravio konkretnu
aksiomatizaciju i dokazao implikaciju koju je neformalno u vidu imao i Lajbnic:
ako je Bozije postojanje mogucée, onda je ono i nuzno. Postoji viSe interpretacija
Gedelovog dokaza koji je [Isa¢uvan u izvornoj biljesci datiranoj na 10.2.1970.
(Posebnu zahvalnost dugujem K. Dogenu i S. VujoSevi¢u uz ¢iju pomo¢ sam dobio
biljesku). Iznesimo jednu:

A1 Konjunkcija dvije (pa i proizvoljnog broja) pozitivne osobine je pozitivna
osobina.

A2 Osobina je pozitivna akko njena negacija nije pozitivna; svaka osobina ili
(ekskluzivno) njena negacija je pozitivna.

D1 Objekat z je Bog, tj. G(z), akko posjeduje sve pozitivna osobine; to jest, za
svaku osobinu 4, ako je R(A) onda je A(z).

D2 Osobina A je esencija objekta z, akko
1. A(z);

2. Za svaku osobinu V objekta =z, svaki objekat u koji ima osobinu A
mora imati i osobinu V takode.

A3 Ako je osobina pozitivna (ili nije pozitivna), onda je ona nuzno pozitivna (ili
nuzno nije pozitivna). To slijedi iz prirode osobine.
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T1 Ako je G(z), onda je osobina G esencija objekta z.

D3 E(z) akko za svaku esenciju A objekta z, postoji nuzno neki objekat koji
ima osobinu A, to jest, objekat nuzno postoji ako je svaka njegova esencija
nuzno egzemplifiokvana.

A4 R(FE), to jest, osobina nuznog postojnja je pozitivna osobina.
T2 Ako je G(z), onda nuzno postoji neki objekat u, takav da je G(u).

T3 Ako je moguce da postoji objekat z, tako da je G(z), onda je nuzno da postoji
objekat z, tako da je G(z).

Treba napomenuti da Gedel koristi pojam pozitivne osobine kao primitivan.
To mu omogucuje da na elegantan nacin definise pojam Boga (D1) kao bi¢a koje
posjeduje sve pozitivne osobine. Ipak, ¢ini se da on osjec¢a potrebu da dodatno
opise taj pojam iako formalno, s obzirom na status pojma u aksiomatizaciji, na to
nije obavezan. Autor aksiomatizacije, uopste, rijetko dodatno objasnjava znacenje
primitivnih termina. Sada to nije sluc¢aj. Gedel kao da je osjetio da je znalenje
Citavog dokaza u dobroj mjeri oslonjeno na znacenje tog primitivnhog termina.
Na drugoj strani svoje biljeske on kaze da pozitivno znali pozitivno u moralnom
(i) estetskom smislu, nezavisno od sluc¢ajne strukture svijeta, i da to takode moze
znaliti ¢istu atribuciju (predikaciju, pripisivanje). Tu pozitivnost, kao nezavisnost
od slucajnosti on suprotstavlja ne¢emu §to u biljesci koja je pisana na engleskom
jeziku oznalava sa privation, za $to nisam u stanju da nadem odgovorajuci prevod
niti znacenje:

P% Fuw Mndiow) flzmlfau m o bl m}ﬂﬁ
[l«d?ﬂmﬂ&;{m Mtrl/wid;ﬂtgmv

@}{, vﬁé::'fﬁ.w ;w A glt"' U*’W,’f
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Citirani pasus podstic¢e na nova, filozofska pitanja. Kako shvatiti fraze "moralni
(i) estetski smisao" ili "Cista atribucija", i kako shvatiti ¢emu je takva atribucija
suprotstavljena? Pozitivnost na razumljiv nacin i bez velikih prepreka, mozemo
posmatrati u smislu vrednovanja sa odgovaraju¢eg moralnog aspekta. Naime,
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istorijski gledano, svaki moralni sistem je sa sobom nosio i sredstvo za vredno-
vanje, prihvatanje ili odbacivanje, ve¢ine postupaka koje ljudi u okviru konkretne
zajednice ¢ine. Sli¢no, mada neSto manje eksplicitno, stvari stoje i sa estetskim
vrednovanjem kroz istoriju ljudskog roda. Medutim, napomena koja u pasusu
zatim slijedi — da to moZe znaciti ¢istu atribuciju — baca novo svjetlo na sve. Ova
Gedelova terminologija direktno podsjeé¢a na ¢esto koristenu filozofsku frazu "po
sebi" kada se, na primjer, govori o odgovarajué¢im pojmovima ili entitetima "po
sebi" kao suprotnost, onome §to su oni u pojavnoj realnosti. Na primjer, govori
se 0 dobru po sebi, ili znanju po sebi, itd. Ovakvo tumacenje se svakako slaze i sa
napomenom iz pasusa da se radi o neCemu §to je nezavisno od slu¢ajne strukture
svijeta. Ideja o objektima po sebi, u dobroj mjeri, ima svoje izvore u Platonovom
ucenju za kojeg je svijet objekata po sebi, svijet originala, formi i prauzora svijeta
u kojem zivimo. Ako ovako protumadimo Gedelov pasus, to jest, prihvatimo da
je pozitivnost shvaéena kao objekat svijeta ideja, a usput se prisjetimo da o tom
svijetu ni Platon nije dao previse datalja, onda mnogo viSe ne mozemo ocekivati
ni od Gedela.

Pojam pozitivnosti dobija dodatno na znacaju zbog aksiome u kojoj je prim-
jenjeno pravilo necesitacije:
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Kako se vidi, u jednoj od aksioma je naznaceno da iz pozitivnosti neke osobine
slijedi njena nuzna pozitivnost, kako je dalje komentarisano u biljesci, §to slijedi
zbog prirode (pozitivne) osobine. Na ovom mjestu ne smijemo zaboraviti da gov-
orimo o aksiomama ¢iju istinitost ne mozemo preispitivati nikakvim empirijskim
ili formalnim razlozima, a pogotovo ne praznim spekulacijama. Ipak, Gedelov
komentar nakon te aksiome pokazuje njegovu potrebu da aksiomu barem u nekoj
mjeri intuitivno opravda. Operator nuznosti koji se pojavljuje u aksomi, se u
okviru modalne logike uvodi kao nedefinisan operator, medutim, u literaturi (vidi
[6]) postoje mjesta gdje se on, intuitivno, uvodi uz pomo¢ pojma tzv. "mogucih
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svjetova“ koji u vrijeme Gedelovog pisanja dokaza nije bio dovoljno analiziran. Sve
ovo, kao i Gedelova sintagma nezavisno od sluc¢ajne strukture svijeta upucuje nas
na to da pitanje pozitivnosti osobina kao i njihov odnos sa nuznoséu, mozda, treba
ispitivati u svjetlu teorije o moguéim svjetovima, a ne u odnosu na platonizam.

Gedelov Ontoloski dokaz je, istorijski gledano, rijedak primjer formalizacije in-
tuitivne predstave koja se kroz literaturu dugo razvijala i tako postalo opstedostupna.
Najcesce, formalizacije teorija su date kao aksiomatizacije o ¢ijoj intuitivnoj poza-
Ovaj put je situacija sasvim drugadija. Ideja na osnovu koje je aksiomatizacija
stvorena je poznata svima. U takvoj situaciji o¢ekivana su dva pitanja. Da li
je ovo najprirodnija aksiomatizacija, to jest, da li je ona mogla biti izvedena sa
drugacijim aksiomama, definicijama i primitivnim terminima? Sta, u stvari, znace
pojmovi, Cak i nedefinisani, koji se u njoj pojavljuju?

Prvo pitanje se pojavljuje i u slu¢aju aksiomatizacija ¢ija je intutivno-istorijska
pozadina mnogo skromnija, ili je javno nepoznata. Ipak, postoji razlika. Tada se
pitanje o alternativnoj aksiomatizaciji javlja, ne u odnosu na veé postojeéu intu-
itivhu predstavu, jer je ona nejce$ée i nepoznata, ve¢ kao eventualna moguénost
da se drugacijom aksiomatizacijom deduktivno zasnuje teorija koja je prvom ak-
siomatizacijom veé izgradena. Sa druge strane, u slucaju takve aksiomatizacije,
odgovor na drugo pitanje nije obavezujuéi za onoga koji izgraduje teoriju. Tradi-
cionalno i formalno, o pojmovima sve govore aksiome, definicije i teoreme. Prim-
itivni termini i nose takvo ime, jer ne obavezuju na dodatno objagnjenje. Ovo
govori koliko je slozena i specificna Gedelova aksiomatizacija Ontoloskog dokaza, u
odnosu na uobicajene aksiomatizacije. U istoriji matematike, to je smio i netipic¢an
postupak, u istoj mjeri u kojoj je u istoriji teologije prije devet vijekova to bio
Anselmov dokaz.
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Abstract

We study inverse spectral problems for ordinary differential equations on
compact star-type graphs when differential equations have different orders
on diferent edges. As the main spectral characteristics we introduce and
study the so-called Weyl-type matrices which are generalizations of the Weyl
function for the classical Sturm-Liouville operator. We provide a procedure
for constructing the solution of the inverse problem and prove its uniqueness.

Key words: geometrical graphs, differential operators, inverse spectral
problems

1 Introduction

We study inverse spectral problems for ordinary differential equations of vari-
able orders on compact star-type graphs. More precisely, differential equations
have different orders on diferent edges. Boundary value problems on graphs (spa-
tial networks, trees) often appear in natural sciences and engineering (see [1]).
Differential equations of variable orders on graphs arise in various problems in
mathematics as well as in applications. In particular, we mention transverse os-
cillation problems for such structures as cable-stayed bridges, masts with cable
supports and others.

Inverse spectral problems consist in recovering operators from their spectral
characteristics. For second-order differential operators on compact graphs inverse
spectral problems have been studied fairly completely in [2]-[5] and other works.
Inverse problems for higher-order differential operators on graphs were investi-
gated in [6]. We note that inverse spectral problems for second-order and for
higher-order ordinary differential operators on an interval (finite or infinite) have
been studied by many authors (see [7]-[8] and the references therein).

In [9] the inverse spectral problem is considered for a very particular case of
variable order differential equations on star-type graphs, when there are only two
differential equations with different orders. In this paper we study the general
case of variable order differential equations on star-type graphs. More precisely,
all edges are divided into m groups in each of which differential equations have
different orders. Moreover, we consider general matching conditions in the interior
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vertex. This general case produces new qualitative difficulties related to the
formulation and the solution of the inverse problem.

As the main spectral characteristics in this paper we introduce and study
the so-called Weyl-type matrices which are generalizations of the Weyl function
for the classical Sturm-Liouville operator (see [7]), of the Weyl matrix for higher-
order differential operators on an interval introduced in [8], and generalizations of
the Weyl-type matrices for higher-order differential operators on graphs [6]. We
show that the specification of the Weyl-type matrices uniquely determines the
coefficients of the differential equation on the graph, and we provide a construc-
tive procedure for the solution of the inverse problem from the given Weyl-type
matrices. For studying this inverse problem we develope the ideas of the method
of spectral mappings [8]. The obtained results are natural generalizations of the
well-known results on inverse problems for differential operators on an interval
and on graphs, and in particular, generalizations of the results from [9].

2 Formulation of the inverse problem

Consider a compact star-type graph 7 in R“ with the set of vertices V =
{vo,...,vp} and the set of edges £ = {e1,...,e,}, where vy,. .., v, are the bound-
ary vertices, vy is the internal vertex, and e; = [vj,v9], e1N...Nep = {vo}. Let I;
be the length of the edge e;. Each edge e; € £ is parameterized by the parameter
xj € [0,1;] such that z; = 0 corresponds to the boundary vertices vy, ..., v,, and
x; = l; corresponds to the internal vertex vg. An integrable function Y on 7" may
be represented as Y = {y;} where the function y;(z;) is defined on the edge
€;.

j=Lp’
Fix m = 1,p. Let n;, p;, i = 1, m, be positive integers such that
n>ng>...>np>1, 0<pr<p2<...<Pm-1<pPm: =D,

and put n,4+1 := 1, po := 0. Consider the differential equations on T":

n;—2

" @)+ Y quie)y? (@) = My(ay), w5 € (0,), i =Tm, j=pi1+ Lpi,
©n=0

(1)
where ¢,j(x;) are complex-valued integrable functions. Thus, the differential
equations have order n; on the edges e;, j = p;—1 + 1,p;. We call ¢; = {q,;} the

potential on the edge e;j, and we call ¢ = {q]'}j:ﬁ the potential on the graph 7.

Denote p; = p; — pi—1, 1 = 1, m.
Fix i = 1,m, j = pi—1 + 1,p;. Let Cyj(x;,A), k = 1,n;, be the solutions

of equation (1) on the edge e; under the initial conditions C’,(C’;*l)(o, ) = Okus
k,p = 1,n;. Here and in the sequel, oy, is the Kronecker symbol. Consider the
linear forms

U]V(y]) = Zry]’/ﬂy;u)(l])J j = 17p7
n=0
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where 7j,, are complex numbers, v, = Y, # 0, v = 0,n; —1 for j =
pi—1 + 1,p;. The linear forms Uj, will be used in matching conditions at the
internal vertex vg for boundary value problems and for the correspondung spe-
cial solutions of equation (1).

Denote (n) := (|n| +n)/2, i.e. (n) = n for n > 0, and (n) = 0 for n < 0.
Fixi=1,m; s=pi1+1,p;; £ =1,m; k=nep1,ne —1; p=k,n;. Let Ly, be
the boundary value problem for equation (1) on the graph 7" with the boundary
conditions

ys(0) = ... = yF2(0) =y (0) =0, (2)
y§r)(0>:07 7":0,<nl—k’—1>; lzlamvj:pl—l+17plaj7ésv (3)

and the matching conditions

Upl,l/(ypl) = Ujl/(yj)7 l= §7m7 .7 = ]-7pl - 17 V=mnp41 — 1,m1n(/<: - 17nl - 2))
(4)
V43 P

ZU]V(y]) =0,v= kanf -1 Z Uju(y]) =0,l=¢&-1,...,5, v= N1, — 1

Jj=1 Jj=1
(5)

Note that the number of conditions in (2)-(5) is nipu1 + - - + Ny pim. Matching
conditions (4)-(5) are generalizations of classical matching conditions for Sturm-
Liouville operators on graphs [3-5], matching conditions for higher-order differen-
tial operators on graphs [6], and matching conditions for variable order differential
operators on graphs [9)].

Fix i = 1,m, s = pi_1 +1,p;, k = 1,n; — 1. We introduce the solutions
U, = {wskj}j:ﬁ of equation (1) on the graph T as follows. Let £ = i,m; k =
ney1,ne — 1. Then Uy, satisfies the boundary conditions

U (0) = 6y =1, F, (6)

W) =0, r=0,(n—k—1); i=T,m, j=p1+Lp, j#s (7)

and the matching conditions at the vertex wvy:

Upl,u(wsk,pl) = Ujl/(wskj)a | = gama ] = 1apl - ]-) V="ny41 — 1,min(k - 17nl - 2)7
(8)
De D1

> Up(skg) =0, v=F,ng = 1; Y Upp(thary) =0, I =E~1,... i, v="rygq,m — 1.
j=1 j=1

(9)
The function Wy is called the Weyl-type solution of order k with respect to the

boundary vertex vs. Define additionally s, s(Ts, A) := Chp,s(zs, A).
We introduce the matrices Mg(\), s = p;i—1 + 1,p;, i = 1,m, as follows:

My, (A) := %-D(0, ).

sks

Ms(N) = [Mgr (V)]

7“217ni7
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It follows from the definition of Wy, that Mg, (\) = dx, for & > p. The matrix
M,(X) is called the Weyl-type matrix with respect to the boundary vertex wvs.
The inverse problem is formulated as follows. Fix N =1, m.

Inverse problem 1. Given {M ()\)}, s =1,p\ pn, construct q on 7.

We note that in Inverse problem 1 we do not need to specify all matrices
M()\), s = 1, p; one of them can be omitted. This last fact was first noticed in
[3], where the inverse problem was solved for the Sturm-Liouville operators on
an arbitrary tree.

Let us briefly explain the main ideas for constructing the solution of Inverse
problem 1. On the first step, we solve auxiliary inverse problems (see Section 3)
for each fixed s = 1,p \ py, and find the potential gs on the edge es from the
given Ms(A). For this purpose we develope the ideas of the method of spectral
mappings [8]. On the second step, using information on g5, s = 1,p \ pn, we
construct the classical Weyl-type matrix mp, (\) related to the edge ey,,. The
last step is the classical one: we construct the potential ¢,, on the edge e,, from
the given my,, (A) (this procedure was first described in [8]).

3 Auxiliary inverse problems.

Fixi=1,m, s = pj—1 + 1, p;. It follows from the boundary conditions (6) for the
Weyl-type solutions that

1/]sks(x57 ) Cks xsy Z Msk,u MS(m& A)7 k=1,n;. (10)
p=k+1

Using the fundamental system of solutions {C),;(z;,A)} on the edge e;, one can
write

@stk:] 33]» ZMsk]u /.L](x]7>\)7 j=p—+Lp,l=1m, k=1mn;—1,

=

(11
where the coefficients Mgy, (A\) do not depend on ;. In particular, Mg, (M)
Mg, (X). Substituting (11) into boundary and matching conditions (6)-(9) for
the Weyl-type solutions Wy, we obtain a linear algebraic system D; (A\) with
respect to My, (). Solving this system by Cramer’s rule one gets My, (\) =
Agju(N)/Agk(X), where the functions Agj,(X) and A () are entire in A. In
particular,
Msk,u(/\) = sk,u( )/Ask( )7 k< s (12)

where Ay, (A) = Aggsu(A). The function Ag,(N), kB < p (Agr(A) == Ag(N))
is the characteristic function for the boundary value problem L, and its zeros
coincide with the eigenvalues of Ly,. By virtue of (12), the functions Mgy;, ()
are meromorphic in A,

Fix s = 1,p, and consider the following inverse problem on the edge e;.
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Inverse problem 2. Given the Weyl-type matrix Mg, construct the poten-
tial gs on the edge es.

In this inverse problem we construct the potential only on the edge ez, but
the Weyl-type matrix M, brings a global information from the whole graph. In
other words, this problem is not a local inverse problem related only to the edge
€s.

Theorem 1. Fiz s = 1,p. The specification of the Weyl-type matriz M,
uniquely determines the potential qs on the edge es.

We omit the proof since it is similar to that in [8, Ch.2]. Moreover, using
the method of spectral mappings one can get a constructive procedure for the
solution of Inverse problem 2. It can be obtained by the same arguments as for
n-th order differential operators on a finite interval (see [8, Ch.2] for details).
Note that like in [9], the nonlinear Inverse problem 2 is reduced to the solution
of a linear equation in the corresponding Banach space of sequences.

Fix i = I,m, j = pi—1+ L,pi. Let p;i(xj,A), & = 1,n;, be solutions of
equation (1) on the edge e; under the conditions

905’271) (lj7 )‘) = Ok, Vv = m? 905}1:71) (07 >‘) =0, u=1,n; — k.

We introduce the matrix m;(A) = [k, (M), ,—17;, where mjp, (A) := ¢§Z_1)(lj, A).
The matrix m; () is called the Weyl-type matrix with respect to the internal ver-
tex vo and the edge e;.

Inverse problem 3. Fix j = 1, p. Given the Weyl-type matrix mj, construct
the potential ¢g; on the edge e;.

This inverse problem is the classical one, since it is the inverse problem of
recovering a higher-order differential equation on a finite interval from its Weyl-
type matrix. This inverse problem has been solved in [8], where the uniqueness
theorem for this inverse problem is proved. Moreover, in [8] an algorithm for the
solution of Inverse problem 3 is given, and necessary and sufficient conditions for
the solvability of this inverse problem are provided.

Fix i =1,m, j = pi—1 + 1,p;. Then (see [9]) for each fixed s = 1,p1 \ J,

V(1,0

iw(A) = ’ = 27 s 13
k—2 v—1
oy = 3t (0 X U U N Ny
JRV - &—1 ) = = Tlg.
detly ;! (1, Ve o1
(14)
4. Solution of Inverse Problem 1. Now we are going to obtain a

constructive procedure for the solution of Inverse problem 1. Our plan is the
following.
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Step 1. Let the Weyl-type matrices {Ms(\)}, s =1,p\pn, be given. Solving
Inverse problem 2 for each fixed s = 1,p \ pn, we find the potentials g5 on the
edges es, s =1,p\ pn.

Step 2. Using the knowledge of the potential on the edges es, s = 1,p \ pn,
we construct the Weyl-type matrix m,,,, .

Step 3. Solving Inverse problem 3 for j = py we find the potential g,, on
the edge e,

Steps 1 and 3 have been already studied in Section 3. It remains to fulfil Step

Suppose that Step 1 is already made, and we found the potentials ¢, s =
1,p\pn, on the edges es, s = 1,p\pny. Then we calculate the functions C;(x;, \),
j=T1,p\ p; here k = T,m; for j = pi_1 + 1, pr.

Fix s=1,p; if N >1),and s =1,p; — 1 (if N = 1). All calculations below
will be made for this fixed s.

Our goal now is to construct the Weyl-type matrix my,, (A). According to
(13)-(14), in order to construct my, (A) we have to calculate the functions

wskpN(pN,)\), k=1,ny—-1 v=0,ny—1. (15)

We will find the functions (15) by the following steps.

1) Using (10) we construct the functions

PN, =Ty =1, v =0,m — 1, (16)
by the formula
wikl(l& )\) lSa A Z Msku (ls, A) (17)
p=k+1

2) Consider a part of the matching conditions (8) on Wy. More precisely,
let £ = N,m, k=mnep1,me—1, 1 =& m, j =1,p— 1. Then, in particular, (8)
yields

Upl,u(wska = Ujv<¢skj)u V=mnp41 — 17min(k - 1,71[ - 2) (18)

Since the functions (16) are known, it follows from (18) that one can calculate
the functions

U1, N), E=Nymy k=ngpnne —1, L=&m, j=T,p, v=n11 — L min(k — L, — 2).

skj
(19)
In particular we found the functions (15) for v =0,k — 1.
3) It follows from (11) and the boundary conditions on W that
n
W= 3 Man(NC 1), (20)

p=max(n;—k+1,2)
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k=1,n -1, 1=1m, j:pl—l+17pl\sv v=_0mn—1

We consider only a part of relations (20). More precisely, let £ = N,m, k =

’I’L§+1,TL£—1, I = ]-ama j:pl—1+17pla .] #pNa j#sv V:07min(k_17nl_2)‘
Then

ny
3 MagijuNC (15, 0) = 050 (15, 0), v =0, min(k — 1,y — 2).
p=max(n;—k+1,2)

(21)
For this choice of parameters, the right-hand side in (21) are known, since the
functions (19) are known. Relations (21) form a linear algebraic system ogy;
with respect to the coefficients Mgy, (A). Solving the system o,;; by Cramer’s
rule we find the functions My, (). Substituting them into (20), we calculate
the functions

1/{512“]7)\), k - 1,7’LN - 17 l: 17m) j:pl—l + 1)pl \pNu V= O)nl -1 (22)

Note that for j = s these functions were found earlier.

4) Let us now use the generalized Kirchhoff’sconditions (9) for Wy,. Since
the functions (22) are known, one can construct by (9) the functions (15) for
k= 1,ny—1, v = k,ny — 1. Thus, the functions (15) are known for k =
I,ny—1, v=0,ny — 1.

Since the functions(15) are known, we construct the Weyl-type matrix m,,, (\)
via (13)-(14) for j = pn. Thus, we have obtained the solution of Inverse problem
1 and proved its uniqueness, i.e. the following assertion holds.

Theorem 2. The specification of the Weyl-type matrices Ms()\), s = 1, p\pn,
uniquely determines the potential ¢ on T. The solution of Inverse problem 1 can
be obtained by the following algorithm.

Algorithm 1. Given the Weyl-type matrices Ms(\), s =1,p \ pn.

1. Find the potentials ¢s, s = 1,p \ pn, by solving Inverse problem 2 for each
fixed s =1,p\ pn.

2. Calculate C,g?)(lj,/\), j=1,p\pn; here k = 1,n;, v =0,n;, — 1 for j =
pi-1+ 1, pi.

3. Fix s=1,p1 (if N >1),and s = 1,p; —1 (if N = 1). All calculations
below will be made for this fixed s. Construct the functions (16) via (17).

4. Calculate the functions (19) using (18).
5. Find the functions Mgy, (A), by solving the linear algebraic systems ogp;.
6. Construct the functions (15) using (9).

7. Calculate the Weyl-type matrix m,,, (A) via (13)-(14) for j = pn.
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8. Construct the potential g,, on the edge e, by solving Inverse problem 3.
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Struéni rad

Apstrakt

U radu je analiziran fotorefraktivni efekat, tj. navedeno je nekoliko prim-
jera numerickih nestabilnosti pri rjeSavanju odredenih problema kod ovog
efekta. Ovaj efekat je definisan diferencijalnim jednacinama koje je tesko
rijeSiti analiticki pa se rjeSavaju numerickim metodama pri ¢emu je potrebno
primjeniti najoptimalniju metodu. Takode, na matemati¢km primjeru je
pokazano kako primjena numerickih metoda uti¢e na rjeenja koja su ¢esto
razli¢ita i pogresna. Kada se na matematickom primjeru definise najadek-
vatnija metoda, ista se koristila pri rjeSavanju problema kod fotorefraktivnog
efekta.

1 Fotorefraktivni efekat

Analizira¢emo primjer prora¢una kod fotorefraktivnog efekta koji predstavlja pro-
ces Cetvorotalasnog mijeSanja laserskih zraka (4TM) pri interakceiji laserske svjet-
losti sa nekim kristalima. Kod ovog efekta dolazi do periodi¢ne promjene indeksa
prelamanja neke opticke sredine, ta¢nije re¢eno nekih kristala (barijum titanat,
litijum niobat, itd.) pod dejstvom svjetlosti. Pod dejstvom svjetlosti u kristalu
dolazi do formiranje difrakcione resetke na kojoj se mogu rasijavati dodatni upadni
zraci.

Pri osvjetljavanu kristala sa tri laserska zraka Cije su amplitude A;, Ao i Ay
kao rezultat nastaje etvrti talas amplitude As. Za razliku od poznatog zakona
refleksije svjetlosti u geometrijskoj optici, reflektovani zrak As vraca se istim
putem zraka Ay (slika 1).

Proces 4TM u kristalu je opisan jednatinamall]:

dA, dA?

E = QA4 — aAl, E = —QAT — OZAZ, (1)
dA3 . . dA3
T; = —QA?) + QAQ, % == QAZ + OéA3, (2)
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Slika 1: Sematski prikaz etvorotalasnog mijesanje (4TM) u fotorefraktivnim
kristalima

gdje su oznake: A amplitude talasa,a je koeficijent apsorpcije, dok znak "zv-
jezdica” oznacava konjugovano kompleksne veli¢ine. Oznaka () predstavlja tzv.
amplitudu transmitivne difrakcione resetke koja zadovoljava jednaéinu:

dQ

il

dt

gdje je T vrijeme relaksacije, I je ukupni intenzitet talasa, tj. I = ) |Ai|27

dok parametri € i 7 zavise od elektri¢nih polja u kristalu [2]. Parametri € i
mogu biti realni ili kompleksni brojevi.

+2Q = T (A14] + A3 ), 3)

Navedene jednacine je tesko rijesiti analiticki. Problem rjeSavamo numeric¢kim
metodama. Poznato je da ovaj na¢in rjeSavanja moze dati rjeSenja koja se potpuno
razlikuju od ta¢nih [3].

2 Matematicki primjer numerickog rjesavana jednacina

Prije analize navedenog problema, analizirajmo jedan matematicki primjer, t;j.
pokugajmo numericki rje§iti diferencijalnu jednacéinu:

Y- ); (1
(4) pri ¢emu je poznat pocetni uslov y(0) = yo.
Treba naglasiti da se jednacina (1) moze ta¢no rijesiti analiticki, pri ¢emu je
rjeSenje dato izrazom:

3Ce* —1
y= 1— C’e4x ) (5)

gdje je konstanta C' = (yo +3) / (yo — 1).

Ako uzmemo pocetnu vrijednost yg = 0, 5, rjeSenje jednatine 5 daje vrijednost
za y koja monotono raste i konvergira ka vrijednosti y = —3 kad x— oo.

Radi ilustracije pokusajmo rjesiti jednac¢inu 4 numerickim metodama. Prim-
jeniéemo kombinovanu numericku metodu koja se dobija kombinacijom metode
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Slika 2: RjeSenje jednacine koje slijedi iz izraza 7

centralnih razlika (modifikovana Ojlerova metoda) i Ojlerove metode [4][5]. Na
osnovu ove metode iz jednacine 1 slijedi izraz:

d=m) (“;;1 tna) m(““}i “) (4 3) (un—1); (6)
gdje je m parameter Cije su vrijednosti:0 < m < 1, h je integracioni korak, a
uy, numericko rjeSenjenje nakon n koraka. Za m=1, prethodni izraz svodi se na
Ojlerovu metodu, a za m=0, svodi se na metodu centralnih razlika.
Iz navedenog izraza 6 slijedi:

1—m

2
Un1 = T ttnt + e (M4 20w+ (ur, = 3)] (7)

Rjesenja koja slijede iz izraza 7 zavise poCetnih vrijednosti, od integracionog
koraka h, i od parametra m. Analiza pokazuje da za slu¢aj m < h ova metoda
daje nestabilna rjesenja.

Za pocetak uzmimo da je m=0. Pocetni uslovi su: ug = yo i u1 = Yo +
h(yo +3) (yo — 1).

Za pocetne vrijednosti ug=0.5 i u;= 0.495 za integracioni korak h = 0.003,
rjesenje koje slijedi iz izraza 7 je neta¢no i daje numericke nestabilnosti (slika 2).

Na pocetnom interval promjenjljive z, rjeSenje tezi tacnoj vrijednosti a za-
tim na pojedinim intervalima promjenjljive, rjeSenja osciluju oko karakteristi¢nih
tacaka - 1 1.

Razlog koji dovodi do nestabilnosti je neadekvatna numericka metada pri ¢emu
najvedi uticaj ima gresSka zaokruzivanja do decimale kolika je preciznost ra¢unara.

Smanjvanjem koraka pojavljuju se mala poboljsanja dok se sa jos veéim sman-
jenjem koraka prora¢un komplikuje i dobijaju se potpuno netaéna rjeSenja.

Ako se uzima vedi korak integraljenja, greska je velika i rjeSenje vrlo brzo tezi
Up, —> —O0.

Radi ilustracije, za pocetnu vrijednost ug=0.5, za korak h=0.16 i m=0.001
dobijamo numeric¢ki haos (slika 3).
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Slika 3: Rjesenje koje dovodi do numerickog haosa

Daljnja analiza pokazuje da se podeSavanjem parametara, moze do¢i do tatnog
rjeSenja. Npr. za h=0.003 i m=0.2 dolazimo do tacnog rjesenja.

Takode, problem se moze rijesiti trazeéi pogodniju numeri¢ku metodu. Npr. u
slu¢aju da se primjeni Runge-Kuta metoda éetvrtog reda, dobi¢emo tacno rjesenje.

Iz navedenog zakljucujemo da nas razli¢ite numericke metode mogu voditi u
razli¢ita rjeSenja.

3 Rjesavanje problema fotorefraktivnog efekta

Pretpostavimo da smo na prethodnom matemati¢ckom primjeru nasli najpogod-
niju numeric¢ku metodu i primjenimo je na navedeni fizikalni problem. Iz jedna¢ina
1, 2 i 3 ratunamo intenzitet reflektovanog zraka Is u funkciji od upadnog zraka
1. Kao $to smo napomenuli, navedene jednacine je tesko rijesiti analiticki, pa se
rjeSavaju numeri¢kim metodama.

Ovdje ¢emo analizirati veli¢ine na ulaznoj strani kristala (z=0) pa uz aproksi-
macije iz (2) dobijamo rjesenja za amplitude A9y i Asp:

Ay = Coe ™ cos Qd, Asy = —Cae ™ sin Qd (8)

gdje je @ srednja vrijednost amplitude a d debljina kristala. Takode, radi
pojednostavljenja uzimamo da je a= 0.

Nakon toga potrebno je rijesiti diferencijalnu jednacinu 3. Najjednostavnija
aproksimacija je u stabilnom stanju pa iz 3 slijedi tzv. iterativno preslikavanje.

Qnt1 = Elf (A1Aq + 14_12143)”. (9)

Iz 8 i 9 slijedi:
|Cal?

_ ~ |G
Qn+1 = i <C'104

sin (2Qnd)) , (10)
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Slika 4: a) Parametar v = 3, b) Parametar v = 5, ¢) Parametar v = 8, d)
Parametar v = 10
Dijagrami reflektovanog talasa I3 u funkciji od upadnog zraka Iy

gdje je: C1 = Ay 1 Cy = Ay za vrijednosti £ na ulaznoj strani kristala (z=0),
a Cy = Ag za vijednost z na izlaznoj strani kristala (z=d).

Iz 10 i 8 slijede rjeSenja na slici 4 na kojima je predstavljena zavisnost reflek-
tovanog zraka I3 u funciji od upadnog zraka I, za razli¢ite vrijednosti parametra
~. U ovoj situaciji veli¢ine su predstavljene kao funkcije realnih promjenjljivih §to
predstavlja pojednostavljenje problema.

Problem je rjesavan metodom iterativnog preslikavanja. U rjeSenjima se po-
javljuju numericke nestabilnosti pa i numericki haos sa porastom vrijednosti
parametra . Ove nestabilnosti su posledica neadekvatnih metoda jer ih eksperi-
menti ne potvrduju.

Na slici 5 prikazana su preslikavanja koja slijede iz jednacine 10 za konstantne
vrijednosti A4 Ova preslikavanja se odnose na grafike na slici 4b) i 4d). Oblik oba
grafika na slici 5 ukazuje na periodi¢nu zavisnost, tj. oblik sli¢an trigonometrijskoj
funciji koja se pojavljuje u preslikavanju. Na navedenim graficima se ne pojavljuju
numericke nestabilnosti, ali se pojavljuju u kona¢nim rjesenjima (slika 4).

Na slici 6 data su rjeSenja prethodnih jednacina pri éemu su svi parametri
na oba primjera jednaki [6][7][8]. Pod a) rezultat je dobijen iterativnim preslika-
vanjem, a pod b) problem je rjeSavan Runge-Kuta metodom ¢cetvrtog reda. Ova
metoda primjenjena na matematickom modelu koji smo analizirali, daje ta¢na
rjeSenja. Medutim, u ovoj situaciji obje metode daju slicne rezultate sa nu-
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Slika 5: Preslikavanje koje se odnosi na grafik na slici 4b) i 4d)

meri¢kim nestabilnostima. U ovom primjeru uzeli smo komplikovaniji slu¢aj da
je parameter v kompleksan broj. Tako obje metode daju sli¢na rjesenja, ipak oba
su netacna jer ih eksperimenti ne potvrduju. Zakljuéujemo da je sam primjenjeni
model nestabilan.

Slika 6: Dijagrami reflektovanog talasa Isu funkciji od upadnog zraka Iy

Na slici 7 prikazano je preslikavanje koje slijedi iz jedna¢ine 10 za konstantne
vrijednosti Ay i odnosi se na grafik na slici 6 a). Oblik grafika na slici 7 ukazuje
na periodi¢nu zavisnost, ali se na njemu za razliku od grafika na slici 5 pojavljuju
numeric¢ke nestabilnosti §to znaci da je ovaj sluc¢aj sa parametrom ~ kao komplek-
snim brojem, jo§ nestabilniji.
1z svega navedenog moze se zakljuciti da je navedeni model nestabilan ali i prim-
jenjene metode vode u numericke nestabilnosti jer eksperimentalni rezultati ne
potvrduju navedena rjeSenja. Dakle, treba biti oprezan pri rjeSavanju nestabil-
nih fizikalnih problema, gdje nas i primjenjeni model, a i metode mogu voditi u
pogresne rezultate sa numeri¢kim nestabilnostima.
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Slika 7: Preslikavanje koje se odnosi na grafik na slici 6 a)
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Struéni rad

Apstrakt

U radu su dokazane jednakosti i nejednakosti za sopstvene vrednosti
datog grafa G = (V, E), |[V| =n > 1, |E| = m > 1, Opialovog i Wirtingero-
vog tipa.

Spektralna teorija grafova se veoma Cesto primenjuje u reSavanju mnogih
problema u rac¢unarskim naukama, numeri¢koj matematici, fizici, biologiji,
kao i u mnogim drugim nau¢nim i tehnic¢kim disciplinama. U ovom radu se
stavlja akcenat na njenu primenu u hemiji. Hemijski sastavi se predstavl-
jaju empirijskim i strukturalnim formulama. Strukturalne formule se mogu
predstaviti pomocu grafova, pri ¢emu se atomi predstavljaju ¢vorovima, a
hemijske veze granama grafa. U izufavanju materijala i legura spektralna
teorija grafova igra nezaobilaznu i osnovnu ulogu. Naro€ito se primenjuje
u sluajevima kada novi materijali i legure treba da se sintetigu sa unapred
definisanim karakteristikama.

Glavni zadatak spektralne teorije grafova je nalazenje spektra, tj sop-
stvenih vrednosti i sopstvenih vektora datog grafa, kao i odredivanje karak-
teristiénog i minimalnog polinoma. Nijedan od ovih zadataka, u opstem
sluaju nije lak, a veoma retko se mogu naéi re§enja u zatvorenom obliku.
Zbog toga se, prilikom izratunavanja sopstvenih vrednosti, odnosno nula
odgovarajuceg karakteristi¢cnog polinoma, Cesto koriste numericke metode.
Takode, veoma znacajnu ulogu igraju nejednakosti, koje sadrze sopstvene
vrednosti ili karakteristi¢ne polinome. U ovom radu smo izlozili jednakosti i
nejednakosti, posebno one diskretne Opialovog i Wirtingerovog tipa (videti
na primer [1,3]). Razlog lezi u ¢injenici da se one mogu transformisati u
nejednakosti za sopstvene vrednosti grafova.

Teorema 0.1. Za sopstvene vrednosti A1, Ag, ..., A, grafa G = (V, E), |[V|=n >
1, |[E] = m > 1, vaze sledeée nejednakosti

M+X+...+2,=0 (1)
M+ A+ .+ A2 =2m.

Dokaz 0.1. Dokaz: Neka je V = {x1,z2,...,x,} skup &vorova datog grafa G =
(V,E), &ja je matrica susedstva binarna matrica A = (a;5), reda n x n. Tada
vazi jednakost
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MM+ X = A = Zau,

za k =1,2,...,n. Kako je a;; =0, za svako i = 1,2, ...,n, vazi

)\1+)\2+...+)\n:t7“A:ZaM:O.
=1

Za k = 2 vazi
MM+ N =A% = Za@) Zd

Teorema 0.2. Za sopstvene vrednosti A1, Ag, ..., A, grafa G = (V, E), |[V|=n >
1, |[E| = m > 1, vazi sledec¢a nejednakost

n—1

3" MeAest + A3+ 23| < cos 2)
k=1 n
Dokaz 0.2. Dokaz: Neka je d = [ ai az ... ap ]T dati vektor, gde su ag, k =

1,2,...,n realni brojevi i a; +as+...+a, = 0. Na osnovu brojevima aj, formiramo
jednakost

n—1

Z (ap — ak+1)2 = (H - d, a), (3)

k=1
gde je H trodijagonalna matrica, reda n x n, definisana pomoéu

1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
H =
0 0 0 2 -1
L0 0 0 -1 1 |

Sopstvene vrednosti matrice H (videti 1], |2] i [ |),suzy =0ix, =4 cos2 w
E=23,...n pricmuje0 =2 <29 < .. < Tp_1 < Tp = COS> 5>+ Sada, u

saglasnosti sa (3) vazi slede¢a nejednakost
xo(d,d) < (H-d,d) <uxz,(d, d),
t.

n—1

n
T
a2 <2 az+a%+ai—22akak+1§4co 2—2
k=1 k=1 k=1 =1

3
3

4 sin?

wm

—
W

N—r
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Sopstvene vrednosti Ap, Ag, ..., A\, grafa G = (V| E), zadovoljavju (1), i za-
menom ay, := v/2mMy, u (4), dobija se (2).

Razmotrimo niz realnih polinoma (Qy (z)),k € Ny, ¢iji su ¢lanovi dobijeni na
osnovu rekurentne relacije

2Qp+1 (%) = —1kQp (%) + (1g + 7-1) Qr—1 (¥) — 75-1Qx—2 () (5)
Q,1 (.’L‘) = Oa QO (:E) =1

gde je (ry), k € No, 1o = 0, dati tezinski niz. Ozna¢imo sa R, (z) polinom

Ry () = @Qn () = Qn-1 (2) (6)

i sa A, i By, respektivno, minimalnu i maksimalnu nulu ovog polinoma, za fik-
sirano n.

Ako je G = (V,E), |[V| =n > 1, |E|] = m > 1, dati graf ¢ije su sopstvene
vrednosti A1, Ag, ..., Ap, onda vazi nejednakost

n—1
2m An <Y i (A — A1) < 2m By,
k=1
Na levoj (desnoj) nejednakosti jednakost nastupa, za A\ = v2mQr_1 (t),
k=1,2,...n,gde jet = A, (t = B,).

Teorema 0.3. Sopstvene vrednosti A1, A, ..., A, grafa G = (V. E), |[V|=n > 1,
|E| = m > 1, zadovoljavaju slede¢u nejednakost

1
An <Y e (A — A1) < By (7)
1

S
|

=
Il

Dokaz 0.3. Dokaz: Neka je d = [ air as ... an ]T dati vektor, gde su ag, k =
1,2,...,nrealni brojevi sa osobinom a; +ag+...+an = 0. Defini§imo trodijagonalnu
matricu H, reda n X n, kao

T1 —T1 0 e 0 0
—r1 r1+72 —T9 0 0
_ 0 —T9 T + 73 0 0
H=| |
0 0 0 Tn—2 + Tn—1 —Tn—1
L 0 0 0 —Tn Tn—1+7Tn ]
Na osnovu brojeva ag, & = 1,2,...,n i matrice H, moZemo da formiramo
jednakost
n—1
> rilag — apsr)’ = (H - @,@). (8)
k=1
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Na osnovu prethodne rekurentne relacije, za neku konstantu n, formiramo
jednacinu
v y=H-§+r, R,(x)-¢ (9

)
. T . T .
glesuy=[Qo(z) Qi(®) ... Qual(x)] ,€=[0 .. 0 1] iR,(2)
dati sa (6). Iz jednakosti (9) lako se zakljuCuje da je svaka nula polinoma R, ()
ujedno i nula matrice H. Ako ozna¢imo sa A, i B,, respektivno, minimalnu i
maksimalnu nulu polinoma R, (z), tj. sopstvenu vrednost matrice H, onda na
osnovu (?7?) vazi nejednakost

n n—1 n
A 2 < — 2<B 2
n ) ap <) ri(ag —arp1)” < By ) ag.
k=1 k=1 k=1

Zamenom, aj := v/2mM\g, k = 1,2,...,n, i na osnovu (??) ove nejednakosti se
transformiSu u nejednakosti (7).

Posledica 0.3.1. Sopstvene vrednosti A1, Ag, ..., A, grafa G = (V, E), [V|=n >
1, |[E] = m > 1, zadovoljavaju sledecu nejednakost

n—1

> k(ak — ag1)® < Bn,
k=1

pri ¢emu je B, najvecéa nula Laguerrianovog polinoma Lq(l__ll) (x) .
Teorema 0.4. Za grafove L,, = (V,E),V ={1,2,...,n},E ={{1,2},{2,3},...,{n — 1,n}},
n > 3, vazi rekurentna relacija
P,(A) =AP—1(A\) — P2 (),
pri ¢emu je P (A) = .

Dokaz 0.4. Dokaz: Matrica susedstva grafa L, je binarna trodijagonalna matrica
A, reda n x n, sa jedini¢nim bo¢nim i nultom glavnom dijagonalom,

0100 -- 00
1010 00
101 00

A=
0000 01
L0000 10 |

Karakteristican polinom ove matrice je
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A -1 0 0 0 0 ]
-1 A -1 0 0 0
0 -1 A -1 0 0
Py (\) =det (A — A) =
0 0 0 0 A -1
L0 0 0 0 1 A,

Razvojem po prvoj koloni, a zatim po drugoj vrsti drugog minora ove deter-
minante, dobijamo P, (A\) = AP,—1 (A\) — Ph—2 (A).

Teorema 0.5. Neka su A1, Ao, ..., A\, nule karakteristi¢nog polinoma grafa G =
(V,E), |V|=n>1, |E| = m. Tada vaZi nejednakost

n—1
T

8m sin® 5 = ; (i — Aig1)? < 8m cos? %

Dokaz 0 5. Dokaz: Za sopstvene vrednosti A1, Mg, ..., A\, datog grafa vaze jed-

nakosti Z)\ =01 Z)\2—2m
i=1 i=1
Na osnovu nejednakosti

2 T 2
4 sin® —Zx <Z Ti — Tiy1) §4cos o 7,
i=1

n
koja vazi pod uslovom ) z; = 0, direktno se dobija traZeni rezultat.
i=1
U levoj nejednakosti, jednakost nastupa, kada je

20— 1
)\i:\/2m‘cos( 22 )7[', i=1,2,..,n,
n

a u desnoj za

- 20— 1
\i = (—1)’_1 V2m - cos ( 12 )71, i=1,2,...,n.
n

Teorema 0.6. Neka su A, A2, ..., A\p, Ant1 = A1, sopstvene vrednosti grafa G =
(V,E), |V| =n, |E| = m. Tada vazi nejednakost

n
Lo T
E (A — )\k+1 > 8m sin? —.
n

k=1

Jednakost nastupa ako i samo ako je Ay = A cos £ 2’” +B sin 2’”, k=1,2,...n
gde su A i B proizvoljne konstante.
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Teorema 0.7. Neka su A\, \g, ..., A, sopstvene vrednosti grafa G = (V, E), |V| =
n > 1, |[E| =m > 1. Tada vazi nejednakost

1
L

(A = 271 + Ars2)” > 82m sin’ =,
n
0

B
Il

pri ¢emu je Ag = A1 1 App1 = An. Jednakost nastupa ako i samo ako je Ay =

, k=1,2,...,n, pri ¢emu je A proizvoljna konstanta.
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Apstrakt

Ucenici bi trebalo da svojim sopstvenim misaonim naporima aktivno
konstruisu znanja. U nastavi matematike ne bi trebalo aktivnosti ucenika
svesti samo na nalazenje reSenja rutinskih problema, veé¢ i onih nerutinskih,
nestandardnih i nestrukturiranih. Veoma vaznu ulogu u oblasti matema-
tike i matemati¢kog migljenja, osim resavanja problema, ima i postavljanje
problema. Naime, u matematici kao nauci postavljanje, formulisanje, gene-
risanje problema predstavlja proces koji zahteva bogato iskustvo i ekspertizu
u oblasti, ali i kreativno misljenje matematicara. Kada ucenike angazujemo
u postavljanju problema, tada ih zapravo stavljamo u ,ulogu” matematic¢ara
kao nauénika i nudimo im moguénost da iskuse nesto drugaciji aspekt ma-
tematike. Postavljanje problema omogucava ucenicima da prodube svoja
matematicka znanja, da poboljSaju razumevanje matematickih koncepata,
motivise ih da razvijaju sopstvene matematicke ideje i podstice kreativno
mi§ljenje. Ipak, u nastavi matematike se ovim situacijama i aktivnostima
posvecuje malo vremena. U prvom delu rada daje se prikaz nekih teorijskih
razmatranja i istrazivanja o pojmu i znac¢aju postavljanja problema u nastavi
matematike, i isti¢u se prednosti i slabosti ovog pristupa. U drugom delu
rada ukazuje se na moguénosti primene aktivnosti i situacija postavljanja
problema u poc¢etnoj nastavi matematike.

1 Uvod

Svrha Skolskog obrazovanja u svakoj zemlji je, u veéoj ili manjoj meri, ra-
zvijanje nezavisne, samouverene, motivisane i multitalentovane licnosti sposobne
da kriticki misli, koja ¢e uspesno odgovoriti na izazove u razli¢itim drustvenim
uslovima u toku svog zivota (Pehkonen, 2007). ReSavanje problema predsta-
vlja snazno sredstvo razvijanja misaonih sposobnosti viseg stepena, pa kao takvo
predstavlja jedan od glavnih ciljeva i integralni deo ucenja i nastave matematike.
Medutim, navodi Pehkonen, reSavanje problema nije samo cilj, ve¢ i sredstvo
uCenja matematike. Kao jedan od ciljeva osnovnog obrazovanja i vaspitanja u
Republici Srbiji navodi se ,josposobljavanje za reSavanje problema, povezivanje i
primenu znanja i vestina u daljem obrazovanju i svakodnevnom zivotu” (Zakon o
osnovnom obrazovanju i vaspitanju, ¢lan 21, str. 6). Dakle, biti dobar ,regavac”
problema donosi velike prednosti i u svakodnevnom Zivotu, daljem obrazovanu i
na radnom mestu. Medutim, oni koji se bave matematickim obrazovanjem Cesto
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zanemaruju drugu, veoma bitnu stranu reSavanja matematickih problema, a to
je postavljanje problema. Problemi sa kojima se suocavamo u svakodnevnom
zivotu i radu, skoro nikada nemaju ¢isto matemati¢ku formu. Dakle, potrebno
je odredene situacije matematizirati, odnosno prevesti ih na jezik matematike, a
zatim ih resavati.

2 Pojam, uloga i znac¢aj postavljanja problema u na-
stavi matematike

U matematickoj literaturi pod problemom podrazumevamo datu situaciju ili
zadatak kada je pojedinac primoran da povezuje poznate informacije na nov nacin
kako bi dati zadatak izvrsio (Kantowski, 1980, prema Pehkonen, 1997). Ako
pojedinac odmah prepozna postupke koji su potrebni da bi resio zadatak, onda
¢e za njega to biti rutinski zadatak. Stoga je pojam problem ograni¢en vremenom
i pojedincem, odnosno da li ¢e nesto biti problem zavisi od osobe koja ga reSava.

U matematickom obrazovanju, posle nekoliko decenija istrazivanja koja su
se fokusirala isklju¢ivo na reSavanje problema, matematic¢ari, ali i ostali koji se
bave istrazivanjima u oblasti matemati¢kog obrazovanja, postepeno su poceli da
uvidaju da je razvijanje sposobnosti postavljanja matematic¢kih problema, u naj-
manju ruku, podjednako vazno u obrazovnom smislu kao i razvijanje sposob-
nosti njihovog resavanja (Stoyanova, Ellerton, 1996). Mnogi istaknuti nauc¢nici
su prepoznali da sposobnost postavljanja bitnih, sustinskih pitanja ima podjed-
nak znac¢aj u nau¢nom radu, kao i sposobnost da se pronadu reSenja i odgovori.
Ajnstajn i Infeld (1938) navode ,Formulisanje problema je Cesto bitnije od njego-
vog reSavanja, koje moze biti stvar isklju¢ivo matematickih ili eksperimentalnih
vestina. Postaviti nova pitanja, nove moguénosti, sagledati stara pitanja iz novog
ugla, zahteva kreativnu imaginaciju i predstavlja istinski napredak u nauci” (Ein-
stein, Infeld, 1938, prema ibidem, str. 518). Postavljanje problema predstavlja
po mnogima karakteristiku kreativne aktivnosti i izuzetnog talenta. Hadamard
smatra da je sposobnost identifikovanja klju¢nih pitanja istrazivanja indikator iz-
uzetne darovitosti u oblasti matematike (Hadamard, 1945, prema Silver, 1994).
Dakle, mozemo reé¢i da postavljanje problema, zajedno sa njihovim reSavanjem,
ima centralnu ulogu za oblast matematike i matemati¢ko migljenje uopste. U ma-
tematici kao nauci postavljanje, formulisanje, generisanje problema predstavlja
proces koji zahteva bogato iskustvo i ekspertizu u oblasti, ali i kreativno misljenje.
,Otkriti”, odnosno postaviti problem ne podrazumeva i njegovo resavanje jer po-
stoji veliki broj otvorenih i neresenih pitanja i problema u matematici. Kada
ucenike angazujemo u postavljanju problema, tada ih zapravo stavljamo u ulogu
matematicara kao nau¢nika. Naravno, problemi koje ucenici postavljaju ne mogu
se porediti sa problemima koje postavljaju matematic¢ari, ali im na ovaj nacin
nudimo moguénost da iskuse nesto drugaciji aspekt matematike.

Silver (1994) opisuje postavljanje problema kao generisanje, kreiranje novih
problema ili reformulaciju veé postojeé¢ih problema. Stojanova definise postavlja-
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nje problema kao proces kojim se na osnovu konkretne situacije formuliSu mate-
maticki problemi (Stoyanova, 1998 prema Lowrie, 1999). Inglis (English, 1997b)
smatra da glavnu aktivnost postavljanja problema predstavlja generisanje novih
pitanja iz ve¢ datih matematickih zadataka. Silver i dr. isti¢u da cilj nije reSavanje
datog problema veé kreiranje novog problema na osnovu date situacije ili pret-
hodnog iskustva (Silver i dr. , 1996 prema Chapman, 2012). Pri tome ulenici
kreirajuéi problemsku situaciju koriste svoj sopstveni jezik, sintaksu, gramatiku i
kontekst (Dickerson, 1999, prema Ergun, Gunduz, 2010). Silver (1995) smatra da
onaj ko postavlja problem ne mora da bude sposoban da resi taj problem kako bi
ostvario pozitivne ishode obrazovanja. Stojanova i Elerton (Stoyanova, Ellerton,
1996) govore o postavljanju problema kao o procesu kojim na osnovu svog mate-
matickog iskustva ucenici konstruisu li¢ne interpretacije nekih konkretnih situacija
i formulisu ih kao svrsishodne matematic¢ke probleme. Ova definicija omogucava
da se postavljanje problema uklopi u ciljeve nastave matematike. Postavljanje
problema ima svoje korene i u Poljinom ¢etvoroetapnom modelu resavanja pro-
blema (Polya, 1973). Poljin model isti¢e da onaj ko resava problem mora najpre
da razume taj problem, da napravi plan reSavanja, da izvrsi taj plan, i da na-
pravi osvrt unazad na korake reSavanja i proveri dobijeno reSenje. Etapa ,osvrta
unazad” ukljuCuje proveru tacnosti resavanja i odredivanje najboljeg postupka
reSavanja. Medutim, ova etapa, takode, podrazumeva da ucenik uoCava vezu sa
nekim drugim problemima i da zamislja slu¢ajeve u kojima se isti postupak ili
reSenje mogu primeniti. Nastavnik, moze u ovoj fazi da trazi od ucenika da po-
stavljaju ili formuligu svoje matematicke probleme koji su na neki na¢in povezani
sa problemom koji je reSen. Takode, u etapi pravljenja plana, Polja govori o pre-
formulaciji originalnog problema, o uocavanju jednostavnijih potproblema koji
mogu uceniku da pomognu da lakSe dode do resenja.

Kilpetrik i Silver isti¢u da koriS¢enje situacija u kojima ucenici postavljaju
probleme na ¢asovima matematike moZe imati pozitivan efekat na njihovo mate-
matic¢ko migljenje (Kilpatrick, 1987, Silver, 1993 prema Abu-Elwan, 1999). Braun
i Volter (Brown, Walter 1983) su takodje identifikovali vazne aspekte postavljanja
problema u matematici. Neke od prednosti, koje pruzaju situacije postavljanja
problema, su: proSirivanje sposobnosti reSavanja matematic¢kih problema i produ-
bljivanje shvatanja matemati¢kih pojmova, podsticanje fleksibilnosti u misljenju,
razvijanje pozitivnih stavova ucenika prema matematici i poveéanje njihovog sa-
mopouzdanja (English, 1997b, Silver 1994). Takodje, ove aktivnosti pruzaju i
nastavniku i uc¢eniku uvid u kvalitet znanja ucenika, daju informacije o razume-
vanju, veStinama, sposobnostima i stavovima, ali i ukazuju na moguée propuste
i pogresna shvatanja ucenika. Zbog svega ovoga, aktivnosti reSavanja problema
predstavljaju za nastavnika snazan alat za procenu i evaluaciju postignuéa ucenika
(Chapman, 2012).

U kurikulumima nekih zemalja, poput Australije i Sjedinjenih americ¢kih drza-
va, istiCe se efekat koji postavljanje problema moze imati na ishode nastave mate-
matike i preporucuje se primena ovih aktivnosti u prosirivanju iskustava uc¢enika
(Stoyanova, Ellerton, 1996). Ucenike treba angazovati u raznovrsnim i boga-

143



tim matematickim aktivnostima koje podsti¢u postavljanje problema, divergentno
misljenje, refleksiju i istrajnost (The National Statement on Mathematics for Au-
stralian Schools, 1991), ¢ime im se pruza mogucénost da iskuse neke aspekte mate-
matike kroz koje prolaze matematic¢ari kao nau¢nici (Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics, NCTM, 1989).

Bez obzira §to su istrazivanja vezana za primenu i efekte primene postavlja-
nja problema relativno nova, ipak bilo je nekoliko pokusaja da se postavljanje
problema ukljuéi u nastavu matematike na vise obrazovnih nivoa (Singer i dr.,
2011). Pri tome, postavljanje problema je korig¢eno i kao metoda nastave i kao
nastavna aktivnost. Subjekti ovih istrazivanja bili su ucenici (Stoyanova, Eller-
ton, 1996, English, 1997b, Nicolau, Philippou, 2004), ali i studenti nastavnic¢kih
fakulteta i sami nastavnici (Leung, Silver, 1997, Abu-Elwan, 1999, Chapman,
2012). Pokazalo se da su i utenici i nastavnici sposobni da generisu interesantne
i svrsishodne matematicke probleme. U svojoj jednogodisnjoj eksperimentalnoj
studiji koja je obuhvatala dizajniranje i primenu programa postavljanja problema
za ulenike petih razreda osnovnih gkola, Ingli§ (English, 1997b) je kao jedan od
rezultata utvrdila da je doslo do znacajnog napretka u razvoju matematickog
misljenja u odnosu na ucenike koji nisu ucestvovali u programu. Nikolau i Fi-
lipu (Nicolau, Philippou, 2004) su ispitivali vezu izmedu sposobnosti postavljanja
problema i uspeha iz matematike ucenika petog i Sestog razreda. Utvrdili su da
postoji jaka korelacija izmedu ove dve varijable. Silver i Kai (Silver, Cai, 1993,
prema Silver, 1994) su utvrdili da postoji jaka pozitivna veza izmedu postavljanja
problema i reSavanja problema otvorenog tipa. Sa druge strane, od nastavnika se
ne moze ocekivati da nastavu drze na drugaciji nacin od onog koji su oni iskusili
kao ulenici (Craig, 1999, prema Demir, 2005). Kreg predlaze da se postavlja-
nje problema ukljué¢i u nastavu ne samo u osnovnim i srednjim Skolama, veé i
na fakultetima. Kada se postavljanje problema sistematski ukljuc¢uje u nastavu
matematike, rezultati ukazuju da postoje pozitivni efekti po pitanju sposobnosti
reSavanja problema i stavova prema matematici (Singer i dr., 2012).

Medu mnogim prakti¢arima Sirom sveta postoji visok nivo interesovanja da se
postavljanje problema ucini vaznom komponentom nastavnog procesa i da postane
sastavni deo 8kolske nastave matematike (ibidem). Kao i reSavanje problema, po-
stavljanje problema se moze posmatrati kao nastavna aktivnost. Silver (1997) je
ukazao da ukljucivanje ucenika u aktivnosti postavljanja problema moze poveéati
njihovu kreativnost, o ¢emu svedoci i ¢injenica da testovi kreativnosti sadrze pi-
tanja u kojima se trazi od ispitanika da generiSu probleme. Na primer, Gecel i
Dzekson (Getzel, Jacskon, 1962, prema Silver, 1994) u svojoj bateriji testova za
merenje kreativnosti traze da se generisu matematicki problemi na osnovu infor-
macija koje su sadrzane u nizu datih pri¢a o nekim realnim Zivotnim situacijama.
Balka (1974, prema Fetterly, 2010) je u svom instrumentu takode koristio posta-
vljanje problema u matematici kao meru matematic¢ke kreativnosti.

Postoje najmanje dva razloga zaSto angazovanje ucenika u aktivnostima posta-
vljanja problema moze imati pozitivan uticaj na njihovo ucenje. Kao prvo, aktiv-
nosti postavljanja problema su kognitivno zahtevni zadaci. Takvi zadaci stimulisu
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razli¢ite vrste ucenja (Doyle, 1983, prema Singer i dr., 2011) i mogu da obezbede
takve intelektualne kontekste koji podsti¢u bogat matematicki razvoj ucenika.
Takode, ove aktivnosti mogu unaprediti konceptualno razumevanje ucenika, uti-
cati na razvoj njihovih sposobnosti rasudivanja i matematicke komunikacije, i
podstaci njihovu radoznalost i interesovanja (NCTM, 1991, prema ibidem). Kao
drugo, proces reSavanja problema cesto ukljuc¢uje generisanje i reSavanje sli¢nih
problema (Polya, 1973). Prethodne studije ukazuju da se sposobnost postavlja-
nja kompleksnih problema povezuje sa veéim sposobnostima reSavanja problema.
Dakle, ohrabrivanje uc¢enika da generisu probleme neée samo podstaci njihovo
razumevanje problemskih situacija, ve¢ ée takode uticati na razvoj naprednijih
strategija reSavanja problema (Singer i dr., 2011). Postavljanje problema, osim
Sto razvija raznovrsno i divergentno misljenje, promovise i duh radoznalosti (En-
glish, 1997a). Neki autori (Silver, 1994) takode sugerisu da ¢e matematitki pro-
blemi koje formuli§u uéenici najverovatnije biti povezani sa njihovim sopstvenim
interesovanjima, $to nije slucaj sa veé¢ postojeé¢im problemima iz udzbenika. Neke
studije su pokazale da postavljanje problema uti¢e na smanjivanje straha i ank-
sioznosti prema matematici, na formiranje pozitivnih stavova, na menjanje po-
stojecih i pogresnih shvatanja o prirodi matematike (English 1997a, Silver, 1994,
Akay, Boz, 2010). KoriSc¢enje aktivnosti postavljanja problema smanjuje zavi-
snost od tzv. sindroma postojanja samo jednog tacnog odgovora §to je slucaj
sa veéinom matematickih zadataka u postojeéim udzbenicima matematike. Jo$
jedna vazna ¢injenica je da ucenici dobijaju znacajniju ulogu u nastavnom pro-
cesu, Cime njihova odgovornost za sopstveno ucenje postaje vecéa. Aktivnosti
postavljanja problema imaju i svoj socijalni aspekt, koji se ogleda u tome da na-
kon generisanja matematickih problema, ucenici saopstavaju i dele ove zadatke
sa svojim vrinjacima i reSavaju ih.

Postavljanje problema, (Silver, 1994, English, 1997a), moze se javiti pre pro-
cesa reSavanja problema (kada se od ucenika trazi da problem generisu na osnovu
neke date realne ili vestacki kreirane situacije; i pri tome cilj nije reSavanje pro-
blema ve¢ kreiranje novih), tokom procesa reSavanja problema (kada se vrsi pre-
formulacija problema, odnosno, dati uslovi, odnosi i zahtevi se upotrebljavaju na
drugaciji nacin sa ciljem da se lakse dode do reSenja problema, na primer druga
etapa po Polji), ili nakon reSavanja odredenog problema (kada se vrsi generisa-
nje novih problema na osnovu iskustva dobijenog resavanjem jednog odredenog
ili niza nekih problema tako Sto se variraju ili dodaju uslovi ili ciljevi polaznog
zadatka, na primer ¢etvrta etapa po Polji). Stojanova, Elerton (Stoyanova, Eller-
ton, 1996) razlikuju tri osnovna tipa aktivnosti i situacija postavljanja problema:
slobodne, polustruktuirane, struktuirane.

O slobodnom tipu aktivnosti postavljanja problema govorimo kada od uéenika
trazimo da generisu problem na osnovu neke date situacije (koja moze imati
osnovu u realnim zivotnim situacijama ili biti vestacki kreirana). U¢enicima
mozemo da damo odredeni fragment informacije i da od njih trazimo da ge-
neriSu matematicki problem koriste¢i tu informaciju na neki na¢in (npr. dajemo
im recenicu: U jednom redu stoji 10 devojcica i 10 decaka. Zatim trazimo od njih
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sledec¢e: Sastavi Sto viSe matematickih zadataka koristeéi ovu informaciju na neki
nac¢in). Takode, mozemo da trazimo od uenika osmisle i napiSu novo pitanje o
nekoj specificnoj temi date oblasti (npr. nastavnik moze da trazi od ucenika da
osmisle matematicki zadatak iz oblasti povr§ine pravougaonika). Elerton je uvela
tzv. kreativno pisanje u nastavu matematike, tako §to je od ucenika trazila da
sami osmisle i sastave matemati¢ke probleme koji bi po njihovom misljenju bili
tegki njihovim vrinjacima (Stoyanova, Ellerton, 1996). Po njoj, decije izrazavanje
matematickih ideja kroz kreiranje njihovih sopstvenih problema ilustruje ne samo
njihovo razumevanje i nivo razvoja matematickih pojmova, ve¢ i reflektuje njihovu
percepciju prirode matematike. U literaturi nailazimo na jedan broj eksperime-
nata u kojima ucenici samostalno generisu probleme koje zatim reSavaju oni sami,
drugi ulenici iz razreda ili slede¢a generacija uenika. Van der Brink (Van der
Brink, 1987, prema Silver, 1997) navodi jedan eksperiment sa ulenicima prvog
razreda jedne osnovne skole u Holandiji. Ucenici su sastavili i ilustrovali stranicu
sa aritmetickim zadacima namenjenu deci koja ¢e naredne godine upisati prvi
razred. Hili (Healy 1993, ibidem) izvodi sli¢an eksperiment sa ucenicima srednje
§kole u SAD-u koji naziva ,napravi knjigu”. Uéenici uée geometrijske sadrzaje pri
¢emu ne koriste komercijalni udzbenik, veé¢ prave svoj sopstveni unoseéi u njega
sve ono do Cega dolaze istrazivanjem. Skiner (Skinner, 1991, Ibidem) sli¢no tome
angazuje ucenike prvog razreda u postavljanju problema koji ¢ine bazu za kasnije
aktivnosti regavanja problema. Angazovanje ucenika u postavljanju i reavanju
problema u svim ovim sluc¢ajevima podstiCe razvoj fluentnosti, jedne od klju¢nih
karakteristika kreativnosti.

Polustruktuiran tip imamo kada u¢enicima dajemo otvorenu situaciju i trazimo
od njih da istraze njenu strukturu i dopune je, odnosno kompletiraju koristeé¢i zna-
nje, vestine, pojmove i relacije iz svog prethodnog iskustva (na primer, mozemo
da trazimo od njih da sastave matematic¢ki problem ili pri¢u na osnovu date jed-
nakosti, izraza, slike, figure, tabele itd.). Hart (1981) trazi od ucenika da sastave
matematicki problem koji odgovara odredjenom matematickom izrazu. Njen cilj
bio je da ispita kako se ucenici snalaze kada je potrebno da konkretnim situa-
cijama opisu date simbolic¢ke izraze (Silver, 1994). Vinograd zapaza da ulenici
obi¢no kreiraju matemati¢ke probleme sa kojima oni sami imaju poteskoéa da
ih shvate i rese (Winograd, 1991, prema Stoyanova, Ellerton, 1996). Ovakve
aktivnosti pomazu ucenicima i osposobljavaju ih da vrSe generalizaciju, a mate-
matiku ¢ine mnogo smisaonijom. Takode, ucenici koji su imali ovakva iskustva na
¢asovima matematike, pokazuju tendenciju prema integrisanju sadrzaja nastave
matematike sa sadrzajima drugih predmeta (ibidem).

Struktuiranu situaciju postavljanja problema imamo kada su aktivnosti posta-
vljanja problema zasnovane na nekom odredenom i datom problemu. Od ucenika
trazimo da konstruiu nove probleme koji su na neki na¢in povezani sa datim
problemom ili njegovim reSenjem. Krutetski (Krutetskii, 1976) je, na primer,
kako bi istrazio strukturu matematickih sposobnosti, kao alat istrazivanja davao
ucenicima da dovrse ili da rekonstruisu specifi¢cnu problemsku strukturu. U svom
istrazivanju koristio je probleme sa pitanjima koja su nedostajala, sa nedovoljno
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podataka i sa viskom informacija. HaSimoto je otkrio da trazenje od ucenika
da postave problem koji je slican nekom reSenom problemu moze biti korisna na-
stavna metoda koja pruza uvid u u¢enikovo shvatanje i razumevanje matematickih
pojmova (Hashimoto, 1987 prema Stoyanova, Ellerton, 1996). Jo§ jedan pristup
nastavi, koji naro¢ito podstice razvoj fleksibilnosti migljenja, razvili su Braun i
Volter (Brown,Walter, 1983), pod imenom ,What-if-not?” (,Sta-ako-nije?”). Ova
metoda se sastoji u tome da ucenici generi§u nove probleme iz prethodno resenih
varirajuéi uslove ili ciljeve originalnog problema.

Mada su prednosti koje postavljanje problema pruza zaista mnogobrojne, ipak
bi trebalo ukazati i na neke slabosti. Silver (1994) je zabelezio da neke studije
ukazuju da postavljanje problema moze izazvati izvestan otpor kod ucenika, jer
ove aktivnosti, osim Sto zahtevaju misaone sposobnosti viseg reda, odgovornost
za ucenje u vec¢oj meri prebacuju na samog ucenika. Teskoc¢u za ucenike moze
predstavljati i ¢injenica da nastava koja koristi postavljanje problema odstupa od
tradicionalne §eme nastave matematike koja koristi iskljuc¢ivo probleme sa jed-
nim ta¢nim odgovorom ili reSenjem, a na koje su ucenici navikli. Sli¢no, u svojoj
studiji Silver i Mamona (1989, prema ibidem) su utvrdili da postoji izvesna odboj-
nost srednjogkolskih nastavnika prema zadacima u kojima se trazi da postavljanje
jednog casa na kome ¢ée se koristiti aktivnosti postavljanja problema potrebno
uloZiti mnogo vise vremena i truda. Odgovornost nastavnika je veca. Potrebno je
da osmisli situacije koje ¢e ucenike podstaci da samostalno generisu svrsishodna
pitanja i zadatke. Pri tome, potrebno je izabrati situacije i aktivnosti koje su u
matematickom smislu vredne. Jedan takav Cas se nikada ne mozZe u potpunosti
isplanirati, zato Sto nastavnik ne moze da predvidi sve mogucée odgovore ucenika.
Moze se desiti da uéenici kreiraju takva pitanja i zadatke na koje mozda ni sam
nastavnik nema odgovor. Takode, trebalo bi uzeti u obzir da veéina nastavnika
tokom svog gkolovanja nije imala priliku da iskusi nastavne aktivnosti ovakvog
tipa.

3 Neki moguénosti primene aktivnosti i situacija po-
stavljanja problema u pocetnoj nastavi matematike

Nastavnik predstavlja jedan od klju¢nih faktora nastavnog procesa. Na njemu
je da izabere, osmisli, pripremi situacije i aktivnosti koje ¢e ucenike angazovati
u relevantnim i svrsishodnim situacijama i aktivnostima reSavanja i postavljanja
problema. Stoga, namece se pitanje da li su i u kojoj meri nastavnici upoznati
sa mogucnostima i prednostima koje pruzaju situacije i aktivnosti postavljanja
problema. Prema nagim saznanjima, aktivnosti postavljanja problema se skoro
uopste ne koriste u nastavi matematike u skolama u Srbiji. U pocetnoj nastavi
matematike mali procenat ucitelja koristi situacije u kojima od ucenika trazi da
osmisle tekst zadatka na osnovu zadatog izraza ili jednakosti (Mihajlovi¢, 2012),
ali se ova aktivnost uglavnom zavrSava saopStavanjem teksta zadatka, bez ika-
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kve dublje analize produkata ucenika. Kao §to smo veé naveli, priprema ¢asova
ovakvog tipa zahteva od nastavnika i viSe vremena, ali i promigljanje da li je
neka situacija ili aktivnost dovoljno podsticajna i vredna u matemati¢kom smi-
slu, odnosno koja znanja i veStine ¢e ucenici steéi postavljanjem problema u datoj
situaciji. Najveéu prepreku za koriséenje aktivnosti i situacija postavljanja pro-
blema za nastavnike predstavlja nedostatak odgovarajuée relevantne literature i
modela istih na srpskom jeziku. Literatura je na stranom jeziku, a u udzbenicima
skoro da i nema drugih tipova matematickih problema osim onih tradicionalnih.
Sve ovo namece potrebu da se viSe paznje posveti osposobljavanju nastavnika,
tokom redovnih studija i kroz programe stru¢nog usavrSavanja, za pripremu i re-
alizaciju Casova na kojima ¢e ucenici samostalno ili uz njihovu pomo¢ postavljati
probleme.

U ovom delu rada prikazali smo neke moguénosti i primere koriS¢enja aktivno-
sti i situacija postavljanja problema u pocetnoj nastavi matematike. Smatramo da
treba napomenuti da ne mora Citav ¢as biti posvecen postavljanju problema, kao
i da se neki primeri ne moraju obavezno i iskljuc¢ivo raditi na samo jednom casu.
Dakle, vreme za rad na aktivnostima ovog tipa nije fiksirano, utvrdeno. Cilj je
omoguciti ucenicima da samostalno konstrui§u matematicke ideje razvijajuci tako
ne samo svoje znanje i vestine, veé i svoje mi§ljenje i kreativnost.

Ucenicima kao izvor za postavljanje problema mozemo ponuditi slike (iz ¢asopi-
sa, novina, knjiga i sl.), ilustracije (iz udzbenika), razli¢ite tabele, grafikone, di-
jagrame. Izvor za generisanje problema moze biti i tekst (na primer, neka prica,
bajka, ¢lanak iz novina i sl.). Mozemo koristiti i tradicionalne matematicke pro-
bleme koje nalazimo u udzbenicima matematike. Izostavljanjem pitanja i nekih
podataka iz zadatka, otvaramo moguénost da ucenici sami generigu $to vise pro-
blema na osnovu onog §to je dato.

Primer 3.1. (Udzbenik za tre¢i razred osnovne gkole, prvi deo, Kreativni cen-
tar, str. 60) Originalni zadatak iz udzbenika glasi: NataSa je sama kod kuce i
moZe da telefonira koliko Zeli. Prvo je pricala sa Jelenom 22 minuta. Posle je
zvala Milanu 1 sa njom razgovarala 28 minuta duZe, a sa Nikolom je razgovor
trajao 13 minuta krace nego sa Milanom. Koliko je razgovarala sa Milanom?
Koliko je trajao razgovor sa Nikolom? Sa kim je najduZe razgovarala? Sa kim
najkrace? Koliko je ukupno razgovarala? Modifikacija ovog zadatka bi mogla da
bude izostavljanje pitanja. Trazimo od ucenika da sami otkriju §ta sve mozemo
da izra¢unamo na osnovu datih podataka, odnosno da pronadu §to vige podataka
koji se mogu izracunati na osnovu datih uslova zadatka. Osim prvobitnog cilja,
a to je uvezbavanje postupaka racunskih operacija, modelovanje tekstualnih za-
dataka u matematicke izraze, utvrdjivanje odnosa za toliko vedci i za toliko manji
broj, nastavnik sada kroz pitanja koja kreiraju sami uéenici ima uvid u kvalitet i
strukturu njihovih matematickih znanja, kao i u proces matematickog misljenja.
Nakon kreiranja odgovarajuéih pitanja, nastavnik moze da kao dodatnu aktivnost
trazi od ucenika da menjaju pojedine uslove zadatka ili da dodaju nove.

Primer 3.2. (Udzbenik za Cetvrti razred osnovne §kole, prvi deo, Kreativni cen-
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tar, str. 39). Iskoristi¢emo tabelu datu u okviru jednog zadatka u udzbeniku
matematike za Cetvrti razred (tabela 1). Utenicima moZzemo prikazati tabelu i
traziti od njih da sami formulisu §to viSe tekstualnih problema koji ée koristiti
neke od podataka iz date tabele.

Drzava Broj stanovnika
Greka 10 668 354
Italija 58 103 033
Austrija 8 184 691
Srbija 7 397 651
Nemacka 82 431 390
Madarska 10 006 835
Velika Britanija 60 441 457

Tabela 1: Primer iz udzbenika za Cetvtri razred osnovne skole

UtCenicima na ovaj naéin pruzamo moguénost da osim uvezbavanja algori-
tama racunskih operacija, razvijaju svoje verbalne sposobnosti, sposobnosti pra-
vilnog pismenog izrazavanja, ali i da uspostavljaju relevantne matematicke veze i
ideje. Shvatice vaznost preciznog formulisanja tekstualnih problem, i pruzic¢e im
se mogucnost za korelaciju sa drugim nastavnim predmetima i realnim Zivotnim
situacijama. Bez obzira na Cinjenicu da mozda nece svi ucenici biti uspesni u
generisanju problema, ovakva aktivnost za njih predstavlja vazno iskustvo. Sa
druge strane, ovi ucenici se mogu uspesno angazovati u reSavanju matematickih
problema koje su sastavili drugi ucenici.

Primer 3.3. UCenicima ¢itamo sledec¢i zadatak: Matija je sinoé¢ slavio svoj roden-
dan. Zvono na ulaznim vratima je pritisnuto ukupno 10 puta. Kada je prvi put
zazvonilo stigao je samo jedan gost. Svaki sledeci put kada je zazvonilo stigla su
tri gosta vise nego pri prethodnom zvonjenju. Kako moZe da glasi pitanje? Sastavi
Sto vise pitanja koja su na neki nacin povezana sa ovim zadatkom.

Ucesnici kreiraju pitanja koji zavise od njihovog matemati¢kog znanja, imagi-
nacije ili kreativnosti, ali i prethodnih iskustava u reSavanju problema. Naglasak
nije na uvezbavanju procedura, ve¢ da se ucenicima omoguéi da razvijaju mate-
maticke ideje.

Primer 3.4. Kada od ucenika trazimo da na osnovu neke date slike kreiraju
sopstvene matematicke probleme, onda zapravo dobijamo uvid u njihovo razu-
mevanje matematickih koncepata. Ovo je veoma dobra vezba ukoliko Zelimo da
dobijemo informacije o njihovom shvatanju smisla racunskih operacija. Jos jedan
aspekat je uocavanje kvaliteta veza koje ucenici uocavaju i uspostavljaju sa real-
nim situacijama. Na primer, u¢enik generise zadatak sledeé¢eg sadrzaja: Mama je
Juce umesila 3450 kolaca, a danas je umesila 420 kolaca vise. Koliko je ukupno
kolaca umesila za ova dva dana? Bez obzira na ispravno koriS¢enje matematickih
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odnosa i operacija u zadatku, ne treba zanemariti ¢injenicu da je realni kontekst
zadatka nekorektan, odnosno da brojevne vrednosti koje se koriste u zadatku ne
oslikavaju realne moguénosti.

Primer 3.5. Cak i na najmladem skolskom uzrastu uz jednostavne primere u ko-
jima se od ucenika trazi da osmisle tekst koji bi odgovarao nekom matemati¢kom
izrazu (na primer: 5+2) mozemo uvezbavati razumevanje odgovarajucih ra¢unskih
operacija i podstadi razvoj misaonih operacija. U€enici bi trebalo da osmisljavaju
situacije Cijim apstrahovanjem se dobija navedeni izraz. Pri tome, osim Sto
imaju moguénost da vrie povezivanje sa realnim situacijama, ucenici razvijaju
fluentnost, fleksibilnost, ali i originalnost u svojim odgovorima. Ovakve aktivno-
sti, takode, omogucavaju nastavniku da vr8i diskusiju u odeljenju i da podstice
ucenike da medusobno razmenjuju migljenje. Razvijaju se kreativno i logicko
misljenje, rasudivanje i verbalne sposobnosti.

Primer 3.6. Izracunaj koliko je 45 - 3, a zatim na osnovu toga osmisli sam nove
zadatke koje cées resiti koristeéi ono Sto si veé izracunao.

Odgovori uéenika, odnosno matematicki zadaci koje sastavljaju daju nam in-
formaciju o kvalitetu i 8irini njihovih znanja, o eventualnim ,Supljinama” i pro-
pustima. Ovaj zadatak nema jedno, jedinstveno resenje, i kao takav omoguéava
uCenicima da razvijaju fluentnost, fleksibilnost i originalnost misljenja. Ovakvi
primeri nastavniku mogu sluziti i kao svojevrsna metoda procene i pomoéi mu u
pripremi nastavnih aktivnosti na narednim ¢asovima.

Npr. neki od primera koje u¢enici mogu dati (Mihajlovi¢, 2012) su:

45-3=135 3-(40+5)=135 3-45=135 (6:2)-45=135
135:45=3 3-450=1350 6-45 =270 itd.

Primer 3.7. MoZemo od ucenika da trazimo da generisu zadatke za druge ucenike:

1. Sastavi zadatak koji bi bio interesantan tvojim drugovima iz odeljenja.

2. Sastavi zadatke za radni listi¢ kojima bi tvoji drugowvi trebalo da provezbaju
sve Sto ste ucili o jednacinama.

3. Sastavi jedan lak zadatak, jedan srednje teZine i jedan teZak iz oblasti Obim
trougla.

Ovakve aktivnosti mogu otkriti nastavniku dosta o znanjima ucenika i razu-
mevanju odredenih sadrzaja, i kao i kod prethodnog primera posluziti u planira-
nju buduéih nastavnih aktivnosti. Osim matematic¢ke strane ovakvih zadataka,
ucenici vezbaju pismeno izrazavanje.

Primer 3.8. Marko je na putu do kuce ispustio listi¢ sa zadatkom koji mu je
uciteljica dala za domadi. Listi¢ je upao u baru, tako da kada ga je Marko izvukao
video je da su se neki delovi zadatka izbrisali. Na slici moZete videti $ta je ostalo
na Markovom listicu (slika 1).
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Domadi zamais

Nikola je imao 5 dimm sestra
dinara Swveska Koliee

-

Slika 1: Izgled zadatka

Pokusajte da smislite kako je sve mogao da glasi Markov zadatak, pa ga onda
resite.

Dok rade na ovakvom tipu matematickog zadatka, osim postavljanja pro-
blema, ucenici istovremeno uvezbaju i vestine reavanja problema. Kada dopune
zadatak, nastavnik ih podstice da provere da li se taj zadatak moze resiti. Odno-
sno, zajedno sa ucenicima vrsi refleksiju o uradenom, upucuje ih da provere da li
su svi dati podaci u zadatku u skladu sa onim trazenim, da li imamo manjak, ili
mozda viSak podataka, da li je pitanje moglo da glasi drugacije itd.

Primer 3.9. Ucenicima saop§tavamo da ¢emo igrati jednu strategijsku igru. Igra
izgleda ovako: Stavicemo 5 Zetona u jedan red. Igra se tako $to najpre igra jedan,
pa zatim drugi igracé. Svaki put, igrac¢ ima pravo da uzme jedan ili dva Zetona (po
izboru). Pobednik je onaj koji uzme poslednji Zeton, tj. Zetone.

Treba da odgovorimo na sledeca pitanja:

1. Da li mozemo da nademo kako treba da igra prvi igra¢ da bi uvek pobedivao
(pobednicku strategiju)?

2. Da li je igra fer”? (Igra je ,fer” ako svaki igra¢ ima podjednaku Sansu da

pobedi.)
3. Menjajuéi neka pravila ili delove igre, napravite svoju sopstvenu.

Poslednji zahtev predstavlja aktivnost postavljanja problema. Kako bismo
pomogli ucenicima mozemo da koristimo strategiju koju predlazu Brown i Volter
(1983), ,,Sta-ako-ne?”. Uenicima mozemo postaviti slede¢a dodatna pitanja: Sta
bi bilo sa igrom ako bi broj Zetona na pocetku igre bio paran? Sta bi bilo ako
bi igraci uzimali jedan ili tri Zetona? Na nivou ucenika mladih razreda osnovne
skole ucenici ¢e do odgovora dolaziti eksperimentisanjem, istrazivanjem (u starijim
razredima osnovne $kole, i u srednjoj skoli moze se kao polazna osnova koristi igra
,Nim”).

4 Zakljucak

Nastava kao sistem predstavlja jedno Siroko didakti¢ko i metodi¢ko podruéje,
koje podrazumeva aktivno, samostalno i kreativno uce¢e ucenika u svim fazama
nastavnog procesa. Medutim, uprkos tome, u praksi jo§ uvek preovladava tradi-
cionalna nastava u kojoj se uloga nastavnika prenaglasava, komunikacija izmedu
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ucenika i nastavnika je jednosmerna, a ucenik je u poziciji objekta. Osnovni cilj
procesa ucenja prema tradicionalnom gledistu jeste bogacenje ili gomilanje zna-
nja, pri ¢emu se koli¢ina ¢injenica i podataka koje bi ucenici trebalo da usvoje
povecava iz dana u dan. Nasuprot ovom stanovistu, konstruktivisticka teorija
saznanja zastupa uverenje da se proces ucenja odvija tako $to ucenici aktivno
grade ili konstruiu znanje. Ovo je razlog zasto se u nastavi pristupa odabiru
onih oblika rada, nastavnih metoda i sistema koji stvaraju uslove za maksimalan
razvoj mi§ljenja i sposobnosti dece. Do znanja se moze doé¢i na razli¢ite nacine, ali
¢e najkvalitetnija biti znanja stetena sopstvenim saznajnim naporima. U skladu
sa ovim javljaju se brojni inovativni modeli u nastavi, ¢iji je cilj stavljanje uc¢enika
u polozaj aktivnog subjekta, istrazivaca, saradnika, jednog od kreatora nastavnog
procesa i korisnika najraznovrsnijih izvora informacija. Jedan od takvih nastavnih
modela jeste i nastava koja koristi situacije i aktivnosti postavljanja problema.
Bez obzira na prednosti koje postavljanje problema pruza i uceniku i nastav-
niku, ipak se ovakve aktivnosti malo koriste u praksi. Osim §to priprema ¢asova
ovakvog tipa zahteva od nastavnika viSe vremena i truda, veliku teskoc¢u predsta-
vlja i nedostatak odgovarajuce relevantne literature i modela na srpskom jeziku.
Sve ovo ukazuje da bi posebnu paZznju trebalo usmeriti ka pisanju i publikova-
nju odgovarajuéih metodic¢kih priru¢nika sa primerima i konkretnim modelima,
ali i osposobljavanju nastavnika kroz programe struc¢nog usavrSavanja i tokom
redovnih studija.
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Pregledni rad

Apstrakt

Resavanje problemskih zadataka u nastavi matematike ima niz pozitivnih
efekata od kojih se u prvi plan isti¢u: aktiviranje misaonih procesa ucenika,
misaono angazovanje ucenika, izazivanje intelektualne radoznalosti ucenika,
podsticanje logickog, kritickog, apstraktnog i stvaralackog misljenja, mo-
tivisanje ucenika, podsticanje darovitosti ucenika, negovanje samostalnosti
uraduisl. Zbog mnogobrojnih kvaliteta do kojih se dolazi resavanjem prob-
lemskih zadataka, pre svega, zbog njihovog pozitivnog uticaja na misaoni
razvoj ucenika, oni dobijaju sve veéi znafaj u pocetnoj nastavi matem-
atike. To je jo§ razumljivije ako se ima na umu da ucenike od prvih dana
Skolovanja treba uciti da misle i logicki rasu/l‘uju, odnosno osposobljavati
ih za reSavanje problema. Teskoce i prepreke, koje su glavna karakteristika
problemskih zadataka, su upravo ono §to podsti¢e misaoni razvoj ucenika i
ima pozitivan uticaj na proces ucenja. Klju€ne reci: problemski zadaci,
problem, migljenje, nastava matematike, misaoni razvoj uéenika.

Za reSavanje problemskih zadataka neophodno je uspostavljanje veza i odnosa
izmedu datih i trazenih podataka. U procesu pronalazenja odnosa izmedu po-
dataka ucenici ulazu misaoni napor i rasuduju o problemima. Govoredéi o reSavanju
problemskih zadataka posebnu paznju treba obratiti na metode njihovog resavanja.
Metode resavanja problemskih zadataka u poc¢etnoj nastavi matematike svrstane
su u grupe: direktne metode reSavanja matematickih problema (sinteticka, anal-
iticka i analiticko-sinteticka) i indirektne metode reSavanja problemskih zadataka
(pomocu geometrijskih modela: metoda duzi, metoda tablice, pravougaonika,
Venovog dijagrama i fokusnog dijagrama; pomocu logicko-aritmetickih modela:
metoda inverzije, lazne pretpostavke i metoda logike). ReSavanje problemskih za-
dataka pomocéu modela je od velikog znacaja jer se na taj nacin podsti¢u misaone
sposobnosti ucenika i uenici postepeno navikavaju na samostalno izgradivanje
modela, §to ih postepeno osposobljava i za samostalan zivot i rad.

U radu se ukazuje na teorijske osnove resavanja problemskih zadataka u pocetnoj
nastavi matematike, na sposobnosti ucenika koje su od znacaja za proces resavanja
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problemskih zadataka, na znacaj resavanja problemskih zadataka, odnosno njihov
pozitivan uticaj na proces u¢enja u nastavi matematike. Takode, ukazuje se i na
metode resavanja problemskih zadataka u pocetnoj nastavi matematike.

1 Uvod

U nastavi matematike, pa samim tim i u pocetnoj nastavi matematike, preko za-
dataka se ostvaruju svi zadaci nastave matematike. Od izbora zadataka u nastavi
matematike zavisi koje ¢emo zadatke nastave matematike uspeti da ostvarimo,
kao i kvalitet nastave. Uloga matematickih zadataka je u tome 8§to, s jedne
strane, konacCan cilj nastave matematike jeste da ucenici ovladaju metodama
reSavanja sistema matematickih zadataka, a, s druge strane, ona je odredena i
time §to je cilj nastave matematike moguée posti¢i prvenstveno reSavanjem sis-
tema matematickih zadataka. Na taj nacin, reSavanje zadataka u nastavi matem-
atike javlja se i kao cilj i kao sredstvo nastave.

Ako, sa druge strane, posmatramo cilj i zadatke nastave matematike za os-
novnu §kolu, videéemo da se kao vazan zadatak nastave matematike isti¢e potreba
da ,razvija ucenikovu sposobnost posmatranja, opazanja i logi¢kog, kritickog,
stvaralackog i apstraktnog misljenja“ (Nastavni program matematike za osnovnu
Skolu u Republici Srbiji, 1996: 3).

Savremena didaktika nastoji da pronade podesne oblike uspesnog ucenja i or-
ganizacije nastave koji ¢e povecati efikasnost nastave. Kada se govori o efikasnosti
ucenja istiCe se apstraktno misljenje i ovladavanje nau¢nim metodom misljenja.
Apstraktno misljenje se sve vige isti¢e, jer u uslovima sve veéeg nagomilavanja
naucnih saznanja i ¢injenica, apstraktno migljenje olaksava brze snalazenje i poimanje
procesa. Izmedu apstraktnog misljenja i reSavanja problema postoji uska povezanost
u tom smislu 8to je reSavanje problema "orude i funkcija razvijanja apstrak-
tnog misljenja, nau¢nog metoda misljenja i prirodan oblik ispoljavanja intelekta
i drugih svojstava li¢nosti" (Prodanovié¢, Nickovi¢, 1974: 354).

Navedeno govori o vaznosti problemskih zadataka u pocetnoj nastavi matem-
atike, jer ucenike od prvih dana Skolovanja treba uciti da misle i logicki rasuduju,
odnosno osposobljavati ih za reSavanje problema. Takav nacin rada, od prvih
dana 8kolovanja, pripremace mlade generacije da se snadu u brojnim problemima
svakodnevnog zivota. Prema rec¢ima V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Drozina,
kako je reSavanje nestandardnih zadataka jedan od aspekata kreativnosti, to je
za uspesno obrazovanje, u tom procesu neophodno naudéiti ucenike stvaralackim
aktivnostima (2010: 9).

Prvo na §ta valja ukazati pri razmatranju problemskih zadataka, jeste ¢injenica
da u literaturi ovi zadaci imaju viSe sinonimnih naziva: nestandardni zadaci,
logicki zadaci, zanimljivi zadaci, mozgalice, glavolomke itd. Mi smo se opredelili
za termin problemski zadaci i pod njima podrazumevamo zadatke koji u sebi
sadrze neku prazninu, tesko¢u za ucenike i za ¢ije reSavanje je neophodno ulaganje
misaonih napora i primena neke od metoda resavanja problemskih zadataka.
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Kada govori o problemu M. Vilotijevi¢ u Didaktici I jasno objasnjava razliku
izmedu zadatka i problema: "Zadatak je mnogo 8iri i obuhvatniji pojam. U tom
okviru od ucenika se moze traziti da zapamti neke ¢injenice, da protumaci neki
sadrzaj uz sve poznate podatke, da, na osnovu nekoliko ociglednih primera, izvuce
zakljucak, da uradi nesto na osnovu ranije viSe puta primenjivanog i poznatog
obrasca. Znaci, da rutinski primeni poznate i primenjivane operacije. U 8iroki
raspon, koji ima pojam zadatak, smesta se i pojam problem koji jeste zadatak, ali
sa mnogo posebnosti koje treba odrediti" (1999: 241).

Problem je, prema M. Vilotijevi¢u (1999), zadatak koji ima sledece odlike: a)
nesto nepoznato, neku prazninu koju treba otkriti i popuniti na osnovu podataka
i odnosa koji nisu izric¢ito dati; b) razli¢it broj mogucnosti za regavanje (jedna ili
vige); v) veliku kompleksnost (za resavanje je potreban veliki broj slozenih logi¢kih
operacija); g) mogu¢nost za reSenje ne pomocu nekog ustaljenog obrasca (algo-
ritma), nego je za reSavanje potreban stvaralacki pristup i iskustvo; d) resavanjem
problema produbljuje se znanje, usvajaju nove strukture saznavanja i razvijaju
mentalne sposobnosti kod ucenika.

Prema re¢ima Ceha (Zech) resavanje problema "je sustinski usmereno na jedan
vid misljenja, koji se opisuje kao ponasanje pri reSavanju problema ili produktivno
misljenge" (1998: 359).

Kod problemskih zadataka "nije lako utvrditi veze izmedu datih i trazenih po-
dataka" (Deji¢, Egeri¢, 2003: 276). Sa druge strane teSkoce na koje utenik nailazi
prilikom reSavanja problemskih zadataka imaju pozitivan uticaj na proces ucenja,
jer kako istice S. Mari¢i¢, "nema istinskog ucenja, ako ucenik tokom usvajanja
znanja ne nailazi na teskoce, prepreke, koje sam svojom misaonom aktivnoséu
razresava' (2006: 41).

U svom radu J. Randelovi¢ (2005) prihvata poznato znacenje reci problem —
kao jezicke odrednice grékog porekla sa znac¢enjem: zagonetka, problem, sporno
ili nereSeno pitanje, pitanje koje se tesko resava.

Govoredi o problemskim zadacima, M. Deji¢ i M. Egeri¢ isticu da im je velika
uloga "u razvijanju stvaralatkog misljenja" (2003: 276). Problemske zadatke
"treba zadavati darovitima za matematiku i na taj na¢in podsticati tu darovitost"
(Isto, 2003: 276).

Prema retima V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Drozina nestandardni za-
datak je onaj koji u sebi sadrzi nesto originalno i kreativno (2010: 6). Pomenuti
autori, objasnjavajuci vezu izmedu nestandardnih zadataka i kreativnosti, isticu
da su kreativnost i nestandardni zadaci nerazdvojni (Isto 2010: 9).

Ono 8§to je karakteristitno za problemske zadatke jeste skrivenost odnosa
izmedu: datog i trazenog (otkrivanje jasnih relacija izmedu datog i trazenog),
poznatog i nepoznatog, eksplicitnog i implicitnog, starog i novog. Takode, prob-
lemske zadatke odlikuju zanimljivost, zagonetnost, neo¢ekivana resenja, pa stoga
deluju kao snazno motivaciono sredstvo i bude interes za matematiku.

M. Stevanovi¢ i A. Muradbegovié¢ (1990) isti¢u da reSavanje problema po-
drazumeva aktivnosti u sledeéoj trijadi:
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1. problemska situacija,
2. aktivnost ucenika, i
3. ostvarenje cilja.

U pocetnoj problemskoj situaciji dati su osnovni podaci ali pomoé¢u njih uéenik
mora nacéi nove. Ucenik je pred tesko¢om i da bi je otklonio u pomoé priziva
prethodna znanja i iskustva i ulaze odredene misaone napore. NapusSta se stereotipno
i rigidno ponasanje i traze se novi putevi reSavanja. Ucenik mora otkriti nove veze
i odnose u pojavama koje su predmet zadatka. Subjekt je u resavanju problema
misaono aktivan.

Problemska situacija ima svoje sastavne delove, a to su: podaci, znanje, moti-
vacija, teSkoca, prepreka i neizvesnost. Aktivnost ucenika podrazumeva: sposob-
nosti, metode, oblike i sredstva. Ostvarenje cilja ima sledece sastavne delove:
reSenje problema, nova znanja, zakljucci i generalizacije.

Prema rec¢ima V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Drozina, struktura stvralackog
procesa sadrzi u sebi slede¢e aspekte: uvideti problem — mobilisati specijalna
znanja — saciniti zakljuCak — oformiti (oblikovati) u obliku znakova (simbola) —
proveriti (2010: 33). Dok se struktura resavanja zadatka sastoji iz: analize za-
datka — Ssematskog zapisa — trazenja sposobnosti za reSavanje — implementacije
reSenja — provere reSenja — istrazivanja— formulisanja odgovora — analize reSenja
(Isto, 2010: 33). Poredenjem strukture reSavanja zadataka i strukture stvar-
alackog procesa, dolaze do zakljucka, da se po svojoj sustini podudaraju, $to
govori u prilog vaznosti reSavanja problemskih zadataka u nastavi matematike.
Resavajuéi zadatke prema datoj strukturi, ucenici ée se postepeno osposobljavati
i za stvaralacki process.

Pri reSavanju problemskih zadataka Polja (G. Polya) navodi ¢etiri glavne tacke
za reSavanje matematickih problema:

Prvo: moras da razumes zadatak.

Drugo: mora$ da izradis plan za reSavanje.

Trece: sproved: svoj plan.

Cetvrto: proveri dobijeno resenje.(Polja, 1966: strana omota).

Govoreci o psihologkom procesu pri reSavanju problema, Ceh navodi sledece
Cetiri faze:

1. pojavljivanje pitanja za razmisljanje;

2. pokusSaj pojasnjavanja;

3. ideja za resenje;

4. intelektualna obrada ideje za reSenje“ (1998: 375).

Ovde ¢emo navesti i opStu Semu stvaralacke aktivnosti pri reSavanju nes-
tandardnih zadataka koju sre¢emo kod V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Droz-
ina:
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1. uvideti sustinu problema;

2. usmeravanje znanja: pronalaze se neophodna znanja, putevi, sposobnosti za
reSavanje zadataka, trazenje (privlatenje) iskustva za postavljanje hipoteza;

3. sprovodenje eksperimenta i odrzavanje specijalnih zapazanja, zatim njihovo
objedinjavanje u vidu zakljucaka i hipoteza;

4. formiranje rezultata re§avanja nestandardnih zadataka u obliku matematickih,
grafickih, predmetnih struktura;

5. uspostavljanje socijalnog znataja dobijenog produkta (2010: 33-34).

Pri primeni problemskih zadataka u po¢etnoj nastavi matematike ucitelj mora
voditi ra¢una o moguénostima njihove primene. Mora uzeti u obzir sledeée ¢inioce:
uzrast ucenika, individualni psihofizi¢ki razvoj, emocionalno stanje, motivaciju,
obim informacija kojima ucenik raspolaze, osetljivost za uvidanje problema, nacin
na koji su se sticala znanja, kao i opredeljenje samog nastavnika. Moguénosti
ucenika zavise od veéeg broja €inilaca: nivoa psihofizi¢kog razvoja, obima infor-
macija u pojedinim podruéjima, ste¢enih iskustava, emocionalne zrelosti, moti-
vacije koja uti¢e na aktivan odnos prema problemu i uti¢e na napor potreban za
prise¢anje neophodnih elemenata i ¢injenica. Shvatanjem problema pocinje pro-
ces misljenja. Zato je veoma vazno kako ¢e problem biti formulisan. Ako utenici
razumeju problem, njegovo resavanje ¢e biti olakSano. Svakako ,neophodno je da
ucenik ima aktivan odnos prema problemu, kako bi se kod njega oslobodio napor
potreban za prise¢anje relevantnih ¢injenica zakona, principa, pravila, podataka,
formula i sl.“ (Dordevié¢, prema: Jukié¢ i sar., 1998: 512). Obim informacija i
iskustvo kojima uéenik raspolaze u znatnoj meri odreduju i kakav ée stav ucéenik
imati prema problemu i njegovom reSavanju. Sa druge strane, na obim informa-
cija i iskustvo utic¢e i na¢in na koji su znanja sticana. Korisnija su organizovana
znanja, kao i znanja koja su ucenici ve¢ primenjivali na razli¢ite nacine.

Govoreéi o moguénostima primene reSavanja problema u nastavi, T. Pro-
danovi¢ i R. Nic¢kovi¢ isticu da "s primenom reSavanja problema u nastavi treba
poceti od prvog dana gkolovanja pa ¢ak i pre. Dugo je u psiholoskoj nauci pos-
tojalo, a postoji i danas, glediSte da su deca sposobna za reSavanje problema,
odnosno za apstraktno misljenje, tek posle 11. ili 12. godine. To glediste je
ustupilo mesto optimistickoj i proverenoj ¢injenici da se elementi apstraktnog
mi§ljenja rano javljaju, kao $to pocetak mnogih drugih sposobnosti treba traziti
u ranijim uzrastima' (1974: 363). Prema navedenim autorima (1974), zadatak je
didaktike da se pozabavi pitanjem: u kojoj formi i na koji na¢in treba "rezirati"
probleme na pojedinim skolskim uzrastima. Pri tom je sigurno da jedan isti saz-
najni problem ima svoju uzrasnu gradaciju po tezini i dubini zahteva u sustini
izucavane pojave i zakona. U prvim razredima osnovne Skole reSavanje prob-
lema ne ide u dublje otkrivanje veza i odnosa. Razvojna linija krece se, dalje,
prema pravim oblicima nau¢nog misljenja pri reSavanju saznajnih i prakti¢nih
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problema u zavrsnim razredima osnovne i u srednjoj koli. Pri tome, osim ulazenja
u sustinu, bitno je stvaranje navike kritickog i stvaralackog misljenja ucenika u
nastavi putem reSavanja problema, a sa stvaranjem te navike treba poceti od prvih
dana skolovanja.

Pri davanju problema, nastavnik mora pravilno odmeriti zahteve. Zahtevi
mogu biti:

1. znatno niZi od stvarnih ucenickih moguénosti,
2. na nivou ucenickih mogucénosti,

3. nesto visi od mogucnosti ucenika,

4. daleko iznad moguénosti ucenika.

Odmeravanje zahteva je vazno, jer ako su zahtevi ispod stvarnih moguénosti
uCenika, uCenik ¢e ih lako savladati i nece biti motivisan za dalji rad. Ako su
zahtevi na nivou moguénosti i ovde ucenici bez napora dolaze do resenja. Daleko
vi§i zahtevi su za ucenika teski i brzo odustaje od resavanja. Najbolje je ako
su zahtevi nesto visi od moguénosti ucenika, jer takvi zahtevi ucenika "vuku
napred". Ispred ucenika se postavlja problem, ali se javlja Zelja da se problem
savlada. Na potrebu odmeravanja zahteva ukazuju mnogi autori. Iste zahteve
navodi i J. Dordevié. On smatra da su, takode, najpovoljniji zahtevi nesto malo
vedéi od utenikovih moguénosti i da "ovakvi zahtevi i situacije su najpogodnije za
intelektualni razvitak. One sadrze izvesne delove, elemente, podatke zasnovane na
ranijim iskustvima, ali date u kombinaciji koja nesto malo prevazilazi moguénosti
ucenika tako da vule napred njihov intelektualni razvitak" (Prema: Juki¢ i sar.,
1998: 509-510). Sli¢no misljenje nalazimo i kod S. Mari¢i¢: "Problem u zavisnosti
od uzrasta ucenika, ne sme biti lak. Problem koji ucenici resavaju bez napora,
teSkoc¢a nema nikakvu funkciju. Ali isto tako on ne sme da prelazi odredene
granice. Ukoliko je problem lak on kod ucenika izaziva monotoniju, nezaintereso-
vanost, reSavanje tih problema se mehanizuje, uenik "tapka" u mestu, a treba
svakim problemom koji se postavi pred ucenike i¢i u "zonu narednog razvitka",
kako to istice Vigotski u svojim teorijskim postavkama (Maric¢i¢ 2006: 53).

Moguce je izvrgiti klasifikaciju problemskih zadataka. U radu M. Dejica i
saradnika nailazimo na Lengauerovu klasifikaciju zanimljivih zadataka:

1. Zadaci koji ne zahtevaju ili skoro da ne zahtevaju nikakva matematicka
znanja i zasnovani su na osStroumnosti.

2. Zadaci koji pored bistrog uma zahtevaju i elementarna matematicka znanja
ili prise¢anje onoga §to je ranije u §koli nauceno.

3. Pitanja i zadaci koji imaju za cilj proveru i preciziranje matematickih znanja
ucenika. To su uglavnom neocekivana poredenja i zakljucci, ponekad paradok-
sni i sl. Grupa ovih zadataka se deli na tri dela prema razredima u osnovnoj
i srednjoj skoli.
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4. Grupa zadataka za ljubitelje teskih problemskih matematickih zadataka.
Za resavanje ovih zadataka potrebna je matemati¢ka priprema, ali ona ne
prelazi obim Skolskog znanja.

5. Zadaci — Sale, matematici trikovi i zadaci za zabavu. (Lengauer, prema:
Dejié i sar., 2013: 100).

Ovde valja ukazati da je navedena klasifikacija izvrSena prema stepenu matematickih

znanja koja su potrebna za njihovo resavanje. Moguce je izvr§iti i drugacije klasi-
fikacije problemskih zadataka. Tako, B.L. Kordemski izdvaja dve kategorije van-
nastavnih zadataka, a to su: a) zadaci bliski 8kolskoj nastavi, ali tezi (zadaci
sa matematickih takmicenja) i b) zanimljivi matematicki zadaci. U okviru zan-
imljivih matematickih zadataka, autor dalje vrsi klasifikaciju prema sadrzaju u
skladu sa grupama sliénih operacija koje se koriste za resavanje zadataka sa istom
temom:

1. Teski zadaci (reSavanje je otezano, ali moze biti ostvareno sredstvima matematicke

oStroumnosti).
2. Geometrija sa Sibicama (konstruisanje modela figure od Sibica).
3. Sedam puta meri, jednom seci (menjanje figura pomocu sefenja).

4. Vestina uvek nalazi primenu (elementarno-tehnicka i prakti¢na pitanja, ¢ije
reSavanje zahteva matematicko razmisljanje).

5. Sa algebrom ili bez nje (sadrzaj nije bitan, operaciono jezgro: algebarski put
reSavanja ili bilo koji drugi, ali uvek ima neka "fora" ili u samom nacinu ili
u uporedivanju nacina resenja).

6. Matematika skoro bez rac¢unanja (operaciono jezgro: operacija skoro da
nema, ali za reSavanje je potrebno dobro rasudivanje) (Prema: Dejié i sar.,
2013: 100-101).

Bez obzira na klasifikaciju problemskih zadataka, ono §to je zajednicko za
sve njih je "njihova zanimljivost, problemski karakter, neoctekivanost reSenja,
zagonetnost, zavodljiv tekst, zadaci izlaze iz okvira klasi¢nih kolskih zadataka
— neSablonski zadaci (zahtevaju neSablonska reSenja), Gesto ne zahtevaju neka
znacajnija matematicka znanja, veé¢ se oslanjaju na logicko migljenje, intuiciju i
zdrav razum" (Dejié i sar., 2013: 101).

Kada se govori o resavanju problemskih zadataka, moramo pomenuti etape
reSavanja ovih zadataka. To su:

1. problemska situacija,
2. formulisanje problema,

3. analiza problemskog zadatka,
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4. resavanje problema i

5. provera tacnosti reSenja.

Pored problema, o ¢emu je veé¢ bilo reci, nezaobilazno je i razjasnjenje pojma
problemska situacija. Prema recima M. Vilotijevi¢a: "Problemska situacija je
pocetno psihi¢ko stanje iznenadenja, upitnosti, velike zainteresovanosti i visoke
umne i emocionalne napregnutosti pojedinca koji treba da resi zadati problem"
(1999: 242).

Prema migljenju M. Stevanoviéa: "U problemskoj situaciji se pokreée uc¢enikovo
stvaralacko misljenje, razvija inicijativa, intelektualni nemir, emocionalna napetost.
Kod ucenika se javlja dozivljaj, trenutna zbunjenost, tenzija i radoznalost" (1982:
93).

Formulisanje problema podrazumeva da ucenici formuliSu problem, postavl-
jaju pitanja koja proisti¢u iz problemske situacije (Mari¢i¢, 2006: 54). Dalje
sledi analiza problemskog zadatka, koja podrazumeva izbor hipoteza za resavanje
problema, odnosno izbor metoda za resavanje problema. Nakon toga ucenici pris-
tupaju reSavanju problema i na kraju proveravaju tac¢nost resenja.

Ceh navodi opste savete za reSavanje problema, koje Polja preporucuje:

1. Princip racionalnosti

Nikada ne deluj protiv svog osecanja, ali traZi jasne ,racionalne” razloge,
koji govore za ili protiv svoga oseéajnog shvatanja. ..!

2. Princip ekonomisanja © princip neograni¢enosti

Ostani §to vise moguée kod zadatka...

3. Princip izdrZavanja i princip promene

Ne odustaj prerano!* (Polja, prema: Ceh, 1998: 361).

Ove savete, koje autor navodi, moguce je koristiti u nastavi kao smernice
uceniku i to u sledeé¢em obliku:

1. Poku8aj da obrazlozi§ svoje ideje!

2. Iskoristi informacije koje imas §to viSe moguce, ali nemoj da se zalepis za
njih!

3. Nemoj odmah da odustanes; pusti da ti misli malo lutaju! (Ceh, 1998: 362).

Ruski autori, V.V. Drozina, V.L. Diljman i D.A. Drozin, navode sledeéi plan
reSavanja zadataka:

1. Analiza teksta zadatka.

2. Sematski zapis uslova.
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3. Trazenje resenja zadatka; sastavljanje plana reSenja.

4. Resenje osobeno matematickom zadatku — izracunavanje vrednosti numerickog
izraza.

5. Interpretacija rezultata proracuna, tj. dobijanje odgovora na pitanje.

6. Provera dobijenog odgovora (2010: 178).

Slican plan navodi i N.B. Istomina, koja daje sledeci redosled operacija resavanja
zadataka:

1. Citanje zadatka (shvatanje problema) i predstavljanje te situacije, koja je u
njemu opisana.

2. Izdvajanje u tekstu uslova i pitanja, poznatih i nepoznatih.

3. Uspostavljanje veza medu datim i traZzenim veli¢inama.

4. Izbor redosleda aritmetickih operacija i sastavljanje plana resavanja.

5. Zapis tih operacija i izratunavanje vrednosti, tj. zapis reSenja i odgovora.

6. Provera dobijenog odgovora (Prema: V.V. Drozina, V.L. Diljman i D.A.
Drozin, 2010: 178).

Govoredi o reSavanju problemskih zadataka, M. Deji¢ i M. Egeri¢ (2003) isti¢u
da je put reSavanja zadataka, pa i problemskih sledeéi:

1. razumevanje i analiza uslova zadatka,
2. stvaranje plana,
3. realizacija plana,

4. provera ta¢nosti, diskusija i interpretacija resenja.

Ono na §ta autori ukazuju jesu metode za reSavanje problemskih zadataka,
Cije poznavanje je neophodno da bi se napravio plan za reSavanje zadatka. Au-
tori govore o direktnim i indirektnim metodama reSavanja problema u pocetnoj
nastavi matematike. Kako resavanje zadataka podrazumeva uspostavljanje veza
izmedu datih i trazenih podataka, ako se te veze utvrduju uz koriséenje originalnog
problema onda se govori o direktnim metodama. Ukoliko se umesto originalnog
problema, koriste odgovaraju¢i modeli, onda se govori o indirektnim metodama
reSavanja problemskih zadataka.

Ovde valja ukazati i na metode reSavanja problemskih zadataka. U literaturi
se izdvajaju slede¢e metode:

1. Direktno resavange problema:
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(a) analiticka metoda;
(b) sinteticka metoda,;

(c) analiticko-sinteti¢ka metoda;
2. Indirektno resavanje problema:

(a) Matematicko-kibernetitko modelovanje;

(b) Geometrijski modeli reSavanja problemskih zadataka u koje spadaju:
metoda duzi, metoda pravougaonika, metoda Venovog dijagrama, metoda
fokusnog dijagrama;

(¢) Logicko-aritmeticki modeli u koje spadaju: metoda inverzije, metoda
lazne pretpostavke, metoda logike.

Sintetickom metodom "povezuje se ono §to je dato (8to se moZe povezati) i
trazi ono §to je nepoznato. Rezonovanje sintetickom metodom je oblika: Znamo,
§ta moZemo dobiti?" (Deji¢, Egeri¢, 2003: 277). Prema re¢ima T. Malinovi¢a i N.
Malinovi¢-Jovanovié¢ "kod sinteti¢kog rasudivanja polazimo od datog, poznatog u
zadatku i koristeci se uslovima zadatka dolazimo do nepoznatog, trazenog" (2002:
315).

Kod analiticke metode "pretpostavi se da je nadeno ono Sto se trazi, zatim se
dovodi u vezu sa onim S§to je dato, §to je poznato i iz toga izvodi zakljucak. Re-
zonovanje kod analiti¢ke metode je oblika: Sta treba znati da bi se dobio odgovor?"
(Deji¢, Egeri¢, 2003: 277). Prema re¢ima T. Malinovic¢a i N. Malinovi¢-Jovanovic:
"Pri analizi problemskog zadatka polazi se od pitanja, odnosno od onoga §to se u
zadatku zahteva i rasuduje se: §ta treba znati da bi se dobio odgovor na dato pi-
tanje, a zatim: Sta treba znati da bi se izra¢unalo ono §to je neposredno potrebno
za izra¢unavanje odgovora. Taj proces se nastavlja sve dok se dode do onoga sto
se iz podataka datih u zadatku odmah moze izracunati" (2002: 313-314).

Analiticko-sinteticka metoda reSavanja zadataka podrazumeva da se zadatak
rastavi na vise manjih, prostijih, koji se zatim reSavaju sinteticCkom metodom.
Prema rec¢ima T. Malinoviéa i N. Malinovié-Jovanovié¢ "najveéi broj problemskih
zadataka reSava se analiticko-sintetickom metodom rasudivanja, koja predstavlja
pravu matemati¢ku i uopSte nau¢nu metodu misljenja, jer, dijalekticki, nema
analize bez sinteze u reSavanju problemskih zadataka" (2002: 316).

Metoda duzi je indirektna metoda reSavanja problemskih zadataka u kojoj se
kao model koji menja original koristi duz. Ova metoda podrazumeva predstavl-
janje datih veli¢ina pomoéu duzi, pri ¢emu jednake veli¢ine moraju biti predstavl-
jene jednakim duzima, manje veli¢ine kraéim duzima, a veée duzim duzima. T.
Malinovica i sar. (1999) pod metodom duzi podrazumevaju graficko ilustrovanje
problemskih zadataka pomodéu duzi.

Metoda pravougaonika je, takode, indirektna metoda reSavanja problemskih
zadataka gde se kao model koristi pravougaonik. "Ako se neke veli¢ine u zadatku
mogu predstaviti kao proizvod dveju drugih veli¢ina, onda se taj proizvod graficki
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predstavlja kao povrsina pravougaonika. Stranice tog pravougaonika predstavljace
¢inioce proizvoda" (Deji¢, Egeric¢, 2003: 281).

Metoda tablice se obitno koristi kada imamo dva skupa ¢&iji su elementi u
nekom odnosu. Tada u vrste tablice upisujemo elemente jednog skupa, a u kolone,
elemente drugog skupa. Kada su elementi, koji se nalaze u preseku kolone i vrste
u nekom odnosu, to se obitno ozna¢ava znakom "+", a ako nisu, znakom "—" i
tako dolazi do resenja.

Metoda Venovog dijagrama se koristi za reSavanje izvesnog broja zadataka
vezanih za skupove. Venov dijagram predstavlja deo ravni ogranic¢en nekom
zatvorenom linijom. Elementi skupa se predstavljaju tackama na delu povrsi
koju oznacava dijagram.

Metoda fokusnog dijagrama je indirektna metoda reSavanja zadataka koja se
koristi za reSavanje kombinatornih zadataka. Kako se pojmovi kombinatorike
ne izuavaju u pocetnoj nastavi matematike, to se kombinatorni zadaci pomocu
fokusnog dijagrama mogu resiti i na mladem Skolskom uzrastu. Osnovna ideja
fokusnog dijagrama je da "elemente iz sadrzaja datog problemskog zadatka in-
terpretiramo duzima i krivim linijama koji imaju zajednic¢ki pocetak i kraj, pa
ovakve modele svrstavamo u grupu geometrijskih modela" (Malinovi¢a, Mali-
novi¢-Jovanovié, 2002: 325). Zadaci koji se reSavaju metodom fokusnog di-
jagrama "igraju znacajnu ulogu u razvijanju kombinatornog misljenja" (Deji¢,
Egeri¢, 2003: 285).

Metoda lazne pretpostavke "sastoji se u davanju neke pretpostavke o resenju,
koja najcesée nije ta¢na. Dalje se zadatak sagledava u svetlu datog, laZnog,
reSenja. Dolazi se do procene greske i korekcije laznog reSenja, pri ¢emu se dobija
pravo resenje" (Deji¢, Egeri¢, 2003: 285).

Metoda inverzije se primenjuje kod problemskih zadataka kada znamo krajnji
rezultat, a nepoznati su nam pocetni uslovi. SuStina je u tome da se krene od
rezultata i u izvrSavanju inverznih operacija od onih koje bi se upotrebile kada
bismo isli od pocetka prema kraju.

Metoda logike se obi¢no primenjuje pri reSavanju Saljivih zadataka, odnosno
zadataka koji imaju neku zagonetku. Ovi zadaci su od posebnog znacaja za
"razvijanje logickog misljenja, ljubavi prema matematici, za motivisanje ucenika
isl". (Malinovi¢a, Malinovi¢-Jovanovié, 2002: 331).

Tokom resavanja problema, ucenici treba da:

a) samostalno upotrebljavaju ranije naucene pojmove, pravila i misaone strate-
gije;

b) budu sposobni da izdvoje matematicke podatke iz datog konteksta i/ili da

v) kombinuju podatke na nov nagcin;

g) postave plan resenja (tj. da prethodno skiciraju vige koraka za resavanje);

d) raspravljaju o hipotezama i alternativama;

d) izvlace logitne zakljutke iz poznatog i da ih obrazloze;

e) kontrolisu korake i rezultate resavanja;

z) predstave i formulisu reSenje zadatka ili dokaza;

)

z) postanu svesni misaonih strategija koje su od pomodi;
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i) osmisljeno refavaju srodne probleme;

j) pri reSavanju daljih problema upotrebe sadrzajna i heuristi¢a pravila koja
su stekli resavanjem problema (Ceh, 1998: 374).

Ucenike od prvih dana Skolovanja treba navikavati, kada god je to moguce, da
reSavaju problemske zadatke, iako njihovo reSavanje nije predvideno neposredno
na ¢asu. Jer, "krajnji cilj nastave resavanja problema je dostignut kada ucenici
mogu bez tude pomoci da reSavaju nove probleme" (Ceh, 1998: 374). Na ta]
nacin, ulenici ée se postepeno navikavati i na reSavanje mnogobrojnih Zivotnih
problema. Oni ¢e postepeno sticati naviku da o problemu logi¢ki misle i ulagace
misaone napore kako bi resili dati problem. Osnovni problem na koji se nailazi
u praksi je to Sto problemski zadaci, i pored brojnih vrednosti, nisu obavezni i
koriste se po nahodenju uéitelja, obi¢no na dodatnoj nastavi.

Ovde ¢emo navesti i osobenosti kreativnih sposobnosti uc¢enika koje se u velikoj
meri mogu podsticati reSavanjem problemskih zadataka:

1. Sposobnost da predstavi plan predstojecih akcija

(a) Izbor osnovnih ideja

(b) Shvatati Sta mogu biti posledice (kako teorijskog, tako i praktitnog
karaktera) izvedene iz ove ideje

(¢) Odredivanje zakonitosti novih misli i ideja koje proizilaze iz misli i ideja
identifikovanih u tesktu

(d) Provera nekoliko opstih karaktera koje ima data ideja, misao i kakva
je njena oblast primene

(e) Planiranje odgovora

(f) Raspodela pitanja izazvanih te§ko¢ama
2. Sposobnost ulaska u aktivnu intelektualnu aktivnost (rad)

(a) Shvatanje materijala (ne samo shvatati svaki priznak, pravilo, nego i
vezu medu njima)

(b) Prenos poznatih metoda aktivnosti na nove materijale (podatke)

(c) Vestina da se vidi vrednost mesta svakog dela kao dela celine
3. Samostalno dobavljanje potrebnih znanja

(a) KoriSc¢enje izvora o ovom pitanju
(b) Sposobnost da se koriste razli¢ite vrste ¢itanja

(¢) Kretanje u smisaonu strukturu organizacije teksta
4. Sposobnost kori§¢enja dodatne literature

(a) Sposobnost da koriste osnovna pravila rada sa literaturom

166



(b) Sposobnost izbora literature koja je direktno povezana sa datim pitan-
jem, a i one koja se tiCe njega indirektno

(¢) Sposobnost mentalnog povezivanja elemenata pitanja i dobijenih rezul-
tata

5. Sposobnost da kreativno primenjuju svoje znanje u praksi

(a) Sposobnost primene u sli¢nim i novim situacijama

(b) Sposobnost da prenose aktivnosti poznatih metoda na novi materijal
(V.V. Drozina, V.L. Diljman i D.A. Drozin, 2010: 47).

2 Didaktic¢ke vrednosti problemskih zadataka

Resavanje problemskih zadataka u poc¢etnoj nastavi matematike ima niz didaktickih
vrednosti. Pobrojaéemo samo neke do kojih smo dosli prou¢avanjem relevantne
literature:

- Resavanje problemskih zadataka aktivira misaone napore ucenika Sto pozi-
tivno utice na razvoj saznajnih sposobnosti;

- Resavanjem problemskih zadataka, posebno u fazi izbora hipoteza za reSavanje
problema, podstie se samostalnost ucenika;

- Problemski zadaci pojacavaju motivaciju uc¢enika za ucenje. Kada se ucenik
nade pred problemom, kod njega se javlja Zelja da refi i otkloni problem:;

- Problemskim zadacima negujemo kod ucenika kriticnost, kreativnost;

- ReSavanjem problemskih zadataka ucenici rasuduju, a to povoljno deluje na
razvoj logickog misljenja;

- ReSavanjem problemskih zadataka mogu se podsticati i razvijati apstraktno
i stvaralacko miSljenje ucenika.

O vrednostima resSavanja problema, najbolje svedoce re¢i T. Malinoviéa i N.
Malinovi¢-Jovanovié, koji isti¢u da: ,,...reSavanje problema nije cilj za sebe, nego
sredstvo misaonog aktiviranja u funkciji sticanja nau¢nih znanja... Takode, uciti
ucenike da resavaju probleme isto je §to i uciti ih da misle; da ucenike nije moguce
uciti da misle ukoliko ne resavaju zadatke; da oni misle samo kad se suoce s realnim
i zanimljivim problemima; jednom rec¢ju: da se misaona aktivizacija ucenika moze
obezbediti samo ako im se omoguéi da resavaju odredene probleme* (2002: 312).

Govoredi o znacaju reSavanja problemskih zadataka (nestandardni zadaci) M.
Deji¢ i sar. posebno isticu znacaj nestandardnih zadataka ,za razvoj sustinskih
elemenata matematickog misljenja ucenika, matematicke inicijative koja se ispol-
java kroz Zelju ucenika da sam shvati problem, kroz teznju da samostalno pronade
nacine i sredstva za reSenje zadatka; oStroumnosti, logi¢nosti, dosetljivosti, fleksi-
bilnosti i kriti¢nosti uma. Uz sve nabrojano ne treba zaboraviti i snaznu motiva-
cionu stranu nestandardnih zadataka* (2013: 101). Pomenuti autori za pojedine
vrste zadataka izdvajaju prednosti, a mi ¢emo, za potrebe rada, pobrojati samo
neke vrednosti resavanja nekih problemskih zadataka:
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1. reSavanje problemskih zadataka je interesantno za ucenika (magi¢ni kvadrati),

2. ucenici pri reSavanju problemskih zadataka istrazuju, kombinuju i dolaze do
reSenja ulaganjem misaonog napora (magi¢ni kvadrati),

3. resavanje problemskih zadataka je korisno za razvijanje analitickog misljenja
(zanimljive brojevne jednakosti),

razvijanje misljenja kod uenika (zadaci sa neobi¢nim odgovorima),
razvijaju interes za matematiku (Saljivi zadaci),
razvijaju stvaralacke sposobnosti i logi¢ko migljenje (Saljivi zadaci),

razvijaju geometrijske sposobnosti (zanimljiva geometrija),

e B A

razvijanje matematickog misljenja i misaonih operacija - analiza, sinteza,
uporedivanje (matematicke igre),

9. razvijaju inteligenciju i magtu (igre Sibicama) i sl.

Takode, tokom reSavanja problemskih zadataka razvijaju se i brojni kvaliteti
licnosti. Ovde ¢emo navesti kvalitete licnosti koji se pojavljuju i razvijaju u
procesu stvaralacke aktivnosti, a koje u svom radu navode V.V. Drozina, V.L.
Diljman i D.A. Drozin:

1. Sposobnost da se ukljuéi u kreativan rad (uzimajuéi ucesée u procesu)
(a) Prihvatiti novo. Biti otvoren za novine (ne plagiti se)
(

)
b) Da se izbore sa svim situacijama. Biti uveren (siguran) u sebe
(c¢) Krititno sagledati problem. Ima sposobnost da ispita

)

(d) Vidi hijerarhiju vaznosti problema
2. Sposobnost regavanja problema (proces)

Obim znanja

(b) Izbor neophodnog znanja
(c) Izdvajanje znacajnog i neznatajnog
(d) Okupljanje znanja u nizu

Nalazenje nove interpretacije za nova i stara znanja

Transfer (prenoSenje) nalina kreativne aktivnosti na reSavanje novih
problema

3. Sposobnost da se dobije konacan rezultat (rezultat procesa)

(a) Sposobnost iskazivanja svog misljenja
(b) Sposobnost da se napuste rigidne opcije za reSavanje problema (2010:
48).
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3 Zakljucak

U radu je ukratko izneto teorijsko rasvetljavanje pojma problemski zadatak. Ukazano
je na sam proces reSavanja problemskih zadataka, kao i na brojne vrednosti
reSavanja problemskih zadataka, od kojih se u prvi plan isti¢e njihov uticaj na
podsticanje i razvoj misljenja ucenika. Iznet je proces reSavanja problemskih
zadataka, koji se u velikoj meri poklapa sa strukturom stvaralackog procesa.
Stoga, osposobljavanjem ucenika za reSavanje problemskih zadataka, mi ih poste-
peno navikavamo da stvaralacki misle, aktivno se odnose prema onome §to rade,
logi¢ki rasuduju o problemima pred kojima se nadu, kriticki se odnose prema
informacijama koje dobijaju, i sl. Sve to ima veliki znacaj na formiranje sves-
trane i kreativne li¢nosti ucenika, sto je jedan od vaznih zadataka danasnje skole.
Vrednosti reSavanja problemskih zadataka su brojne, pa uzimajuéi ih u obzir,
u nastavnoj praksi, kada god je to mogude, treba nastavu obogatiti reSavanjem
problemskih zadataka.
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Abstract

National Institute of Standards and Technology (NIST) has added El-
liptic curve cryptosystems (ECC) to its set of standard cryptographic algo-
rithms. One of the most important operations for all applications of elliptic
curves is scalar point multiplication- the operation of multiplying a random
number by a point on an elliptic curve. This fact is the reason why in
this paper we present a full software implementation for computing scalar
point multiplication on non-supersingular elliptic curves defined over the fi-
nite field Fp. Weierstrass and Edwards curves are commonly used in real
life cryptography. Weierstrass curves are already an industrial standard and
point multiplication on them is amongst the fastest. Those are the reasons
why Weierstrass curves are the basis of this paper.

1 Introduction

ECC were first suggested by Koblitz [4] and Miler [7]. The security of ECC
relies on the presumed intractability of the discrete logarithm problem on elliptic
curves. Keys and other parameters can be considered shorter than other public
key cryptosystems, such as RSA, with the same level of security [9]. That is why
ECC are implemented on devices with limited resources (memory, power,...)

On stage, therefore, with the transition from RSA to ECC our intention re-
mains unchanged: More personal software is our permanent goal [10]. This means
that more people should be interested in cryptography. We think that the encod-
ing of cryptographic algorithms is an important step in it.

In this paper, we choose to encode the operation "Point multiplication" on
elliptic curves, over finite field F), (E(F))), where p is a prime number greather
then or equal to three.

2 Task and Aim

In this paper we do not intend to deal with the theory of elliptic curves, because
there is a lot of good work on that [1, 2, 5, 6, 7]. Considering our goal (1) we are
primarily interested in the results of the theory.

Our task is to calculate k*P—=Q, where P and Q are points of the set E on an
eliptic curve: y? = 23 + ax + b.

The operation "’ denotes the series of point doubling and point adding.
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2.1 Point Adding

For two given points P(x,,yp), Q(x4,yq) (P # £Q) in the set E, the group operator
allows us to calculate a third point R(x,,y,), also in the set E, so that P + Q =
R.

It is not difficult to find the coordinates of point R: x, = szfxp - xgwhere s
=2xp + Xg +Xp — Xp

As R belongs to the straight line (PQ) then s=(y, — yp)/(xr — xp ), and we
find: y, = yp +s(xr —xp)

2

2.2 Point Doubling

For given point P(x,,y,) in the set E, the group operator also allows us to calculate
a third point R(x,,y,), also in the set E, so that P + P = 2P= R.
x, = % -2x,where s=(3x,? —a)/2y, and y,= y, +s (X, — Xp)

3 Point Multiplication

One of the most important operations for all applications of elliptic curves is
scalar point multiplication. Scalar point multiplication consists of calculating the
value of an integer multiplied by a point by doing a series of point doublings and
additions until the product point is reached. In this paper we will use approach
for calculating k*P suggested by Montgomery (Binary Double-Add algotithm) [5].

INPUT: An integer k>0 and a point P.

OUTPUT: Q=k*P

1. Set k(kl—l- .. k1k0)2

2. Set P1P, Po—2P.

3. for I from 1-2 downto 0 do

If k;=1 then

Set P1P1 +Po , P22P.

Else

Set PsPo+Pq, P12P;.

4. RETURN (Q=P;)

4 Console Application in Delphy7

In this paragraph, we will encode the algorithm above (and give the outputs) by
a simple tool, and that is the Console Application Delfi 7 (see Appendix Al, A2).
Our goal is not to develop the program that is characterized by faultless perfor-
mance; our goal is to show that this program does its task (point multiplication)
and that it is possible to solve such a serious task in a simple way which is good
for learning and entering the problem, the way that breaks the concern about the
cryptic of cryptography itself. This way can assure us that applied cryptography
is not as difficult as it seems to be. This program is a really good base for those
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who want to optimize and develop their own tool that won’t be just illustrative,
but it will be able to serve, considering the fact that we work with arbitrarily
large numbers for which it is only necessary to set the initial constant in the Unit
(A3) [6], [11].

The central question of this paper and paragraph is the code. Our intention
was to make a complete software for finding keys available, and later, to find
the keys for signing messages. But, due to the size, we will not mention all the
procedures, but only the two most important. It will be indicated where other
procedures can be found.

4.1 Outputs

We will present the results of the program for point multiplication.

In the first example, we can verify that we get the same results as in [2].

In the second example, we will show that using a modest console application
Delphy 7 can successfully solve the serious task working with the real parameters
suggested by NIST [2].

Example 1

Let p=23, k=28. We will observe the elliptic curve E: y2 =x? +x+4 defined
over Foz3 and P(7,3) [2]. We have a—1 and b—4. (4a® +27b? —44432= 22 (mod
23))

The points in E(F23) are (incuding P) (with a code (Al) we find):

2P—(22,18) 3P=(18,9) 4P=(4,7) 5P=(1,12) 6P=(0,21) 7TP=(9,12) 8P=(10,18)
9P=(8,15) 10P=(14,5) 11P=(11,9) 12P=(13,11) 13P=(15,17) 14P=(17,14) 15P=(17,9)
16P=(15,6) 17P=(13,12) 18P=(11,14) 19P=(14,18) 20P=(8,8) 21P=(10,5) 22P=(9,11)
23P=(0,2) 24P=(1,11) 25P=(4,16) 26P=(18,14)

27P—(22,5) 28P—(7,20) Infinity Point

Example 2

NIST has recommended ten finite fields [2]. We will observe the prime finite
field F,, for p=2192 — 264 _1

For curve P-192 a= - 3 and base point P(X¢g, Yq),

X¢g = 0x 188da80e b03090f6 7cbf20eb 43a118800 f4ff0afd 82{f1012

Y= 0x 07192b95 ffc8da78 631011ed 6b24cddd 73f977al 1794811

Let k:

10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000100101011,

(probably) prime large (160 bit) number ( k[159]=1, k[8]=1, k[5]=1k[3]=1,
k[1]=1, k|0]=1) [11]. This number is not random ("good" for cryptography), and
it was taken to illustrate the example.

Coordinates of the point Q(X, Y) =k* P(Xqg, Y¢g) are (with a code (A2) we
find) :

X: 0x 27b33303b944664d0def8ab0c8134666da6e8218a73ecH25

Y: Ox 1b36987edb77e1{666a5698a45cbbfd470180{t642eabd7b
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5 Use: The ECDSA key pair

The Elliptic Curve Digital Signature Algorithm (ECDSA) is the elliptic curve
analogue of DSA (Digital Signature Algorithm).

Security of DSA based on the computational intractability of the discrete
logarithm problem (DLP).

The mathematical basis for the security of elliptic curve cryptosystems (ECC)
is the computational intractability of the elliptic curve discrete logarithm problem
(ECDLP).

To put it simply: It is dificult to find a point P and integer k, given their
product k*P.

1. Public key is Q.

2. Private key is k.

3. Modulus:

11111111111111111111111111111111111111711117111111111111111111

111111111111111111111111111111111111111 1111111111111 11

11101111111ttt

111111

6 RSA parameters- comparasion

Elliptic curve cryptography can provide the same level and type security as RSA
but with much shorter keys. More precisely, ECC takes one-sixth computational
effort to provide the same security that ones get with 1024-bit RSA, what no
comments confirmed the following example [11]:

1024 -bit RSA parameters

1. Public key pair (n,e)

e:111 (we choose)

n: (we count)

100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000100000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000000001000
000000000000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000
000000000000000001101001000010000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000001000000000000000000000000001000000000000000000000000

000000000000000000000000001000000000000000000000000000000000000001101

001000001000000000000000000000000010000000000000000000000000001000000
000000000000000010000000000000000000000000010000000000011010010000000
000000000000011010010000000000000000000000000000000000000000000011110
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00001100000000000000000000000000001010100010101001010111 (n =p*q, p
and q are two distinct primes, each of them of 512 B.D. and roughly the same
number of digits.)

p: 100000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000100000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000010000000000000
00000000000001000000000000000000000000000000000000000000000000010000
0000000000000000000000000000000000010110011101.

q: 10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000100000000000000000000000000100000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000011110000011.

¢»=(p—1)(¢— 1), modulus:
10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000010000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000001000000000000000000000000001000000000000000
00000000000000000000000000000000000100000000000000000000000000000000000
00011010001111010000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10000000000000000000000000010000000000000000000000000000000000000000000
00000001000000000000000000000000000000000000001101000111101000000000000
00000000000001000000000000000000000000000100000000000000000000001000000
00000000000000000000100000000000110100011110000000000000000110100011110
00000000000000000000000000000000000000011110000010000000000000000000000
00000001010100001110100111000

We compute the unique integer d, 1<d<?, such that e*d=1 (mod ?7)

2. Private key d:
10010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010
01001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001
00100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100
10010010010010010010010010010010010010010100100100100100100100100100100
10010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010
01001001001001001001001001010010010010010010010010010011011011011011011
01101101101101101101101101101101110010010010010010010010010010010010010
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01100111001000010010010010010010010010010010010010010010010010010010010
01001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001
10110110110110110110110111001001001001001001001001001001001001001001001
00100101101101101101101101101101101101101101111100101101010010010010010
01001001001010010010010010010010010010010110110110110110110111000000000
00000000000000000000100100100101100000100010010010010010011001110010000
00000000000000000000000000000000000000100010010100100100100100100100100
10010011110010100010111111

7 Future Work

Now we have the tools for ECDSA and that will be the topic of our next paper.
Since we have the software for RSA digital signature at disposal, it will be

interesting to compare ECDSA with RSA. We consider that it will be useful

to provide this paper with an example (something like a preparation for our

future paper) of RSA digital signature of a message, such as the message m:

" Elektrotehnicki fakultet u Beogradu." It is desirable to do it in order to see how

the digital signature looks like and to understand how resposible and difficult work

is to develop the procedures by which it is implemented, due to the enormous

number of zeros and ones.
SHA1- hash value of the message m is
h(m):
0011111100011100101000100100011110111011101000110011111101000011110011
1110110001100001100011011101001001000010001010000100110111001001001110
00001011010000110110
Digital signature of hash value s=(h(m))* mod n.
$:10111011000110000000011100010001100101111111010011100110101001100101d
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8 Conclusion

We believe that each country must stimulate young people’s interest in cryptog-
raphy|3], because we doubt that our secret data can be protected using someone
else’s software [10].

Of course, it is very difficult to develop our own protection mechanisms, but
we think it is far better to protect data using our own mechanisms first, and then,
thus modified, leave them to someone else’s software, than to allow the original
data to be protected by somebody else’s mechanisms, which is a logical nonsense.

9 Appendix

Al An Example With a Small Number

program multiplikacija;

{ Point multiplication - algorithm in 3}

{$SAPPTYPE CONSOLE}

uses

SysUtils,

multiplikacija_dalje in 'multiplikacija_ dalje.pas’;

label 1;

var pxp,pyp,plx,ply,p2x,p2y,x2,y2,rezl rez2:array [0..nn| of integer;
var modu,a,bl k:array [0..nn]| of integer;

i,j,s1,1,il,s,p:integer;

begin

b1[0]:=1,;

{find k*P, k—1, 2,...,28}

for j:=1to 28 do

begin

{addition of two binary numbers}

saberi(k,b1,k);

s1:=0;

{DEC p=23 to BIN modu=10111}
modu[0]:=1;modul[1]:=1;modu[2]:=1;modu[3]:=0;modu[4]:=1;
al0]:=1;

for i:=0 to nn do pxpli]:=0;
for i:=0 to nn do pypli]:=0;
{the starting point P(7, 3)}
pxp|0]:=1;pxp|1]:=1;pxp[2]:=1;
pyp[0]:=1;pyp[1]:=1;

{Binary Double-Add algotithm}
for i:=0 to nn do

begin

p1x[i]:=pxplil;

plyli]:=pypli];

0
0
)
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end;

{doubling of point (pxp,pyp)}
duplope(pxp,pyp,a,modu,x2,y2);
for :=0 to nn do

begin

p2x[i]:=x2[i];

p2yli]:=y2[i];

end;

{sl - largest binary position}
dokle(k,s1);

for i:=s1-1 downto 0 do

begin

if k[i]=1 then

begin

s:=1;

{which number is greather: plx or p2x}
koji(plx,p2x,s);

if (s=0) then

begin
duplope(p2x,p2y,a,modu,p2x,p2y);
goto 1;

exit;

end;

{addition points (plx, ply) and (p2x, p2y)}
dverazne(plx,ply,p2x,p2y,modu,plx,ply);
duplope(p2x,p2y,a,modu,p2x,p2y);
end

else

begin

s:=1;

koji(plx,p2x,s);

if (s=0) then

begin
duplope(plx,ply,a,modu,plx,ply);
goto 1;

exit;

end;
dverazne(p2x,p2y,plx,ply,modu,p2x,p2y);
duplope(plx,ply,a,modu,plx,ply);
end;

end;

s:=0;p:=0;

{BIN to DEC}

vrati(p2x,s);
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vrati(p2y,p);
vrati(k,l);
write(l+1,’P=");
write(’(’,s,”,’,p,") 7);
if (j mod 5)=0 then

begin

writeln;

end;

end;

1: begin

if s=0 then

begin

write(’ Infinity Point ’);

end;

readln;

end;

end
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Struéni rad

Apstrakt

Ishodi ucenja u visokom obrazovanju predstavljaju kompetencije koje
student treba razviti tokom studija, a koje su profilisane kompetencijama
fakulteta koji ih skoluju. Evropska komisija za unapred-ivanje obrazovanja
i struénog usavrSavanja, naglasava interdisciplinarno i multidisciplinarno
obrazovanje bududéih ucitelja koje podrazumijeva znanja iz predmeta koje
predaje, ali i drugih, njima sli¢nih predmeta, pedagosko-psihologka znanja
koja se odnose na razumijevanje razvojnih karakteristika ucenika, stilova
uéenja i kulture ucéenika, vjeStine poucavanja u smislu poznavanja strate-
gija, metoda i tehnika poucavanja, te razumijevanje drustvenog i kulturnog
konteksta obrazovanja.

U tom smislu, u radu se daje teorijski osvrt na opste i specifi¢ne matema-
ticke kompetencije studenata uciteljskog studija, te vrsi detaljnije razma-
tranje kompetencija u oblasti matemati¢ckog modelovanja. U fokusu su
"Skolska znanja" matematickog modelovanja, znanja ucitelja iz oblasti mate-
matickog modelovanja, te kompetencije ucitelja za matematicko modelo-
vanje.

Da bismo §to konkretnije odgovorili na pitanje o matemati¢kim kompe-
tencijama studenata uciteljskog studija, koncipirali smo istraEsivanje koje se
bavi kompetencijama u oblasti matematickog modelovanja, a za ispitanike
smo uzeli studente Cetvrte godine studijskog programa razredne nastave Uni-
verziteta u Istotnom Sarajevu (akademska 2013/14. godina). U obzir smo
uzeli pokazatelje ulaznih (UK) i izlaznih kompetencija (IK), vr§ili njihovu
komparativnu analizu, te uporedjivanje rezultata IK sa kurikularnim kom-
petencijama.

S obzirom na znacaj matematickog modelovanja u savremenom svijetu,
ocekujemo da pitanje kompetencija za tu oblast postane klju¢na tema u
pravcu osiguranja kvaliteta matemati¢kog obrazovanja na svim nivoima.

1 Uvod

Brojni reformski procesi visokog obrazovanja postepeno dovode do pomaka u
planiranju obrazovnih programa, s obzirom da sve veéi broj univerzitetskih nas-
tavnika ciljeve izu¢avanja nastavnog predmeta izrazava terminima ”ishodi u¢enja”
i ’kompetencije studenata”. Imajuéi u vidu ¢injenicu da se univerzitetsko obrazo-
vanje u razvijenim zemljama zasniva na nacionalnom kurikulumu utemeljenom na
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kompetencijama kao novoj paradigmi obrazovanja, stavlja se akcenat na pitanje
"Sta student treba znati i moze znati, koje vjeStine, sposobnosti i stavove treba i
moze razviti”. U tom smislu, pred nastavnika se postavlja zahtjev da obrazovnim
programom “pokaze” zaSto se uli, §ta se uci i kako se uci, odnosno da definise
ishode ucenja nastavnog predmeta (nastavne teme), sadrzaje ucenja i metode i
postupke koji omoguéavaju izgrad-ivanje propisanih kompetencija.

Ishodi ucenja u visokom obrazovanju predstavljaju kompetencije koje stu-
dent treba razviti tokom studija, a koje su profilisane kompetencijama fakulteta
koji ih skoluju. Evropska komisija za unapredjivanje obrazovanja i stru¢nog us-
avrSavanja, naglasava interdisciplinarno i multidisciplinarno obrazovanje buduéih
ucitelja koje podrazumijeva znanja iz predmeta koje predaje, ali i drugih, njima
sliénih predmeta, pedagosko-psihologka znanja koja se odnose na razumijevanje
razvojnih karakteristika ucenika, stilova ucenja i kulture ucenika, vjestine poucavanja
u smislu poznavanja strategija, metoda i tehnika poucavanja, te razumijevanje
drust-venog i kulturnog konteksta obrazovanja.

2 Kompetencije studenata u oblasti matemati¢kog mod-
elovanja

Slozenost zanimanja ucitelja (nastavnika, profesora razredne nastave) ispoljava
se u organizaciji i realizaciji nastave iz Sest nastavnih predmeta, §to podrazumi-
jeva njihovu osposobljenost da adekvatno odgovore na pitanja zasto, sta i kako
iz oblasti srpskog jezika i knjizevnosti, matematike, prirode i drustva, likovne i
muzicke kulture, te fizickog vaspitanja.

Imajuéi u vidu da se u mladjim razredima osnovne §kole ucenici svakodnevno
"bave” matematikom s obzirom da je, prema Nastavnom planu i programu Repub-
like Srpske, pet ¢asova matematike od prosjec¢nih 22 ¢asa sedmicno, sa izuzetkom
prvog razreda zbog specifi¢nosti organizacije nastavnog rada, neophodno je posvetiti
posebnu paznju definisanju i razvijanju matematic¢kih kompetencija studenata.

Imajuéi u vidu kompleksnost postavljenog problema, s obzirom na razlicite
stavove o kompetentnim znanjima i sposobnostima za organizaciju i realizaciju
savremene nastave matematike, opredijelili smo se za model koji najbolje odgovara
naSim uslovima, a koji su definisali i koristili Verschaffel, Janssens i Janssen. Oni
kompetencije ucitelja za poucavanje matematike dijele u tri kategorije.

1. Prvu kategoriju predstavljaju matematicke kompetencije, odnosno pozna-
vanje matematickih sadrzaja u okviru kojih isticu: visok nivo ovladanosti
i duboko razumijevanje kljuénih ¢injenica, koncepata, obrazaca, pravila i
dokaza, procedura i strategija rjeSavanja problema.

2. Drugu kategoriju ¢ine specificna metodicko pedagoska znanja, koja podrazu-
mijevaju umijecée prikazivanja matematickih sadrzaja djeci razli¢itih sposob-
nosti i interesa, izbor optimalnih strategija i oblika rada, visok nivo znanja o
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vrstama matematickih zadataka, poznavanje udzbenika i drugih nastavnih
materijala.

3. Tre¢u kategoriju kompetencija ¢ine uciteljeva psiholoska znanja o razvojnim
karakteristikama, i iskustvu ucenika, te kako ucenici misle i u¢e matematiku
(Verschaffel, Janssens, Janssen, 2005).

Evidentno je da neophodnost njihovog determinisanja zahtjevima savremene
nastave matematike, prvenstveno ukazuje na potrebu izgrad-ivanja matematicke
pismenosti.

Prema OECD-u matematicka pismenost je kapacitet pojedinca da identifkuje
i razumije ulogu koju matematika ima u savremenom svijetu, da izvede dobro
zasnovane matematicke procjene i da primjenjuje matematiku tako da zadovolji
svoje sadasnje i buduée potrebe kao konstruktivnog, zainteresovanog i refleksivnog
grad-anina (OECD, 2001).

Da bi se definicija prevela u procjenu matematicke pismenosti, utvrd-ene su
tri dimenzije:

1. matematicki sadrzaj ili struktura znanja na koje se oslanjaju pojedini prob-
lemi i zadaci, odnosno koji se koriste da se rijesi problem:;

2. kompetencije (sposobnosti) koje moraju da se dostignu da bi se povezao
stvarni svijet u kome je problem generisan, sa matematikom pomocu koje
se rjeSava problem, odnosno procesi koje je potrebno da ucenik aktivira kako
bi povezao problemsku situaciju sa matematickim sadrzajem;

3. situacija ili kontekst u koji je smjesten problem (Baucal, Pavlovi¢ Babi¢,
2010).

Kompetencije studenata uciteljskog studija, za razliku od kompetencija drugih
obrazovnih profila, uslovljene su kompetencijama ucenika koje ¢e poucavati, s
obzirom da kompetentno moraju podsticati. U tom smislu, osnovno polaziste u
razmatranju kompetencijskog okvira jeste analiza stru¢nih aktivnosti koje ée, po
zavrSetku studija obavljati.

Shodno tome, definisano je pet kategorija opstih kompetencija koje bi u razred-
noj nastavi matematike trebalo razviti (shema 1):

1. rjeSavanje problema (matemati¢ko modelovanje);
2. migljenje, dokazivanje i zakljucéivanje;

3. povezivanje;

4. komunikacija,

5. reprezentacija (primjena tehnologije).
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OPCE
MATEMATICKE
KOMPETENCLIE

RJESAVANJE PROBLEMA
| MATEMATICK D MODELIR ANJE

LOGICKO MISLJENJE,
ARGUMENTIRANJE
1 ZAKLJUECIVANJE

PRIKAZIVANJE
1 KOMUNIFAC LIS

FOVEZIVARIE

Slika 1: Matematicke kompetencije (Kraljevi¢, Cizmesija, 2009)

Osim opstih, na shemi se isti¢u i specificne kompetencije, koje se odnose na
razvijanje matematickih koncepata, odnosno formiranje matematic¢kih pojmova i
pravila. To su, u stvari, matematic¢ki sadrzaji ili podru¢ja matematike, koje bi
svaki pojedina¢ni uc¢enik morao upoznati.

Evidentno je da se, za razliku od matematickog obrazovanja u konvencionalnoj
nastavi u kome se akcenat stavlja na programske sadrzaje, u savremenoj nastavi
potencira razvijanje sposobnosti za primjenu matematike u konkretnim zivotnim
situacijama, §to podrazumijeva kompetencije za rjeSavanje kontekstualnih prob-
lema, odnosno matematicko modelovanje.

Sposobnost rjeSavanja problema podrazumijeva sposobnost razumijevanja i
analiziranja problema, izbora i konstruisanja adekvatnog modela, poznavanja i
razumijevanja matematickih koncepata i sposobnost primjene matematike u real-
nim problemskim kontekstima.

Mogucénost razvijanja sposobnosti matematickog modelovanja moze se sma-
trati delom (ali i posledicom) razvoja sposobnosti samostalnog resavanja problema
kod dece (Deji¢, Milinkovié, 2014).

Kada su u pitanju kompetencije za matemati¢ko modelovanje, one su, u okviru
nastavnog kurikuluma, definisane na sljede¢i nadin:

1. Sticanje osnovne matematicke kulture potrebne za otkrivanje uloge i prim-
jene matematike u razli¢itim podruéjima ¢ovjekove djelatnosti;

2. Ovladavanje osnovnim matematickim metodama i njihovim primjenama u
razli¢itim oblastima (matematicko modelovanje);

3. Osposobljavanje za primjenu usvojenih znanja u rjeSavanju raznovrsnih za-
dataka iz zivotne prakse.
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Modelovanje u razrednoj nastavi matematike tezi da kod ucenika razvije bolje
razumijevanje matematickih koncepata, uci ih razumijevanju matematickih prob-
lema, uocavanju Cinjenica, formulisanju i rjeSavanju problema koji su rezultat
specificnih realnih situacija, te razvijanju krititkog i stvaralatkog misljenja.

Kada je u pitanju matematicko modelovanje kao oblast koja se izucava u
okviru Metodike nastave matematike na ¢etvrtoj godini uciteljskog studija, kao
cilj se postavlja:

1.

sticanje znanja o matemati¢kom modelovanju kao nau¢noj i nastavnoj metodi,
o kibernetitko-modelskom pristupu pocetnoj nastavi matematike koji se za-
sniva na metodama i tehnikama matematickog modelovanja;

. ovladavanje osnovnim znanjima iz matematickog modelovanja, primjenljivog

u razrednoj nastavi:

. upoznavanje studenata sa formiranjem matematickih pojmova putem mod-

elovanja;

. usvajanje metodickih znanja o izgrad-ivanju i primjeni matematickih metoda

u modelovanju zivotnih situacija;

. osposobljavanje studenata za uspjesno modelovanje i rjeSavanje zadataka i

diferenciranu pomo¢ ucenicima u resavanju.

Shodno tome, za datu oblast su definisani sljedeéi ocekivani ishodi:

. ovladavanje studenata teorijskim osnovama matematickog modelovanja,

. osposobljavanje za uspje$no modelovanje i rje§avanje svih tekstualno - prob-

lemskih zadataka iz redovne i dodatne nastave;

. primjena modelsko — problemskog pristupa, prvenstveno u diferenciranoj

nastavi matematike.

Oni se ostvaruju izu¢avanjem sljedeé¢ih sadrzaja:

. Teorijske osnove matematickog modelovanja;
. Matematicko modelovanje kao metoda u razrednoj nastavi matematike;

. Modeli osnovnih ra¢unskih operacija;

Logicko-kombinatorni modeli (metoda logike, metoda skupova, metoda pre-
brojavanja, matematicki modeli kombinatorike, metoda lazne pretpostavke);

Aritmeticko-logic¢ki modeli (Dirihleov princip, metoda jednacina i nejednacina,
metoda inverzije);
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6. Geometrijski modeli rjeSavanja problema (metoda duzi, metoda tablica,
metoda grafova, metoda pravougaonika, metoda fokusnog dijagrama);

7. Modeli geometrijskih problema (problemi rezanja i sastavljanja, problemi
razlaganja i slaganja, problemi parketiranja i poploc¢avanja, topologki ge-
ometrijski problemi);

8. Modeli problema mjerenja, vaganja, prelivanja, presipanja, prenosenja i
prevozenja;

9. Modeli problema na kvadratnoj mrezi (magi¢ni kvadrati, problemi ahovske
table);

10. Modeli stohastickih pojava;
11. Matematicke igre;

12. Diferenciran pristup matemati¢kom modelovanju (Milinkovi¢, 2013).

Navedeni aspekti metodike nastave matematike upucuju na savremeni pristup
osmisljavanju i realizaciji matematickog obrazovanja u razrednoj nastavi, odnosno
obazovanju profesora razredne nastave. Kako se sadrzaji o matematickom mod-
elovanju u okviru metodike izucavaju vise od jednu deceniju, evidentna su nas-
tojanja da se unaprijedi i osavremeni nastava matematike u mlad4m razredima
osnovne $kole. S obzirom da nagi studenti ve¢ imaju znacajno uceS¢e u vaspi-
tanju i obrazovanju ucenika bazi¢nog ciklusa, odnosno u izgrad-ivanju njihovih
kompetencija, evidentni su i rezultati kada je u pitanju osposobljenost ucenika
za rjeSavanje realnih problema iz drustvenog konteksta, odnosno za matematicko
modelovanje.

3 Metodoloski pristup problemu istrazivanja

Da bismo §to konkretnije odgovorili na pitanje o kompetencijama studenata ucite-
ljskog studija za matematicko modelovanje, koncipirali smo istrazivanje u kome
smo kao cilj postavili ispitivanje osposobljenosti studenata, buduéih uditelja za
rjeSavanje realnih zivotnih problema, to jest za matematicko modelovanje. Is-
trazivanje je realizovano na uzorku od 174 ispitanika, studenta cetvrte godine
studijskog programa razredne nastave Univerziteta u Isto¢nom Sarajevu akademske
2013/14. godine, nakon "odslusane” teme Matematicko modelovanje u razrednoj
nastavi u sklopu nastavnog predmeta Metodika nastave matematike 2. Prethodno
smo, na pocetku semestra “testirali” studente primjenom modela testa (Ty g ) koji
se sastojao od 10 problemskih zadataka, koje smo odabrali iz udzbenika matem-
atike za V razred iz svih nastavnih tema koje se obrad-uju. Na tajnacin smo dobili
pokazatelje ulaznih kompetencija za matemati¢ko modelovanje (UK), iskazane us-
pjehom studenata s obzirom na broj ta¢no rijeSenih zadataka (tabela 1).
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Broj taéno | 10 | 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
rijeSenih
zadataka

Broj N 0 0 0 0 0 6 16 | 15 | 42 32 63
ispi-
tanika

% 0,00] 0,00( 0,00f 0,00/ 0,00 3,45| 9,20| 8,62| 24,14 | 18,39| 36,21

Tabela 1: Ulazne kompetencije studenata za matematicko modelovanje

Zadatak 1. [2. [3. [4. [5 [6. [7. [8 [9. [10.
Tatno | N 29 |7 24 |11 |41 |8 |2 |77 |1 55
% 16,67 4,02 | 13,79 6,32 | 23,56 4,60 | 1,15 | 44,25 0,57 | 31,61
Netatno| N 32 (11 |5 |19 |7 |24 |19 |23 |41 |37
% 18,39 6,32 | 2,88 | 10,92 4,02 | 13,79 10,92 13,22| 23,56 21,26
Bez N 113 | 156 | 145 | 144 | 126 | 142 | 153 | 74 | 132 | 82

pokusaja

% | 64,94 89,66 83,33 82,76 72,42 81,61 87,93 42,53 75,87 47,13

Tabela 2: Rezultati ispitanika po zadacima

Evidentno je da su studenti pokazali izuzetno nizak nivo matematic¢kih kompe-
tencija s obzirom da se rezultati kre¢u od 0 do najviSe 5 tacno rijeSenih zadataka,
te da najveci broj studenata nije rijesio ni jedan zadatak (63 ili 36, 21%), dok ih
samo 6 ili 3,45% ima 5 ta¢no rijeSenih zadataka.

Kompletnosti definisanja ulaznih kompetencija doprinosi analiza rezultata po
zadacima, to jest koliko ispitanika je za svaki zadatak dalo tac¢nih, koliko netac¢nih
rjesenja, a koliko ih nije ni pokusalo rjesavati (tabela 2). Vidljivo je da je najbolji
rezultat postignut u 8. zadatku, koji se odnosio na prebrojavanje pravougaonika
na slici (77 ili 44,25% tac¢nih rjesenja), a najslabiji u 9. zadatku pri rjeSavanju
nejednacine sa mnozenjem i dijeljenjem (1 ili 0,57%) u kome je i najvise netacnih
rjeSenja (41 ili 23,56%). Najveci broj ispitanika nije pristupio rjesavanju 2. za-
datka tj. rjesavanju jednadine sa viSe operacija razli¢itog stepena (156 ili 89,66%
), a najmanji rjeSavanju 8. zadatka.

Instrument istrazivanja izlaznih kompetencija (IK) za matemati¢ko mode-
lovanje bio je test sposobnosti primjene matematickih znanja u modelovanju i
rjeSavanju problemskih zadataka, koji smo, shodno obrad-enim sadrzajima, sami
sastavili. Test (Trx) se sastojao od 10 zadataka koji se kontekstualno i struk-
turalno mogu svrstati u zadatke za rad sa nadarenim ucenicima mlad-ih razreda
osnovne §kole, te ga smatramo razumljivim, sadrzajno prilagod-enim i ne previse
zahtjevnim. Studenti su za rjeSavanje imali 90 minuta.

Da bismo, uz izlazne kompetencije dobili i povratnu informaciju o efikasnosti
interpretacije i usvojenosti sadrzaja o matemati¢ckom modelovanju u razrednoj
nastavi, opredijelili smo se za sljedec¢e zadatke:
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1. U odjeljenju od 35 ucenika, 20 trenira karate, 11 boks, dok se 10 ucenika
ne bavi nijednim sportom. Koliko uéenika trenira i karate i boks, a koliko
samo karate?

Rjesenge:
204+11+10=141
41-35=6

I karate @ boks trenira 6 ucenika.
Samo karate trenira 14 ucenika.

1. Gorana, Petra, Vedrana i Irma stanuju u istoj zgradi. One su ucenice petog
razreda, dvije odjeljenja V1, a dvije odjeljenja V4i vole razlic¢ite vrste muzike.
Gorana i drugarica iz odjeljenja ne vole narodnu i pop muziku. Petra voli
zabavnu, a Irma viSe narodnu nego rok muziku i ona je ucenica V4 odjeljenja.
U kom odjeljenju je i koju vrstu muzike voli svaka djevojcica?

Rjesenge:
Gorana i Petra su ucenice V1, a Vedrana i Irma uCenice Vyodjeljenja. Gorana
voli rok muziku, Petra zabavnu, Vedrana pop, a Irma narodnu muziku.

1. U Lukinoj ulici se sa desne strane nalazi 108, a sa lijeve 92 kuce (kuce na
desnoj strani su numerisane redom uzastopnim parnim, a na lijevoj uza-
stopnim neparnim brojevima). Koliko je cifara upotrijebljeno za njihovu
numeraciju?
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Rjesenge:
- ukupan broj kuéa: 108 + 92 = 200,
- ukupan broj cifara: 9 - 1 + 90 - 2 + (200 — 99) - 3 = 189 + 303 = 492.
Upotrijebljene su 492 cifre.

1. Mlijeko je pakovano u kante po 16 i 30 litara. Prema narudzbi neophodno
je na trznicu isporuditi 390 litara mlijeka u 20 kanti bez dodatnih mjerenja.
Koliko je isporuceno kanti po 16, a koliko po 30 litara mlijeka?

Rjesenge:
Pretpostavimo da su sve kante imale po 30 litara. Tada bi ukupno bilo 600 litara
mlijeka, tj.

20 - 30 = 600.

Kako je ukupno 390 litara mlijeka, izvrSi¢emo potrebne korekcije, tj.

600 — 390 = 210 i

210 : 14 = 15.

Zakljucujemo da je isporuceno 15 kanti po 16 litara © 5 kanti po 30 litara
mlyeka.

1. 40 plocica oblika kvadrata duzine stranice 3 dm treba sloziti na podu u
kupatilu tako da se dobije pravougaonik najveéeg moguéeg obima. Koje su
dimenzije tog pravougaonika?

Rjesenge:
O=2-(40-3 cm + 3cm) = 2 - 123 cm = 246 cm
Dimenzije tog pravougaonika su a = 120 dm 1 b = &8 dm.

1. Milen je ocjenu koju je dobio na testu iz matematike, saopstio sestri
putem zadatka: Ako ocjenu koju sam dobio pomnozim brojem 6, pa do-
bijeni proizvod povecam za 24, zatim rezultatu dopiSem dvije nule, te sve
utrostru¢im i na kraju podijelim brojem 12, dobiéu broj 1200. Koju ocjenu
je Milen dobio na testu iz matematike?

Rjesenge:
Pod-4mo od posljednjeg podatka (1200) i obavljajmo inverzne operacije obrnutim
redoslijedom:

1) 1200 - 12 = 14400,

2) 14400 : 3 = 4800,

3) 4800 : 100 = 48,

4) 48 — 24 = 24,

5) 24 : 6 = 4.

Na testu i1z matematike Milen je dobio cetvorku.
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Sestra: — x
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Baka: ek dx + A0
fx + 35

Makon godmu dana;

SesTrar ——# x+r
Potar: — e M+ 2
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Jr + 30
(] cC
E
L
H
X
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1. Petar je 6 puta mladji od bake i 5 godina stariji od sestre, a u ovo doba
sljedec¢e godine biée 45 godina mlad4i od bake i 2 puta stariji od sestre.
Koliko Petar, njegova sestra i baka imaju godina?

Rjesenge:
8z + 35 + 3 = 5z + 50
3z =12
z=4
Sestra: 4
Petar: 4 +5 =9
Baka: 9 - 6 = 54
Petar ima 9 godina, njegova sestra 4, a baka 54 godine.

1. Vozeci uz vjetar, biciklista predje odredjeno rastojanje za 18 ¢asova. Da je
iSao niz vjetar, vozio bi 6 km/h brze i za prelazak istog rastojanja utrosio
bi 4 ¢asa manje. Kojom brzinom je biciklista vozio uz vjetar?

Rjesenge:
4. 2=14-6
r=284:4
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x =21
Biciklista je vozio uz vjetar brzinom od 21 km/h.

1. Figura na prvoj slici nastala je sastavljanjem dvije od Cetiri date figure sa
druge slike (A, B, V, G). Odredi koje!

Rjesenge:

Data figura je nastala sastavljanjem figura A i V.

1. Sandra je kupila 11 kg luka. Za mijeSanu salatu, koju priprema za zimu,
prema receptu joj je potrebno 2 kg i 500 g luka. Da bi izmjerila tu koli¢inu,
na raspolaganju su joj vaga sa dva tasa, dva tega po 100 g i jedan teg od
50 g. Objasni kako ¢e Sandra u tri koraka izmjeriti 2 kg i 500 g luka.

Rjesenge:
- 1. korak: na vagi ¢e podijeliti 11 kg luka na dva jednaka dijela (5 kg 500 g);
- 2. korak: na vagi ¢e podijeliti 5 kg 500 g luka na dva jednaka dijela (2 kg 750
8);
- 3. korak: na jedan tas stavi tegove (dva tega od 100 g i teg od 50 g), a na drugi
koli¢inu luka koja ¢e biti u ravnotezi sa tegovima. Na taj nacin ¢e iz mase od 2
kg 750 g, odvojiti 250 g, §to znaci da ¢ée joj ostati 2 kg i 500 g luka.

Rezultati istrazivanja i diskusija

Da bismo §to konkretnije odgovorili na pitanje o trenutnim kompetencijama
studenata Cetvrte godine uciteljskog studija za matematicko modelovanje, empir-
ijske podatke smo podvrgli statistickoj obradi primjenom F- testa. Odredili smo
odred-ene mjere deskriptivne statistike i procijenili nasa otekivanja (tabela 1)
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Testovi N Min. | Maks.| M SD F df P
Tyk 174 |10 5 1,465 | 1,457 | 29,015 | 346 | 0,0001
Trx 174 |1 9 4,391 | 2,166

Tabela 3: Zbirni rezultati ostvareni na testovima Tyx 1 Trx (M, t, p)

kada je u pitanju podizanje kompetentnosti studenata programskim sadrzajima
nastavnog predmeta Metodika nastave matematike 2. Evidentno je da su ost-
vareni rezultati na testu ulaznih kompetencija (Tyx) izmed-u 0 i 5, a na testu
izlaznih kompetencija (Trx ) izmed-u 1 i 9, dok aritmeticke sredine upucuju na
znacajan, ali ne i zadovoljavajuéi napredak (T - 1,465; Trx- 4,391), s obzirom
da je prosjecan uspjeh na T7x joS uvijek ispod ocekivanja. F vrijednost je znacajna
na nivou p = 0,0001 za F = 29,015 i df = 346, $to znac¢i da su razlike izmed-u
navedenih aritmetickih sredina statisti¢ki znacajne.

Razlike u aritmeti¢kim sredinama, s obzirom na broj ta¢no rijeSenih zadataka
na testovima Tyg i Ty prezentovane su grafikonom 1.
Grafikon 1. Razlike u aritmetickim sredinama izmed—u Ty 1 Tri

Aritmeticla sreding

Tik

Tuk

Potpunijoj analizi doprinosi diskusija testa izlaznih kompetencija s obzirom na
broj taéno rijeSenih zadataka (tabela 4). Evidentno je da je najveéi broj studenata
tacno rijesio 4 zadatka (17,82%), a najmanji broj 9 zadataka (1,73%), te da nema
studenata koji nisu rijesili ni jedan zadatak, kao §to nema onih sa svih 10 ta¢nih
zadataka.

Kompletnosti definisanja izlaznih kompetencija doprinosi analiza rezultata po
zadacima (tabela 5), s obzirom da smo za svaki zadatak dali broj i postotak stu-
denata koji su dosli do ta¢nog rjeSenja, broj i postotak studenata koji su zadatak
rijesili pogresno, te broj i postotak studenata koji nisu pokusali rjeSavati zadatak.
Vidljivo je da je najbolji rezultat postignut u 9. zadatku (144 ili 82,76% tac¢nih
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Broj taéno 10 | 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
rijeSenih
zadataka
Broj ispi- | N 0 3 9 20 |26 |28 |31 |17 |14 |26 |0

tanika

% | 0,00] 1,73 5,17| 11,40 14,9416,00 17,829,77| 8,05 14,940,00

Tabela 4: Izlazne kompetencije studenata za matemati¢ko modelovanje

Zadatak 1. [2. [3. [4. [5. |6. [7. [8 J[9. |1o.
Tatno | N 94 | 109 |41 |78 |55 | 131 |57 |23 | 144 | 32
% | 54,04 62,64 23,56 44,83 31,61 75,29 32,76 13,22 82,76 18,39
Netagno| N 54 |50 |73 |58 |83 |29 |49 |70 |25 |93
% | 31,04 28,74 41,96 33,33 47,70 16,67 28,16 40,23 | 14,37 53,45
Bez N 2% |15 |60 |38 |36 |14 |68 |8 |5 49

pokusaja

% 14,94 8,62 | 34,48 21,84 20,69 8,04 | 39,04 46,55 2,87 | 28,16

Tabela 5: Rezultati ispitanika po zadacima u Tk testu

rjeSenja), a najslabiji u 8. zadatku (23 ili 13,22%). Kada su u pitanju neta¢na
rjesenja, najvise ih je u 10. zadatku (93 ili 53,45%), a najmanje u 9 zadatku (25
ili 14,37%). S druge strane, najveéi broj ispitanika nije pristupio rjeSavanju 8.
zadatka (81 ili 46,55% ), a najmanji rjeSavanju 9. zadatka (5 ili 2,87%)..

Pregled izlaznih kompetencija studenata uciteljskog studija za matematicko
modelovanje s obzirom na uspjesnost rjeSavanja zadataka predstavljena je grafikonom
2.

4 Zakljucak

Kompetencije studenata za matematicko modelovanje, u okviru kompetencija na
nivou nastavnog predmeta, usklad-ene su sa kompetencijskim profilom profesora
razredne nastave. Imajuéi u vidu njihov znacaj u savremenom svijetu u okviru
matematickih kompetencija, te nedovoljnu zastupljenost matematickog modelo-
vanja u nastavi matematike bazi¢nog ciklusa, prvenstveno zbog neosposobljenosti
nastavnika, nameée se potreba za podizanjem nivoa znanja studenata uciteljskog
studija iz te oblasti, kako bi, u svom buduéem radu, nastavu matematike pri-
lagodili zahtjevima savremenog dru§tva i ucenika kao aktivnih uéesnika u njemu.
U tom smislu provedeno istrazivanje ima svoj znacaj s obzirom da smo utvrdili
trenutno stanje kompetencija studenata zavrSne godine uciteljskog studija za
matematicko modelovanje s obzirom na nivo poznavanja i razumijevanja matematickih
struktura i koncepata, sposobnosti logickog misljenja i zakljucivanja, te njihove
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Slika 2: Uspjesnost rjeSsavanja zadataka na Tjg

prakti¢ne primjene.

Evidentno je da generacija studenata ¢etvrte godine studijskog programa razredne
nastave nije dovoljno kompetentna za matematicko modelovanje i njegovu prim-
jenu u realizaciji razredne nastave matematike, ali je uo¢ljiv doprinos programskih
sadrzaja nastavnog predmeta s obzirom na statisticki znacajan napredak pri te-
stiranju izlaznih kompetencija.

Imajuéi u vidu znacaj matematickog modelovanja u savremenom svijetu, o¢ekujemo
da pitanje kompetencija za tu oblast postane klju¢na tema u pravcu osiguranja
kvaliteta matematickog obrazovanja na svim nivoima.
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Apstrakt

Nastava informatike nije ograni¢ena na jedan softverski alat ili razvojno
okruzenje. Termin "slobodan" i "open" softver ne umanjuje kvalitet softve-
ra i moguénosti primene. U radu su objasnjeni termini softverska licenca,
Free softver, Open softver i sistemi otvorenog koda za upravljanje sadrzajem
CMS. U nastavi informatike - web dizajna izucava se dizajn statickih web
stranica (HTML i CSS) i rad sa gotovim dizajn reSenjima CMS. U ovom
radu je prikazano razvojno okruZenje NetBeans. NetBeans IDE je inte-
grisano razvojno okruzenje koje omogucéava kreiranje web stranica, desktop
i mobilnih aplikacija. Pored HTML, CSS, JavaScript, PHP za izradu web
stranica, NetBeans podrzava i slede¢e programske jezike C/C++, Java tako
da svoju primenu moze imati i u nastavi programiranja.

1 Uvod

U savremenoj nastavi informatike u srednjim Skolama izucavaju se teme web
dizajna i programiranja. Nastavne teme su prac¢ene uputstvima za realizacuju u
kojima se nalazi preporuka odredenog softverskog alata ili se sa opisom realizacije
nastave uti¢e na izbor softverskog alata. Jedan od ciljeva nastave informatike
je sticanje znanja koja doprinose razvoju informaticke pismenosti kao osnove za
dalje skolovanje uz racionalno i efikasno korigé¢enje rac¢unara. U okviru nastave web
dizajna izucavaju se osnovni koncepti i principi izrade web stranica. Zadaci na-
stave programiranja su definisanje problema, algoritmi, pisanje programa vodenih
dogadajima, razumevanje principa modularnih i struktuiranih programa, upo-
znavanje koncepta klasa. Da bi se realizovali postavljeni ciljevi i zadaci treba
obezbediti i odgovarajuée softverske alate ili razvojna okruzenja. Problemi koji
nastaju su u izboru programskih jezika, sistema za upravljanje sadrzajem CMS i
web tehnologije sa jedne strane, i sa druge strane izbor razlic¢itih softverskih alata
za svaku nastavnu celinu i temu. Veéina ucenika se sa tehnikama web dizajna
i programiranja upoznaje u srednjim Skolama. Manji broj ucenika je radio sa
komercijalnim razvojnim okruZzenjima starijih verzija ¢ije je odrzavanje otezano
zbog neodgovarajucéih licenci. Tema ovog rada je moguénost i nacini primene
razvojnog okruzenja otvorenog koda sa opStom javnom licencom NetBeans IDE
u realizaciji nastavnih celina i tema web dizajna i programiranja.
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2 Softverske licence

Softverska licenca je vrsta ugovora izmedu proizvodaca softvera i krajnjeg kori-
snika. Ugovor ureduje prava i obaveze proizvodaca i korisnika softvera kao §to su:
ko je vlasnik softvera odnosno kopije softvera, kako korisnik moze da dobije kopiju
softvera, uslovi kako korisnik moze da koristi, menja i distribuira softver, obaveze
proizvodaca u delu odrzavanja i azuriranja softvera [1]. Softverske licence se mogu
podeliti na vlasni€ke licence (propertiary) i licence slobodnog koda i li-
cence otvorenog koda (free and open source licences) [3|. Kod vlasnicke
licence proizvodac softvera je vlasnik svake kopije softvera. Vlasnik softvera daje
pod odredenim uslovima korisniku pravo da koristi jednu ili vige kopija softvera.
Bez prihvatanja ovih uslova korisnik nema pravo kori§¢enja softvera. Primer ovog
softvera je Microsoft Visual Studio Professional, Windows, Microsoft Office. Ka-
rakteristika licence slobodnog koda je da proizvodal softvera ne zadrzava pravo
vlasnistva nad kopijama softvera, ve¢ pravo vlasniStva prenosi na krajnjeg koris-
nika. Krajnji korisnik nije obavezan da prihvati uslove licence ako menja ili koristi
softver ali ako korisnik distribuira softver mora da prihvati uslove softverske li-
cence. Licence otvorenog koda su copyleft licence i permissive licence. Copyleft
licence imaju za cilj da sa¢uvaju slobodu i otvorenost softvera. Izvedeni softver
je softver koji je nastao promenom softvera koji ima copyleft licencu. Primer
ove licence je GNU opsta javna licenca General Public License. Krajnji korisnik
ima pravo na redistribuciju, na menjanje koda softvera ali i obavezu da objavi
izvorni kod za sve izmene koje je napravio [2|. Permissive licence daje slobodu
krajnjim korisnicima i dosta je popustljiva u odnosu na copyleft licencu. Korisnik
ne mora izvedeni softver licencirati pod istim uslovima kao originalni. Korisnik
moze delove softvera iskoristiti kao deo zatvorenog koda. Primer ove licence je
BSD licenca Berkley Software Distribution [2][3].

3 Izbor softvera

U realizaciji nastavnih sadrzaja treba izabrati odgovarajuéi softver. Kriterijumi
kod izbora softverskog alata su moguc¢nost primene u realizaciji nastavnih celina
i tema, troskovi nabavke i odrzavanja softvera, hardverska opremljenost ra¢unara
i tehnicka podrgka kod odrzavanja odgovarajuceg softverskog alata, obulenost i
motivisanost nastavnika za rad sa odredenim softverom, dostupnost softvera, pre-
dznanja ucenika. Nastavni sadrzaji su definisani planom i programom. Troskovi
nabavke i odrzavanja se odnose na cenu odgovarajuce licence za obrazovne ustano-
ve i uéenike. Izbor softvera treba da se zasniva na znanju i spremnosti nastavnika
da primeni nove tehnologije u nastavi. Kada su u pitanju predznanja ucenika, ne
oc¢ekuje se da imaju znanja u radu sa odredenim softverom odnosno razvojnim
okruzenjem, ve¢ kakva su njihova osnovna informati¢ka znanja operativnih siste-
ma, da li pored Windowsa znaju i za druge operativne sisteme, koliko poznaju
organizaciju file sistema odredenog operativnog sistema.
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Neki od softverskih alata koji se koriste u nastavi web dizajna za razvoj i edi-
tovanje HTML koda i programiranja su: Notepad, Wordpad, MS Visual Studio
IDE, NetBeans IDE. Notepad i Wordpad su editori, pomo¢ni programi komercija-
Inog operativnog sistema Windows, u toku rada ne kontrolisu sintaksu. Microsoft
Visual Studio je besplatan samo u Express verziji, sistemski zavisan, instalira se
na Windows operativnom sistemu. NetBeans IDE je razvojno okruzenje sa GNU
"General Public License wversion 2 with Classpath exception i CDDL Common
Development and Distribution License"|5].

NetBeans je open source IDE Integrated Development Environment, namenjen za
razvoj Java desktop, mobilnih i web aplikacija. Postoji instalacija na razli¢itim
operativnim sistemima Windows, Linux i OS X. Veliki broj dodataka omogucava
razvoj aplikacija i u drugim programskih jezicima C/C++, PHP kao i podrsku
web dizajnu HTML/CSS. IDE je integrisano razvojno okruzenje koje podrzava
razvo] grafickog interfejsa (GUI), editor koda, kompajler, interpreter i dibager
(debugger) [7].
Karakteristike NetBeans IDE:

1. Podrska za najnovije Java tehnologije

2. Editor koji proverava sintaksu i ima podrsku za jezike Java, C/C++, HTML,
PHP

3. Podrska za HTML5 i CSS3
4. Efikasno upravljanje projektima, datotekama
5. Razvoj grafitkog korisni¢kog interfejsa (GUI)

6. Mogucnost rada na razli¢itim operativnim sistemima (Windows, Linux) [4]

3.1 Izgled okruZenja

U glavnom prozoru Netbeans radnog okruzenja u gornjem delu nalaze se linija
menija i linija sa alatkama. Preostali deo glavnog prozora ¢ine paneli. U levom
delu nalazi se panel projekata i panel navigatora, desno je radni panel, u donjem
delu glavnog prozora je izlazni panel (slika 1) [6].

Linija menija sadrzi sledeée stavke: File meni sluzi sa kreiranje novih i otvaranje
postojecih projekata i fajlova, Edit meni je namenjen za rad sa tekstom (undo,
redo, copy, paste, cut, find, replace), Run meni se koristi za prevodenje i izvrsava-
nje programa ili aplikacije, Debugger meni sluzi za otklanjanje gresaka, testiranje
i praéenje promenljivih. Linija alatki se nalazi ispod linije menija. Prikaz alatki
podesava se u meniju View izborom opcije Toolbars.

Panel projekata Projects ima tri kartice: projekti, datoteke i servisi. U ovom
panelu prikazuje se hijerarhijska struktura projekata, fajlova i servisa. Panel
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navigatora Navigator prikazuje strukturu objekata koja je izabrana u panelu pro-
jekata (slika 4). U radnom panelu prikazuje se sadrzaj fajlova koji se menjaju. U
izlaznom panelu prikazuju se rezultati tokom prevodenja i izvrSavanja programa
i odgovarajuce poruke [6].

U toku rada sa razlic¢itim tipovima NetBeans projekata otvaraju se dodatni pa-
neli. U radu sa web projektima otvara se CSS panel, u radu sa Java formama
Palette panel. Prikaz panela podesava se u meniju Window. Instalacija pluginova
odnosno dodataka podesava se u meniju Tools izborom stavke Plugins.

(9] bwg - NetBeans IDE 8.0 -a
File Edit View Navigate Source Refaclor Run Debug Profile Team Tools Mindow Help Q) Search (i

EEL ¥ € THD B

» (& mportant Fies

[ avigator x =
> Ty Css
> [ HTIL

[ ouput x| =)

Slika 1: NetBeans IDE Radno okruzenje

Osnova rada u NetBeans IDE okruzenju je formiranje razli¢itih kategorija pro-
jekata. Projekat predstavlja jedinstvenu strukturu koju ¢ine folderi i fajlovi.
Kreiranje projekata se radi u meniju File izborom stavke New Project. Za svaki
novi projekat se vrsi izbor tipa projekta, naziva i lokacije. Ovakva struktura
projekta dozvoljava u toku rada ukljuCivanje i drugih fajlova i foldera: slika,
JavaScript fajlova, klasa.

3.2 Primena u izradi web stranica

Izrada web sajtova i web stranica pocinje kreiranjem HTML5 projekta i HTML
stranica. HTML je opisni jezik namenjen opisu web stranica. Na po¢etku HTML
dokumenta nalazi se definicija tipa, standarda dokumenta. U strukturi dokumenta
nalaze se delovi koji opisuju nacin predstavljanja i sadrzaj dokumenta. Elementi
HTML dokumenta su tagovi <tag> < /tag> ili <tag/>.

Za kreiranje web sajta u meniju File izabrati novi projekat New Project (slika
2). U spisku kategorija izabrati tip projekta HTML5, naziv projekta i lokaciju
(slika 3). Sledi izbor $ablona Template i JavaScript fajlova. Za potrebe osnova

200



kreiranja web stranice ne moraju se ukljuciti opcije za izbor Sablona i JavaScript
fajlova. U postojecu strukturu projekta dodaju fajlovi i folderi u toku rada.

Categories: Projects:
= A HTMLS Applicaion
[ Java Web E HTML5 Application with Existing Sources
[ JavaEE & Cordova Application

= HTMLS

(& Java ME Embedded
(5 Java card

[ﬁ‘ Maven

& PHP

Slika 2: Kreiranje HTML5 projekta

U formiranom fajlu nazivfajla.html na prikazanom primeru indez.html u okviru
projekta je data osnovna struktura HTML dokumenta sa opisanim delovima (slika
4). Standard dokumenta je HTML5. Za uredivanje izgleda strane moze se kreirati
fajl eksternih obrazaca stilova nazivfajla.css na prikazanom primeru style.css (slika
4). Ukoliko se ubacuju slike, video i zvu¢ni zapisi, njihove fajlove grupisati u
okviru posebnih foldera, na primer slike u okviru foldera images. Sve dodatne
fajlove i foldere kreirati u okviru strukture istog projekta izborom iz menija File
opcije New File ili iz kontekst menija opcije New Folder.

Q New HTMLS Application “

Steps Name and Location

1. Choose Project

2. Name and Location
3. Site Template

4. JavaScript Files

Project Name: WebSiteDemo

Praject Location: | C\Users\UcenifDocumentsiNetBeansProjects | { Browse... J

Project Folder. CUsersi\UcenikiDocuments\MetBeansProjects\WebSiteDemo

Slika 3: Naziv i lokacija web sajta

Izborom fajla u kartici projekata, u radnom panelu prikazacée se sadrzaj fajla.
U panelu navigatora prikazace se struktura HTML strane (slika 4). Izborom
odredenog HTML taga u panelu navigatora, pristupa se istom elementu sadrzaja
fajla u radnom panelu. Deo html koda:
<!DOCTYPE html>
<html>
<head>
<title>Web Site Title</title>
<meta charset—="UTF-8"/>
<meta name="viewport" content="width=device-width,
initial-scale=1.0"/>
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Projects x| Files | Senices Projects | Files x| Services [ Navigator x|
v S \WebSiteDemo v = WebSiteDemo » Ty CSs
v [ site Root » [ config v [& HTML
» [ images » ([ noproject v < htmi
> @ i v (& public_htm > [ head
— = v &2 body
@] indexhtml > @ images ¥ [&3] divid=container
Ty style.css - ﬁ s » [&3] header
€] index.html » [&3] section
1'"11-'1!, style.css » [&3] navid=navigation
» [ test » (3] aside id=sidebar
. L . - . .

Slika 4: Panel projekata i panel navigatora

<link rel="stylesheet" type="text/css"href="style.css" />
< /head >
<body>
<div id="container" >
<header><hl><a href="#">Header< /a></hl1></header>
<section>
<article id="content" >
<p><strong>Content< /strong>< /p>
< /article>
< [section>
<nav id="navigation" role="navigation">
<p><strong>Navigation< /strong>< /p>
<ul>
<li><a href="http://somelinkCSS.com/">CSS Templates< /a></li>
</ul>
< /nav>
<aside id="sidebar" >
<p><strong>Sidebar< /strong></p>
< /aside>
<footer id="footer" >
<p>Footer< /p>
< [footer>
</div>
< /body>
Za dodavanje funkcionalnosti web stranici moze se koristiti programski jezik Java-
Script. JavaScript fajlovi uklju¢uju se prilikom kreiranja novog projekta koriSce-
njem biblioteke, formiranjem novih fajlova i koriSéenjem obrazaca. JavaScript
moze predstavljati dobar uvod u web orijentisano programiranje. Ukljuciva-
njem fajlova iz JavaScript biblioteka, fajlovi ¢e biti smesteni u folderu projekta
js/libraries. Panel navigatora prikazuje strukturu JavaScript fajla sa jednosta-
vnom navigacijom elementima koda.
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3.3 Primena u CMS sistemima za upravljanje web sadrzajem

CMS - Content Management System je dinamic¢ko upravljanje web sadrzajem
korigéenjem HTML-a, JavaScript jezika za prikazivanje sadrzaja, PHP skriptni
jezik za izvrSavanje upita nad bazom i MySql baze podataka [8]. Postoji ve-
liki broj besplatnih CMS platformi. WordPress je jedan od sistema otvorenog
koda za upravljanje web sadrzajem. Wordpress koristi sistem unapred defini-
sanih Sablona koja se koristi u izradi web sajtova. Korisnici upotrebljavaju,
menjaju i kreiraju Sablone. Sistemi otvorenog koda za upravljanje sadrzajem
u nastavnim sadrzajima realizuju se kroz koriséenje gotovih besplatnih Sablona.
Izgled Sablona menja se preko stilskih obrazaca CSS. Korisnici besplatnih Sablona
podesavaju izgled tema preko stilova u okviru Wordpress platforme. Za ovakav
nac¢in podesavanja izgleda teme neophodno je znanje osnovnih elemenata HTML
i CSS, dok je za kreiranje jednostavne Wordpress teme potrebno osnovno pozna-
vanje PHP jezika, JavaScript i strukture Wordpress okruzenja [8].

Q New PHP Project with Existing Sources
Steps Name and Location
1. Choose Project X ;
2 Hame and Location Sources Folder: C:wamppihtdocs'wordpress Browse...
3. Run Configuration Folder with existing PHP scripts.
Project Name: wordpressDem0|
PHPVersion:  |PHP 5.4 v

PHP version is used only for hints

Default Encoding: | UTF-8 v

|| Put NetBeans metadata into a separate directory

Slika 5: Kreiranje WordPress Sablona, naziv i lokacija

NetBeans IDE podrzava rad sa PHP programskim jezikom, uz instalaciju do-
dataka pluginova PHP WordPress Blog/CMS, rad sa Wordpress temama ili
Sablonima. U radu sa Sablonima, nakon instalacije Wordpressa, formirati PHP
projekat, izabrati iz kategorija projekata PHP tip projekta PHP Applications with
Ezisting Sources, uneti naziv projekta, izabrati folder gde se nalazi Wordpress
instalacija i verziju PHP skritnog jezika (slika 5), raspored fajlova u okviru pro-
jekta (slika 6) [5]. Wordpress temu kreirati izborom PHP Applications projekta.
Pored navedenih opcija izabrati PHP Frameworks PHP WordPress Blog/CMS
(slika 7).

Formiranje strukture teme uraditi konvertovanjem jednostavnog HTML gablona
i CSS obrasca u fajlove WordPress teme. CSS obrazac je vazan deo teme. Na
pocetku CSS fajla dodati odgovarajuce linije koda, da bi ovaj fajl mogao da se ko-
risti kao deo teme: naziv teme, opis teme, link, autor, kljuéne reéi. Fajl index.html
konvertovati u indez.php. Na ovaj na¢in moguce je postupno upoznavanje struktu-
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Q New PHP Project with Existing Sources [ < |

Steps Run Configuration

1. Choose Project Specify the way this project’s files will be deployed.
2. Name and Location

Configuration settings can be added and modified laterin the Project Properties dialog box
3. Run Configuration . . L . .

Run As: | Local web Site (running on local web server) .'J

Project URL:  hitpMocalhostiwordpress!

Index File: index.php Browse...

D Copyfiles from Sources Folder to another location

Copy fo Folder:  CwamppihtdocswordpressDemo Browse...

Copy files on project open

Slika 6: Raspored fajlova u okviru projekta

4. PHP Frameworks ] Doctrine2 PHP Web Framework
5. Composer

WordPress PHP Web Blog/CMS

Slika 7: Izbor PHP Frameworks Wordpress

re teme i PHP funkcija bez prethodnog znanja PHP kao programskog jezika. PHP
funkcije koje treba ukljuciti: bloginfo(), wp_title(), have_posts(), the_posts(),
the _permalink(), the_title(), the_ author(), the_ content(), wp list_pages(),
wp_list_ categories().

Primer PHP funkcija kod prikaza naslova web sajta:

<header id="header" >

<h1><a href="<7php bloginfo(’url’) 7>"><7php bloginfo('name’);?></a>
</h1>

< /header>

Koris¢éenje PHP while petlje i razgranate strukture if kod prikaza sadrzaja web
strane:

<7php if (have_posts()) : while (have posts()) : the post(); 7>
<p><strong><a href="<7php the permalink(); 7>">

<7php the_title(); 7></a></strong></p>

<p>Published on <?php the time('m d Y’); 7>

by <7php the author(); 7></p>

<p><?php the content(); 7></p>

<7php endwhile; else: 7>

WordPress tema najcedce ne sadrzi samo dva fajla index.php i style.css. U zavi-
snosti od toga kakva je struktura teme, da li je u pitanju blog, prikaz punih ili
uvodnih postova, staticka web strana, kreiraju se posebni php fajlovi. Izdvojiti
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i formirati ostale php fajlove koji ¢ine strukturu teme: header.php, footer.php,
functions.php, content.php, page.php, single.php, sidebar.php, itd.

3.4 Programiranje u NetBeans okruzenju

Kreiranjem C/C++ projekata izufavaju se principi struktuiranog i modularnog
programiranja. Struktuirano programiranje je paradigma programiranja koja ko-
risti elemenate potprograma, blok strukture i kontrolne strukture: selekcije, se-
kvence i iteracije. Modularno programiranje je paradigma programiranja u kojoj
se programi dele na nezavisne module.

Iako je NetBeans IDE prvenstveno namenjen za JAVA aplikacije, omogucéava
koris¢enje programskog jezika C/C++. NetBeans ne sadrzi C/C++ kompajler,
potrebno ga je instalirati. NetBeans podrzava konzolne i graficke aplikacije kroz
razlic¢ite tipove projekata za C/C++ [5]. Postupak kreiranja konzolne aplikacije
odraditi izborom novog projekta C/C-++ Application, pored naziva projekta,
lokacije, izabrati i kompajler C, C++ (slika 8).

(] New C/C++ Application

Steps Project Name and Location

1. Choose Project

Project N X CppApplicati 2
2. Project Name and Sl e PpApplication
Location ] )
Project Location: Cl\Users\User\Documents\MetBeansProjects Browse...
Project Folder: “Documentsi\MetBeansProjects\CppApplication_2

Project Makefile Name: Makefile

[ Create Main File  main C v

Build Host | Iocathost v

Tool Collection: | Default (Cygwin_4.x (GNU 4.x Cygwin)) 'J

Slika 8: C/C-++ projekat

Pored konzolnih aplikacija, formiraju se i projekti na osnovu postojeé¢ih fajlova
koji su nastali u drugim razvojnim okruzenjima, zatim graficki interfejs GUI forme
izborom projekta C/C+-+ Qt Application. U toku unosa i menjanja programa
postoji pomoé u obelezavanju sintakse, kompletiranju i refaktorisanju koda. Na
ovaj nacin izbegavaju se greske i nastaje kvalitetan kod. IzvrSavanje i testiranje
programa prati se u izlaznom panelu Output.

U NetBeans IDE moguce je raditi sa objektno orijentisanim programskim jezicima
kao sto su Java i C++. Objektno orijentisano programiranje koristi objekte kao
glavne elemente. Objekat je model entiteta sa trenutnim stanjem i definisanim
ponasanjem. Klase opisuju stanje preko atributa i ponasanje objekata koriséenjem
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metoda. Objekat je instanca klase. Osnovni koncepti objektno orijentisanog pro-
gramiranja su: apstrakcija, enkapsulacija, polimorfizam i nasledivanje. Primenom
objektno orijentisanog programiranja slozeni programi postaju jednostavni za
razumevanje i odrzavanje i vazan je deo nastave programiranja u Skolama.

Java je objektno orijentisan, masinski nezavistan programski jezik. Vrste progra-
ma u Javi su: Java aplikacije koje se izvrSsavaju samostalno na bilo kom opera-
tivnom sistemu i Java apleti koji se izvrSavaju u okviru web stranice. Da bi se
Java programi izvrSavali treba instalirati Java platformu. Java platforma obu-
hvata: Java SE, Java EE, Java ME i Java FX [10]. Java Standard Edition, Java
SE, standardno okruZenje, skup softverskih komponenti, rutina i protokola za
Java aplikacije. Java Enterprise Edition, Java EE, omogucava razvoj softverskih
reSenja na serverima. Java Micro Edition, Java ME, mikro izdanje, je okruZenje
za aplikacije na mobilnim uredajima. Java FX Script je skriptni jezik za kreiranje
desktop i web Java aplikacija [10].

Kreiranje standardne Java aplikacije, iz menija File izabrati New Project. Iz liste
kategorija izabrati Java, projekat Java Application. Oznaciti kreiranje glavne
klase, klase koja sadrzi glavni metod.
package javaCalc;
s
*
* @author User
*/
public class JavaCalc {
JHx
* @param args the command line arguments
*
/
public static void main(String|| args) {}
// TODO code application logic here
}
U panelu projekata prikazana je struktura koja sadrzi Java pakete i Java klase.
Za Java klasu koja je izabrana u panelu projekata, u panelu navigatora prikazana
je lista argumenata i metoda. U radnom panelu u kodu se kontrolise sintaksa i
obelezavaju greske. U izlaznom panelu pojavic¢e se dve kartice. Jedna kartica sa
nazivom projekta koji se izvrSava nazivProjekta (run). U toku rada unose se vre-
dnosti promenljivih i prikaz rezultata izvr8avanja Java aplikacije. Druga kartica
je Debbuger Console koja sadrzi poruke o greskama u kodu, oznakama u kodu
breakpoint.

Kreiranje grafickog interfejsa GUI formi uraditi prvo kreiranjem standardne Java
aplikacije na nacin koji je veé¢ opisan bez kreiranje glavne klase. Formirati novi
fajl Application Sample Form iz kategorije Swing GUI Forms i u okviru njega
glavnu klasu main [9]. Na ovaj nalin nastala je forma sa stavkama menija File,
Edit i Help. Forma aktivira panel Pallete iz kojeg se dodaju komponente na
postojec¢u formu. Komponente grafickog okruzenja koje se ukljucuju iz kategorije
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Application Sample Form su JPanel koji deli prozor na delove, JDialog, JFrame
kreira prozor aplikacije. Na ove komponente dodaju se stavke iz panela Pallete.

4 Zakljucak

Upotrebom Open Source softvera realizuje se veliki deo nastavnih sadrzaja kroz
nastavne i vannastavne aktivnosti. Njegova prednost je u unapredivanju i osa-
vremenjavanju procesa nastave i komunikacije izmedu nastavnika i uc¢enika, kao
i izmedu ulenika. UCenici i nastavnici bez ogranicenja koja postoje u softveru sa
komercijalnim licencama mogu razmenjivati, objavljivati, analizirati i unapredi-
vati reSenja i primere koji su nastali u okviru programa i projekata kori¢enjem
NetBeans IDE. Open Source softver nije samo alternativa komercijalnom softve-
ru koja se primenjuje da bi se izbegle skupe licence. To su kompletna reSenja sa
potpunom funkcionalno§éu, kompletnom dokumentacijom i odrzavanjem.
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Abstract

Jedan od ciljeva ovog rada svakako je da ukaze na potrebu uvodjenja
jednog broja interaktivnih primera sa jasnom vizuelizacijom, koji se odnose
na ove fundamentalne pojmove diferencijalnog rac¢una, radi njihovog lakseg
usvajanja i radi jacanja, u ovom slucaju, geometrijske intuicije.
U cilju dostizanja i razvijanja intuitivnog razumevanja ovih koncepata potre-
bno je dobro pripremiti primere koji ¢e omoguéiti odgovore na klju¢na pi-
tanja iz ove oblasti. U radu je pokazano kako pogodno softversko okruzenje
kakvi su, na primer, Geogebrini Java apleti, omogucéava nastavniku da efikasno
predje put od intuicije do definicije, od neformalnog ka formalnom kada su
u pitanju ove teme diferencijalnog racuna.

Kljuéne rec¢i: matematicka intuicija, limes, neprekidnost, vizuelizacija

1 Matematicka intuicija

Tokom ¢itave istorije matematike, postojala je odredjena tenzija izmedju intu-
itivne ociglednosti i formalne strogosti, pri ¢emu se menjao stepen u kojem je
intuicija mogla pratiti proces formalizacije, ili obrnuto. Danasnja matematika
iako daleko uznapredovala u apstrakciji i formalizaciji nalaze i dalje modifikovanje
zateCenih pojmova i intuitivno preispitivanje prethodnih rezultata. Obi¢no intu-
icija prethodi rigoroznim dokazima, odnosno ponekad stroga zasnivanja, formalno
besprekorna, nameéu potrebu najpre za intuitivnim pojmovnim razjasnjenjima.
1]

U matematici, kao i svakoj drugoj naucnoj disciplini, dolaze do izrazaja posredna
i neposredna saznanja. Saznanja ¢ini sistem istina koji je logicki koherentan i
formalizovan. Aksiome su prihvac¢ene kao neposredne istine, koje se u logickom
smislu prihvataju bez dokaza i koji izrazavaju jedan oblik neposrednog saznanja.
Teoreme, pak, predstavljaju jedan od oblika posrednih istina, koje usvajamo
na osnovu dokaza, pa su saznanja steCena na osnovi njih posredna. Pod in-
tuitivnim saznanjem, za razliku od logickog saznanja, podrazumeva se direktno
uocavanje matematickih istina apstrakcijom, Sto nazivamo intelektualna intuicija,
ali i pomoc¢u ¢ula, §to nazivamo senzorna intuicija i §to predstavlja podlogu ve-
likog broja ociglednih istina. Valja ista¢i da se u matematici pod intuicijom cesto
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shvata predvidjanje ili naslu¢ivanje neke matematicke istine, odnosno njeno glob-
alno sagledavanje. [2]

Matematicari se tradicionalno oslanjaju na intuiciju kao nacin za razumevanje
dokaza i konceptualizaciju problema (Hadamard, 1954). Jung definiSe intuitivnu
percepciju kao misljenje u slikama. Poreklo tih slika ¢esto je u emociji i relacija
izmedju kreativne intuicije i emocije je jedan od najvaznijih elemenata kreativnog
procesa (Hague, 2003).

Na primeru, Bolzano-Cauchyjevog stava, najpre je intuitivno spoznato da grafik
neprekidne funkcije, na osnovu datih uslova, mora bar jedanput preseéi x osu i
da je apscisa te tacke preseka xy: Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a, ]
iako je f(a)- f(b) <0, tada na segmentu [a, b] postoji barem jedan broj zo takav
da je f(xg) = 0.Dakle, istinitost ovoga stava je najpre intuitivno nasluéena na
osnovu grafika funkcije f(z) u pravouglom koordinatnom sistemu, pa je zatim
strogo aritmeticki dokazana, bez pozivanja na geometrijsku intuiciju, odnosno
geometrijsku ociglednost.

Uopste gledano, moze se reé¢i da intuitivna spoznaja dominira nad logickom u is-
torijskoj genezi jednog matematickog pojma ili teorije, ali i da se njihov uzajamni
odnos menja tokom evolucije tog pojma, odnosno teorije, tako §to se one uza-
jamno prate u razvoju matematike, jedna drugu podsti¢u, dopunjuju i koriguju.

2 Od intuicije do definicije limesa i neprekidnosti

Nastava diferencijalnog racuna bila je predmet brojnih naué¢nih istrazivanja dugi
niz godina. Rezultati nauénih istrazivanja u toj oblasti pokazuju da studenti
imaju spoznajne teSkocée u razumevanju koncepta grani¢ne vrednosti odnosno
limesa (Cornu, 1991; Szydlik, 2000; Tall i Vinner, 1981; Williams, 1991).
Koncept grani¢ne vrednosti indukuje brojne spoznajne (kognitivne) teskoce ukljuc-
ujuéi sledece: izraz "lim(es)”, "tezi ka”, ”priblizava se”, ”dovoljno blisko nekoj
vrednosti”, ”proizvoljno blisko nekoj vrednosti”, ” pojam beskona¢no male veli¢ine”
”pojam beskonacno velike veli¢ine”, razumevanje pojma ”za svako” e, formalne
€ — ¢ definicije, odnosno teskocCe pri koriSéenju sintakse i semantike, veza izmedju
€ 1 N, konfuzija pri prelasku iz ”"kona¢nog ka beskona¢nom”, u razumevanju ”sta
se deSava u beskonacnosti” ...

Zato se namece logi¢no pitanje: Kako pomoéi studentima da Sto kvalitetnije
usvoje ove fundamentalne pojmove diferencijalnog racuna?

Integracija odgovarajuéih softverskih reSenja i alata, poput GeoGebre, u nastavi
diferencijalnog racuna omogucdiée studentima da vizuelizuju ove teske matematicke
koncepte. Na primer, interaktivna softverska reSenja mogu pomoéi studentima
da ”vide” procese, kao i da bezbolno prodju kroz tranziciju od neformalne ka
formalnoj definiciji koncepta graniéne vrednosti funkcije.

Kako je veéini studenata nejasna simbolicka, formalna definicija limesa, moze se,
na primer, pre njenog uvodjenja, iskoristiti jedan Java aplet specijalno dizajniran
da pomogne u prevazilazenju teskoca pri usvajanju tzv. ”epsilon-delta” definicije

210



grani¢ne vrednosti funkcije u proizvoljnoj tacki xq:

Za svaku, proizvoljno izabranu malu vrednost € > 0, postoji neka vrednost § > 0
takva da, kad god je razlika, |z — o] <, tada je |f(x) — L| < e (za sve vrednosti
x iz domena funkcije f), odnosno zapisujemo

$lir>léof(:1:) =L Ve>0)(30 >0)(|lxr —zo)| <d=|f(x) — L| <e).

Intuitivno, mozemo reéi da je li1>n f(x) = L ako je funkcija f(x) definisana
T—>x0

u okolini tacke (ali nije neophodno u samoj tacki) zo i ako f(x) tezi ka nekoj
vrednosti L, kada promenljiva = tezi ka xy (dinamicka i neformalna definicija).

Takodje kazemo da je L € R grani¢na vrednost funkcije f(x) u tacki g € R i
pisemo $1H>I}B . f(x) = L ako vrednosti f(z) mogu postati proizvoljno bliske vred-

nosti L € R, kada = postane dovoljno blisko vrednosti zg. [3]

Pri tome, termini ”proizvoljno” i ”dovoljno” su veoma vazni i treba ih dobro raz-
jasniti. Termin ”proizvoljno” povezujemo sa ”"unapred odabrano” ili "ma kako
zadato”, a termin ”dovoljno” sa nefim $to nastojimo da postignemo u skladu sa
datim uslovima.

Takodje je vazno uociti trend da u sluc¢aju kada ”x postane dovoljno blisko vred-
nosti zg”, tada vrednosti funkcije f(x) ostaju bar jednako, ili vise, bliske vrednosti
L.

Pri tome, veoma je vazno naglasiti da vrednost funkcije f(x) u tacki z = xg u ko-
joj odredjujemo grani¢nu vrednost ne uti¢e na limes, §to znaci da nije od znacaja
da li je funkcija definisana u samoj tacki x = xg. Drugim re¢ima, grani¢na vred-
nost funkcije u tacki se bavi ponasanjem funkcije u okolini te tacke, a ne u samoj
tacki.

Jos jedan nacin za intuitivni pristup ovom konceptu tokom izra¢unavanja grani¢ne
vrednosti funkcije u tacki, jeste da odgovorimo na pitanje: Da li se moze utvrditi
da se u okolini tacke z = x( vrednosti funkcije f(z) ”gomilaju” oko neke vred-
nosti L7

U tom smislu, pretpostavimo da nam je cilj da odredimo koliko brzo se funkcija
f(x) menja u samoj tacki x = x¢, §to nazivamo brzinom promene funkcije f(x),
u tacki x = xg. U svim takvim slucajevima, zapravo se pitamo §ta se deSava u
okolini tacke x = zq i koliko daleko se pomeramo od tacke x = x¢?

Pre usvajanja formalne definicije limesa, korisno bi bilo razumeti neformalnu
definiciju limesa i koristiti vizuelizaciju ovog dinamickog procesa, kao §to je
prikazano na sledecoj slici (slika 2) [19].

Graficki, definiciju mozemo ilustrovati kao $to je prikazano na slici 1 i inter-
pretirati na sledeéi nacin: Ukoliko je L grani¢na vrednost funkcije f(z) u tacki
x = ¢, to znadi da za svaku ¢ okolinu tacke L, razmatramo interval (L —¢, L +¢),
odnosno pojas izmedju dve horizontalne prave y = L —e iy = L+¢. Tada postoji
simetrican interval (§ -okolinu) oko tacke ¢, u oznaci (¢ — 4, ¢+ 9), odnosno pojas
izmedju dve vertikalne prave x = ¢ — § i x = ¢ + J, tako da se ta okolina cela
preslikava u uocenu e-okolinu tacke L.

Ovo mozemo interpretirati na slican nac¢in: ako zadamo vrednost ¢ i odredimo na
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Tlustracija definicije grani¢ne vrednosti u tacki

osnovu nje polozaj horizontalnog osenc¢enog pojasa, onda ispitujemo da li postoji
mogucnost da postavimo vertikalni pojas, odnosno interval oko tacke ¢, tako da
pravougaonik sa temenom u tacki (¢, L) ima osobinu da grafik funkcije u njega
"ulazi” i iz njega ”izlazi” duz bo¢nih strana. Pri tome, vazno je naglasiti da
vrednost 0 zavisi, dakle, od vrednosti e.

Jedan od ciljeva ovog rada svakako je da ukaze na potrebu uvodjenja jednog
broja interaktivnih primera sa jasnom vizuelizacijom, koji se odnose na ove fun-
damentalne pojmove diferencijalnog racuna, radi njihovog lakseg usvajanja i radi
jacanja, u ovom slucaju, geometrijske intuicije.

U cilju dostizanja i razvijanja intuitivhog razumevanja ovih koncepata potrebno
je dobro pripremiti primere koji ¢e omogucéiti odgovore na klju¢na pitanja iz ove
oblasti. Sta znaci kada funkcija ima graniénu vrednost? Koji tipovi limesa pos-
toje? Kako izgledaju grafici ovih funkcija i kako ih prepoznajemo? Kada funkcija
ima vertikalnu asomptotu (”skok”, ”diskontinuitet” - tezi ka beskonacnom)?

Na primer, za razvoj i jacanje intuicije u slu¢aju jednostranih limesa odnosno
leve ﬁ? f(z) i desne grani¢ne vrednosti lim f(z) mozemo koristiti Geogebrine

T—rey
aplete:[10]
U ovom apletu se prikazuje grafik ma koje zadane funkcije f(z), a korisnik
moze pomeranjem pokretne tacke duz ose x menjati § "radijus” interval oko nje,
odnosno interaktivno na grafiku posmatrati i oc¢itavati koordinate tacke (c, f(c)).
Kazemo da xlglcl f(x) postoji ako su sve vrednosti od f(z) ”vrlo blizu” nekom
+

broju, kad god je > ¢ i x je "vrlo blizu” ¢, odnosno lim f(z) postoji ako su
Tr—rC—

sve vrednosti od f(z) ”vrlo blizu” nekom broju, kad god je z < ¢ i z je "vrlo
blizu” c.

Postoje mnogi slucajevi da jednostrani limesi postoje, premda dvostrani limes
ne postoji, pa ih je pozeljno vizuelno interpretirati.Na primer, pomoéu Geogebre

mozemo lako generisati grafik funkcije f(x) = —» a zatim razmatrati levu

142 x
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i desnu graniénu vrednost funkcije u tacki £ = 0, odnosno posmatrajuéi grafik te

1
funkcije zakljuciti da je lim ———= =11 lim ———— =0.

142 @ 142 @
Takodje, bilo bi pozeljno demonstrirati i primer funkcije u kojoj jednostrani limesi

(lim f(z), lim f(z)) ne postoje, zapravo vrednosti funkcije ne teze ka jednoj
T—1_ r—14
vrednosti, ve¢ osciluju u intervalu (—1, 1), sto je prikazano na slici 1.

10

Tr —

Slika 1: Primer funkcije 1/2 - sin( 1) +1

U slucaju dosta slozenije funkcije f(x) = e~ " - sin(12x), ¢iji grafik je takodje
nacrtan u GeoGebri, istrazujemo ponasanje funkcije kada se = priblizava beskonac¢nosti,
pomeranjem klizaca za x vrednosti (slika 3), odakle se zakljucuje da je

lim f(z)=0.

T—r00

Kada je u pitanju neprekidnost funkcije, neformalno receno, funkcija f(x) je

F.

Slika 2: Primer konacne gr.vrednosti kada x — oo

neprekidna ako se njen grafik moze nacrtati bez podizanja olovke sa papira, Sto
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predstavlja i naSe intuitivno shvatanje pojma neprekidnosti. Ako je neprekidna
funkcija y = f(z) posmatrana nad zatvorenim intervalom [a,b], tada je njen
grafik neprekidna linija koja spaja tacke (a, f(a)) i (b, f(b)). Intuitivno je jasno
da, neprekidno ”prelazeé¢i”od f(a) do f(b), vrednosti funkcije moraju proéi kroz
ceo interval izmedju f(a) i f(b).

Prema formalnoj definiciji neprekidnosti vazi: Funkcija f: D — R je neprekidna
u tacki a € D akko

lim f(z) = lim f(z)= f(a).

z—a™t T—a~

Jednostavno je uociti da iz neprekidnosti funkcije sledi postojanje grani¢ne vred-
nosti, a da obrnuto ne vazi — funkcija moze imatQi grani¢nu vrednost, a ne biti
neprekidna u posmatranoj tacki (na primer il_}H?i 3; -1 =2).

Ako funkcija nije neprekidna u svakoj tacki svog domena, kazemo da funkcija u
tim tackama ima prekid (diskontinuitet. U tom smislu, potrebno je razmotriti
odgovore na sledec¢a pitanja: Zasto funkcija nije neprekidna? Kakav je grafik
prekidne funkcije? Koji tipovi diskontinuiteta postoje? Moze li prekid biti otk-
lonjiv? Postoji li veza izmedju neprekidnosti i diferencijabilnosti? ...

U slede¢em primeru data je funkcija za koju treba proveriti da li je neprekidna
u nekoj zadatoj tacki. Uz pomoé¢ GeoGebrinog apleta student dobija graficku
reprezentaciju razlicitih situacija (slika 3), a nastavnik moze paralelno analizirati

N
Slika 3: Ispitivanje neprekidnosti u tacki

Da li postoji grani¢na vrednost funkcije u tacki x = 27 Da li je funkcija
definisana u tacki = 2?7 Da li je funkcija neprekidna u tacki x = 27
Pomoéu ovih pitanja i dobijanjem odgovora na ova pitanja u interaktivnom radu
jaca se veza izmedju pojmova ”definisan”, "neprekidan” i ”grani¢na vrednost” u
tacki i prilicno lako se dolazi do zakljucka: Leva i desna grani¢na vrednost kada
x — 2_ i kada x — 24 postoje, razli¢ite su, pa ne postoji grani¢na vrednost

funkcije u ovoj tacki; f(2) postoji; funkcija nije neprekidna u tacki x = 2.
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3 Zakljucak

Pokazano je da za neke fundamentalne teme diferencijalnog racuna, nastavnici
mogu relativno lako integrisati raspoloziva tehnoloska reSenja u redovnu nas-
tavu, ¢ime studentima pruzaju viSe mogucénosti za sopstveno istrazivanje, jacanje
matematicke intuicije i dublje razumevanje materije. Osim toga, studentu ce
biti dostupna visetruka reprezentacija datog koncepta. U ovom radu je pokazano
kako pogodno softversko okruzenje kakvi su, na primer, Java apleti, omoguéava
nastavniku da efikasno predje put od intuicije do definicije, od neformalnog ka
formalnom kada su u pitanju ove teme diferencijalnog racuna. Bolja vizuelizacija
odredjenih matematickih koncepata dodaje novu dimenziju u nastavi matem-
atike, otvarajuéii moguénosti za atraktivniju nastavu, ali i za jacanje intuitivne
percepcije tih koncepata, kao i kreativne intuicije.
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Abstract

In this paper effects of group work on the results of the students in
mathematics tuition are researched. The research is conducted in Citluk
High school during first three months of the current year. It involved 80
students of the first high school classes. The students were divided into two
groups; those who worked in groups (experimental group) and those having
traditional tuition (control group). In the end we conducted a knowledge
test, which has shown that the experimental group was more successful
(x2 =13,434 ). An interview of the math teachers was carried out also, and
it shows that most of them seldom or never use group work in mathematics
tuition. Finally, in the end of this paper, use of the group work in the
mathematics tuition will be proposed.

1 Introduction

Education in the 21%century demands quality knowledge acquisition which should
be used as the foundation for permanent learning and acquisition of new skills
during one’s lifetime. In the acquisition of these new skills, people should rely on
each other, i. e. work in the collaboration with each other. That’s why different
strategies of tuition are trying to be implemented which are going to satisfy these
conditions. One of the collaborative means of studying is group studying. That’s
why this research is based on the efficiency of the group work in the mathematics
tuition. This research has shown that better results were obtained by the stu-
dents who used group work than those who didn’t and that the group work is
seldom used in mathematics tuition.

2 Group work

A group — assembled for class - is defined as three to five people working together
(Pranji¢,292). According to Pranjié¢, benefits of the group studying are:

e cooperative, free and productive engagement of the study groups;

e possibility to encourage the students’ conduct; cooperation, tolerance, rule
observance, communicative competency, sympathy, etc.

e summarizing the differences regarding the tuition and working style of the
students (differentiation).
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Disadvantages:

e possibility to turn the social goals in their contrary: prejudices, rejection
of others, their exclusion etc.

e possibility to turn the role division in acceptance of the favorite function.

e Group work is an extremely effective way of acquiring knowledge (Kurnik,
2003: 52). According to Kurnik, principles of the organization and execu-
tion of group work are:

1. Group work means to divide the class into groups of 4 to 6 students.

2. The functions given to groups may be the same or different depending on
the nature of the tuition content and class goals.

3. Groups may have homogeneous and inhomogeneous composition of the stu-
dents. It is better to have inhomogeneous group composition in which stu-
dent’s foreknowledge is different. Students with less foreknowledge learn
from those with more of it.

4. In each group, one student is selected as a group leader, every hour leader
is changed.

5. Group should work about the same rate.
6. Each member of the group is resolving his part of the task set.
7. Control of students’ work teacher is conducting throughout the whole class.

8. Students’ activity and the success of group work will be better when the stu-
dents are better acquainted with the way in which the teacher will evaluate
their work. (K., 2003: 53)

3 Case study

Identify the achievements of students who taught mathematics in groups, and
within that test relations between group study and success in task solving between
experimental and control group.

Narrower subject of this research relates to the consideration of correlation
(intensity and direction) between learning in the group form of work and success
of students in the mathematics tasks.
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3.1 The goal of the research

1. Scientific, research is designed to study the nature (intensity and direction)
of correlation between the observed variables, i. e. between learning in
the group form of work and success of students in mathematics tasks; and
consideration of the relation between the students in the experimental and
control group in mathematics success.

2. Practical: obtained results could be an incentive to improve the educational
process and teaching mathematics.

3.2 Research Hypothesis

The basic hypothesis of this research is: ”Students will achieve better success
in solving mathematics tasks in the experimental group, because the teaching of
mathematics is focused on group work.”

By conducting this study we will test this hypothesis and accept or reject it
according to a certain level of significance.Therefore, in this study we will define
the perception of group work by students in the experimental and control groups,
and we will determine whether there is statistically significant difference between
students in the experimental and control groups in mathematics task solving.

3.3 Defining variables

Upon researching the differences in group work and success in mathematics by
students in the experimental and control groups, the following dependent and
independent variables of research were defined:

Dependent: success in solving mathematics tasks;

Independent: learning in a group form of work and school.

3.4 The sample of participants

The research was done with the first-year high school students in Citluk High
School. There was no need for unification of the experimental and control groups,
because they are all students of the same school and the same profession. That
is shown in the following table.

The pattern includes 80 participants. As we can see, they are all average
students. Average grade is 2,96 (good).

Pearson’s x? = 3,92, df4;p = 0,05. Contingency coefficient: 0, 216.

Contingency coefficient 0.216 indicates that there is no statistically significant
difference in mathematics grades obtained by the students in the experimental
and control groups. So groups are uniform.
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Groups N %
Experimental 40 50
Control 40 50
Total 80 100
Mathematics

grades

insufficient 9 11,25
sufficient 24 3
good 21 26,25
very good 13 16,25
excellent 13 16,25
total 80 100

Table 1: Mathematics success of all participants

Groups experimental control
insufficient 6 (15%) 3 (7,5%)
sufficient 12 (30%) 12 (30%)
good 8 (20%) 13 (32,5%)
very good 7 (17,5%) 6 (15%)
excellent 7 (17,5%) 6 (15%)
total 10 (100%) 20 (100%)

Table 2: Mathematics success by group
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3.5 Methods and Tools

For the purposes of this study two methods of data collection were used:method
of theoretical analysis, which involves collecting data from the literature of scien-
tific, technical and other papers in connection with the problem which we have
investigated and systematically-experimental method as a typical field research
which has helped us to collect the necessary data on the appropriate sample using
appropriate tools.

Tools for collecting data:

Interview on students’ grades obtained in mathematics, mathematics test.

3.6 Organization of research and methods for data processing

The study was designed as a typical empirical research. Organization of the
research was conducted by professors of mathematics along with the author of
this paper. The testing was conducted in April 2014.

During statistical data processing different statistical procedures were used
(determination of frequencies and percentage relationships for all variables and
for determining statistical significance of differences between the studied variables
Pearson’s x? and C coefficient were used).

The study was conducted with first grade students of the Citluk High School.
Students were divided into two groups, experimental and control one. The control
group was working normally.In teaching the experimental group, group work was
used. Students were divided into 4 groups of 5 students. Groups were inhomo-
geneous.In dividing the tasks each student in the group had his own assignment,
so that all the students were involved in the work.At the end of work, represen-
tatives of each group - one student or more depending on the teaching material
- exhibited their results.

For example, in the teaching unit, Distance between two points in the plane,
tasks divided by groups looked like this:

The first group had the task to find the distance between two points A(x1 ,y1)
and B(x1 ,y2) in the coordinate plane.

One student was looking for the distance,provided y; = ys, other z; = 5.
The other three students were supposed to find the distance between the points:
first A (3,—2)¢ B(3,2), secondA (3,—2) i C(1,—2) and third B(3,2)i D(-2,2).

The second group had the task to derive a formula for the distance between
two points in the plane. All students took part in this task, and finally one of
them exhibited.

The third group was looking for the distance between two points with given
coordinates, where each student of the group received a different task, and in the
end only one of these tasks has been done on the board.Of course they did not
know until the end who will be the one writing on the board. (The teacher wrote
the formula.)
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The fourth group had the task prove that the triangle
ABC, A(-1,-3), B(9,7), C(-3,3)

was rectangular.

The best student was counting the length of one side, and the other two sides,
two students. Eventually they all checked reversal of the Pythagorean Theorem.

The fifth group had the task to determine the vertical axis point distant to
the point K(—4,1) for 5 (three students) and to determine the distance of the
points from the starting point (two points for two students).

Students’ opinion:

1. ”Good idea, because in this way we jointly solve tasks and share our opin-
ions which greatly helps.” (Marija Pervan)

2. ”We learn through fun and our other classes should look like this.” (Jelena),

3. 71 liked working in groups because we had the opportunity to jointly solve
tasks. Then we all take part in the work.” (Marija-Helena),

4. "I'm fascinated by group work, because it’seasyandinteresting. Certainlya-
wonderful experienceand we needto applyit more often.” (Ivo Cavar),

5. "1 really like working in groups because even though there is something
we don’t know, the rest of the group takes the trouble to explain it to
us.” (Jelena Buntic).

Figure 1: Group form of work

3.7 Result analysis

The object of this study was the impact of collaborative learning on student
achievement in mathematics, which is verified by knowledge test.

The following hypothesis should be verified: ”Students will achieve better suc-
cess in solving mathematics tasks in the experimental group, because the teaching
of mathematics is focused on group work.”
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Tasks solved experimental control
0 0 4
1 2 8
2 8 6
3 12 8
4 4 8
5 14 6
total 40 40
2 = 13,434;

df = 5p =

0,05

Table 3: The frequencies of solved problems by groups

Students of the experimental group achieved better results in solving a math
test (Table 3 and graph chart), which means that the hypothesis was confirmed.
As the obtained x? totals 13.434 with 5 degrees of freedom and with the 99%
criterion of significance, one can conclude that this test result is not random, but
rather is the result of group work done by the students in the experimental group.

40%
35%

30%

25%

20% B Experimental group
15% B control group
10%

5%

0%

Figure 2: Percentage of resolved tasks by groups

The graph shows that all five tasks were solved by 35% of the students who
have studied in the group and that there would be not even one student who did
not solve at least one task,unlike the control group, where 10% of students did
not solve a single task.

Fifteen high school mathematics teachers were surveyed. Only one of them
used the group work in the classroom, a fact which shows devastating results.
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Conclusion

This paper showed that the group work in mathematics teaching leads to bet-
ter learning outcomes.The results show that students of the experimental group,
those who have used group work, achieved better results in knowledge tests than
those who were working by the traditional tuition. Chi-square was for a cer-
tain degree of freedom greater than the limit value at the significance level 0.05,
totaling 13,343.

Therefore, in teaching, group work should be applied as one of the motivations

for learning mathematics and improving the quality of mathematical knowledge.
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Abstract

In this paper we consider regularized trace of a one-dimensional Schrodinger
operator perturbed by a Dirac d-function.

1 Regularized Trace of a One-Dimensional Schrodinger
Operator Perturbed by a Dirac /-function

L5[0,00) we consider the Sturm-Liouville operator generated by the expression

2

d
lmb:—ﬁ—i—x—i—aé(x—b), (1.1)

0(x) - Dirac delta function, a,b - positive numbers.

There are several approaches to the determination of the Sturm-Liouville op-
erators with a distributional potential. Following the work of A. M. Savchuk,
A. A. Shkalikov ([1], [2]), we define self-adjoint operator ’Hgb generated ex-
pression l,(1). Let y(z) - is absolutely continuous on [0, +00), the function
(y(z) € AC|0,t], Vt > 0).

Quasiderivatives define function y(z), gently sloping

Y1) = P Q@)

where

2
Q) = +atte -0, 1) ={ 150

Assume that quasiderivatives y!!l(z), in turn, is absolutely continuous func-
tion. Then the expression (1) can be rewritten in the form

dylt] B

laplyl = ——— = Q)" (z) - Q*(@)y(x).

In L3[0, +00) we define the operator 7—[2717:
Hap(y) = lap[yl,
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HY = {y € L]0, +0), y(x) € AC[0,+0), ¢/ (x) € AC(]0,+0)/b),

Yy (b+) — 9 (b=) = ay(b), y(0) = 0, I[y] € La[0,+00)}.

Operator H? , is positive, self-adjoint operator with discrete spectrum |[3]:

(Hg,b) = {An}iﬁl-

The eigenvalues Ap,,n = 1,2, ... of operator ’Hg » are zeros of an entire function

AN = [L 4 wadi(b— N Bi(b — N]Ai(—A) — mAi2(b — X)Bi(—\)

where Ai()), Bi(\) are Airy functions [4].

—y"(z) + zy(z)

The eigenvalues of the unperturbed operator A2, (a—0)

Hoy:{

y(0) =0,

combined with a negative sign, are the zeros of the Airy function Ai(—\))) =

3

1 1 +
2rn _
6n

the zeros of A(A).

Theorem 1.1. The eigenvalues \,,n —
A< A< A, ,VneEN,

equalities

totic
3 1
3 a-Q
A= | = 1——
= (5m) (-
1
where a = —23 .
(3m)3

For A\ known complete asymptotic expansion when n — oo [4, p. 389]. We

restrict ourselves to the asymptotic behavior:

10872

Theorem 1.2. The eigenvalues A\,,n—1,2,... of operator %2,1; have the asymp-

: )n12+0( (1.2)

“i) 70 (33))

5
n2

X0 = '
" 2
From the properties of the Airy function Ai(\), Bi(\) we find the location of

1,2,... of operator Hg’b satisfy the in-

» <

where {—)2} is the sequence of zeros of the Airy function Ai(—\Y) = 0.

" (1.3)

()
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We introduce the notation

From the asymptotic formula (2), (3) that the number of

converges.
To calculate the sum of this series introduce the function

1 A?) 2uA (—p?

Z(U):./ﬂ_a ( (MQ)) | 2pAi( Qu) .
2mi Jp A(p?) Ai(—p?)

Contour I' selected in the complex plane p cut along the negative real axis

and consists of a beam ¢, —oco < t < —r, right semicircle & = re®, -5 <9< 3
andbeamt,r§t<oo,0<7"</\(l).

The function Z(o) is analytic for Reo > —1 and Reo > 3:

[e.o]

Y (1" = () ™7) = Z(o).

n=1

If ¢(o0) is Riemann zeta function, than:

> 0 a . ac 4+ o0 a a ¥
E n—fy——)= 1 Z — =——(n(z)+ 5),
nzl(“ ™ Gen) Hl_nﬁo( @)+ 5 )> 2 () T 3)
where 7y is the Euler constant.
Theorem 1.3. The following formula holds
> 0 a a a, v
i — b — =) = = (n(5) + 2,

where v is the Euler constant.
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Struéni rad

Apstrakt

U savremenoj matematic¢koj logici posebnu ulogu ima kvantifikatorski
rac¢un. U ovom radu najprije ¢emo istaéi savremenu interpretaciju kvan-
tifikatora. Na kraju rada éemo izloziti kvantifikator ograni¢enog dometa, a
§to ¢emo ilustrovati i odredenim primjerima.

1 Uvod

Logicke formule dobijaju znacenje, vrijednost ili smisao tek kad sve njihove znakove
interpretiramo ili protumacéimo u nekom modelu M. Svaki model M ¢&ini neki
neprazan skup U, koji se zove univerzum ili svemir modela M. Obi¢no imamo na
umu tzv. standardne modele pa npr. u onom za geometriju ravni univerzum ¢ine
sve tacke i pravci ravni, a u onom za analizu univerzum je skup realnih brojeva.
To nisu jedini skupovi u kojima mozZemo interpretirati formule ovih discilina.
Do bilo kojeg modela M date formule F, $to se mozZe izgraditi na odabranom
univerzumu U, dolazimo tako da svaki elmenatarni predikat koji se pojavljuje u
formuli F shvatimo ili interpretiramo kao stanovitu relaciju u kojoj se nalaze ele-
menti univerzuma, i to kao relaciju s onoliko mjesta koliko ih je imao i predikat, a
svaku konstantu iz formule F interpretiramo kao stanoviti elemenat univerzuma.
Dosad su svi znakovi u elementarnim predikatima formule F dobili znacenja u
modelu osim njihovih slobodnih varijabli. Svaka od njih moZe poprimiti kao svoje
znacenje bilo koji element univerzuma, ali, tek kad svima njima damo znacenja,
mozemo pitati je li formula F istinita ili nije za odabrano znacenje svojih slo-
bodnih varijabli. Na ovaj na¢in odredujemo semanticku vrijednost formuli F u
modelu M. Pri tome su istina i laz jedine dvije semanticke vrijednosti. Kazemo
da je formula F ispunjiva u modelu M ako se u njegovom univerzumu moze nadi
barem jedno znacenje njenih slobodnih varijabli za koje ée ona biti istinita, tj. za
koje ¢ée u modelu M biti onako kako u formuli pise, a otklonjiva ako se moze naéi
barem jedno znacéenje njenih slobodnih varijabli za koje ¢e ona biti neistinita, tj.
za koje neée biti u modelu onako kako u formuli piSe. Kazemo da je neka formula
istinita u modelu ako pri opisanom tumacenju ili shvatanju njenih znakova bude u
modelu onako kako u formuli piSe, ali za svako moguée znacenje §to ga njene slo-
bodne varijable poprimaju u pripadnom univerzumu. Drugim rije¢ima, formula
je istinita u modelu kad je u njemu ispunjiva za svako znacenje svojih slobodnih
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varijabli. Formula ée biti lazna ili neistinita u modelu ako bude otklonjiva za
svako znacenje svojih slobodnih varijabli u njemu. Primjetili smo da za datu for-
mulu $to sadrzi slobodne varijable nisu u protivrje¢noj suprotnosti njena istinitost
u datom modelu (istinitost naprosto) i njena neistinitost ili laznost (neistinitost
naprosto) u tom istom modelu, ve¢ to ¢ine ispunjivost formule u tom modelu i
njena neistinitost u njemu te otklonjivost i istinitost. Stoga vrijedi da formula nije
lazna u nekom modelu ako i samo ako je ona ispunjiva u njemu, odnosno formula
nije istinita u nekom modelu ako i samo ako je ona otklonjiva u njemu, pa su
parovi termina B»neispunjiva formulaB« i Bslazna formulaB« te Bsneotklonjiva
formulaB« i Byistinita formulaB« istozna¢ni u istom modelu. Primjer 1.1. Za
elementarne predikate P(x, y) i Q(y, z) sagradi¢emo model M u univerzumu U =
a, b. P(x, y) i Q(y, z) shvatamo u M kao one dvomjesne relacije p(x, y) i q(y,
z) u skupu U §to su odredene priloZzenim dvjema tablicama. Da ukazemo na to
za koja dva elementa od U smatramo da stoje u relaciji r ili g,stavljamo uz njih
znak +, a znak B'B“ uz svaka ona dva Sto nisu u relaciji. Time je nas model M
definisan, pa ga moZzemo zapisati i ovako M = (a, b, p, q).

(1) Formule P(x, y) i Q(y, z) ispunjive su u M. Prva je zato ispunjiva jer za
znaenja slobodnih varijabli x = b iy = a u M vrijedi p(b, a), a druga zato $to
za znacenja slobodnih varijabliy = aiz = b u M vrijedi q(a, b).

x vy | p(xy) y 7| a(yz)
a a + a a -
a b - a b +
b a + b a -
b b - b b -

(2) Obje formule su i otklonjive u M jer za znacenje slobodnih varijabli x =
aiy = b u M nije na snazi p(a, b), a za znaenje slobodnih varijabliy = aiz =
a, ne vrijedi u M q(a, a).

(3) Kako su obje otklonjive u M, ni jedna nije istinita u M, a kako su obje
ispunjive, ni jedna nije lazna u M.

2 Interpretacija kvantifikatora

Formula oblika Vx A bice istinita u datom modelu za poznate vrijednosti svojih
slobodnih varijabli (medu kojima sigurno nije varijabla x) ako formula A(x) bude
istinita za to istu vrijednost onih svojih slobodnih varijabli koje su objema za-
jednicke i za svako mogucée vrijednost varijable x Sto ga ova moze poprimiti u
pripadnom univerzumu, a biée neistinita u modelu za izvjesnu vrijednost svojih
slobodnih varijabli ako formula A(x) bude lazna za tu istu vrijednost onih svojih
slobodnih varijabli koje su objema zajednicke i za barem jednu vrijednost varijable
x §to ga ova moze poprimiti u pripadnom univerzumu. Vidimo da sve varijable
zadrZzavaju svoje vrijednosti, a samo varijabla x prolazi univerzumom poprimajuéi
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svaki njegov element kao svoju vrijednost. Zapisom A(x) naznacimo samo da bi se
u formuli A mogao naci poneki slobodni x §to je prije bio vezan u formuli Vx A, ali
nipo$to da se x mora pojaviti u A. Sjetimo se samo da je formula Vz A legitimna
i onda kad u A uop$te nema x ili je on tamo samo vezana varijabla. Dodusge,
najteSce ¢e se x i pojaviti. Zapisom A( ,..., ) slicno ¢emo naznaciti da u formuli
A smijemo oCekivati varijable y1, ..., Y, kao slobodne. Formula oblika VzA bice
istinita u datom modelu za poznate vrijednost svojih slobodnih varijabli (medu
kojima sigurno nije varijabla x) ako formula A (x) bude istinita za istu vrijed-
nost onih svojih varijabli koje su objema zajednicke i za barem jedno od moguéih
znacenja varijable x §to ga ova moze poprimiti u pripadnom univerzumu, a bicée
neistinita u modelu za poznatu vrijednost svojih slobodnih varijabli ako formula
A(x) bude lazna za istu vrijednost onih svojih slobodnih varijabli koje su objema
zajednicke i za svaku vrijednost varijable x §to ga ova moze poprimiti u pripad-
nom univerzumu. Ako je formula oblika Vx A izjava, onda je ona istinita u datom
modelu M ako i samo ako je formula A(x) istinita u M za svako znacenje varijable
x u pripadnom univerzumu, a neistinita je u M ako i samo ako je u M neistinita
formula A(x) barem za jednu vrijednost varijable x u pripadnom univerzumu.
Ako je formula oblika dx A izjava, onda je ona istinita u datom modelu M ako i
samo ako je u M istinita formula A (x) barem za jednu vrijednost varijable x u
pripadnom univerzumu, a neistinita je u M ako i samo ako je neistinita u M for-
mula A(x) za svaku zvrijednost varijable x u pripadnom univerzumu. Navedeno
pravilo u interpretaciji formula §to pocinju s kvantifikatorima pokazuje da smo u
modelu vjerno opisali rije¢i "svaki" i "neki".

Primer 2.1. U modelu iz primjera 1.1. vrijedi: (1) formula VzP(z,y) ispunjiva je
u M jer su za vrijednost njene slobodne varijable y = a i M na snazi oba podatka,
p(a, a) i p(b, a), tj. za svako mogucu vrijednost varijable x u U; (2) formula Jy
Va P(z,y) je istinita u M, jer je y = a onu vrijednos varijable u U koje je u relaciji
p sa svakim vrijednos varijable x u U; (3) formula VyP(x,y) nije ispunjiva u M
jer vrijednost njene slobodne varijable x = a nije u relaciji p sa vrijednosti y = b
(iako jest u relaciji p sa vrijednost y = a), a niti je vrijednost x = b u relaciji p
sa'y = b (iako jest sa vrijednos¢u y = a). Kako u U nema vrijednost varijable x
koje bi bilo u relaciji pis, y = ais, y = b, to je formula neispunjiva, odnosno
ona je lazna u M; (4) formula 3z P(z,y) ispunjiva je u M, ali je formula Vy 3z
P(z,y) lazna u M jer vrijednost y = b nije u relaciji p ni sa vrijednost x = a ni
sx = b2,

Primer 2.2. Sagledajmo standardni model m = (N, <), gdje je sa N oznaen
skup prirodnih brojeva i gdje je < oznaka za relaciju strogog uredenja, po kojoj
je ispunjeno 1 < 2 < ... <n < n-+1 < .. te standardni modelry = (N, <), gdje
je za svaki prirodni broj n ispunjeno n < n, a za svaka dva n i m pogotovo n < m
ako je n < m. Pomoc¢u ovih dviju relacija interpretiraéemo elementarni predikat
zo y. U my je istinita formula xp x, koja je predikat, a istinite su i formule 3 (zo
x) te V (zpo x), koje su izjave. Formula 3z Vy(zp y) istinita je u mo jer u uredaju
skupa N relacijom <, §to je definisana u 72, postoji najmanji element u N. Ista je
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formula lazna u 71 jer bi takav x morao biti manji i od sebe sama, a to se nikad
ne dogada. Medutim, formula Yy (zp y) ispunjiva je i otklonjiva u my jer, ako
uzmemo 1 kao vrijednost za x u N, biée onako kako u formuli piSe, a uzmemo li
x = 5 kao vrijednost, izmi¢u nam znacenja za y u N:1, 2, 314, a svako je od njih
manje od 5 u 7o, pa ne moze biti onako kako u formuli piSe za svaku vrijednost
varijable y u N.

Primer 2.3. Ako formula VzA (ili formula 3z A ) nije iskaz, ve¢ je predikat u
nekim svojim slobodnim varijablama y;...Y, , ipak ¢e u bilo kom modelu M ona
biti istinita ako i samo ako bude u M istinita formula Yy, ..., Vy, Vo A (ili for-
mula Yy, ..., Yy, Jx A ), neistinita ¢e ona biti ako i samo ako bude neistinita u
M formula Jyi, ..., Jy, Yz A (ili formula Jyi, ..., Jy,3x A) . Jasno je da ¢e takva
formula biti ta¢na u M ako i samo ako bude u M istinita formula Jy1, ..., Iy, Vr
A, odnosno ona ¢e biti neistinita u M ako i samo ako bude u M neistinita formula
Yy1, ..., Vyn Y A. Analogno vrijedi i za formulu oblika dx A kojoj su slobodne
varijable y1,...,Y,. Medutim, ovaj podatak potpada pod opStu Semu prema kojoj
vrijedi u bilo kojem modelu M da ¢ée formula F biti istinita u M ako i samo ako
bude u M istinita formula Vy;...V Y, F', gdje su y1, ..., Y, sve slobodne varijable
formule F, odnosno da ¢ée takva formula F biti lazna u M ako i samo ako u M
bude lazna formula Jy;...3y, F. Ova Cinjenica iziskuje dokaz. U dokazu ¢emo se
ograni¢iti na formulu F kad ona ima samo 3 slobodne varijable: , i (slu¢aj dovoljno
indikativan za sve ostale). Da je Yy; Vy2 Vys F' otklonjiva u nekom M, prema
definiciji o interpretaciji formule §to pocinje s kvantifikatorom barem za jedno bi
znaenje varijable y; u pripadnom univerzumu formula Vys Vys F' (y1) bila neis-
tinita, pa bi barem za jednu vrijednost varijable yo bila neistinita formula Vy3 F'
(y1,y2) i, na kraju, barem za jednu vrijednost varijable ys bila bi u M neistinita
formula F' (y1,y2,y3) .Ta tri pojedina znacenja slobodnih varijabli yi,y2 iys Cine
zajedno jedno znacenje za y1,y2 iys za koje je formula F' (y1,y2,y3) neistinita u
M pa ne vrijedi podatak da je ona istinita u M za svako mogucu vrijednost svojih
varijabli y1,y2 iys . Obrnuto, ako je formula Vy; Vys Vys F istinita u M, onda je
formula za svakoVyaVys F(y1) istinita u M za svako znacenje varijable y; u pri-
padnom univerzumu pa je za bilo koje medu njima istinita i formula Yys F(y1, y2)
, 1 to za svako mogucu vrijednost varijable ys ,te, na kraju, proizilazi da je formula
F(y1,y2,ys3) istinita u M za svako moguce znacenje svojih varijabli y1,y2,y3 i u
pripadnom univerzumu. Preostali dio dokazao bi se sasvim analogno prethod-
nom. Ipak, radi jednostavnosti, pretpostavimo da F sadrzi samo dvije slobodne
varijable, y1 iy2 . FormulaF(y1,y2) je lazna u M ako i samo ako je ona neistinita
u M za svaku vrijednost svojih varijabli u pripadnom univerzumu, odnosno ni za
jedno medu njima nije istinita, tj. formula Jy; Jy» F' je lazna u M. Obrnuto,
ako je formula Jy; Jyo A lazna u M (a y; iy2 su sve njene slobodne varijable),
onda je za svaku vrijednost varijable y; u pripadnom univerzumu neistinita u M
formula Jy2 A(y1) pa je za bilo koje medu njima i svaku vrijednost varijable yo
u pripadnom univerzumu neistinita formula A(y1,y2), odnosno za svako znacenje
svojih varijabli y; 1 y2 i u pripadnom univerzumu je formula A(y1,y2), neistinita
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u M.

Primer 2.4. Ako je neka formula izjava, onda je ona u datom modelu ili istinita
ili lazna pa je dakle ispunjiva ili otklonjiva za svaku vrijednost svojih slobodnih
varijabli u pripadnom univerzumu ¢im je ispunjiva ili otklonjiva barem za jednu
vrijednost. To je zato tako §to u izjavama nema slobodnih varijabli. Vidjeli smo
vec prije da semanticke vrijednosti izjava oblika VxA(z) i 3zA(x) i zavise u bilo
kom modelu samo prividno o pojedinu vrijednost §to ga poprima varijabla x u
pripadnom univerzumu, tako da ove formule zapravo ne govore u modelu o x, ve¢
o dvojakom ponaganju predikata A(z) u njemu. Tako je s izjavama koje pocinju s
kvantifikatorom. Ako izjava ne pocinje s kvantifikatorom, onda njena semanticka
vrijednost ni u kom modelu pogotovo ne moze zavisiti o znacenjima $to ih u
pripadnom univerzumu poprimaju bilo koje slobodne varijable jer takvih u njoj
uopsSte nema.

Ujedno uvidamo da vezanje jednom veé¢ vezane varijable u nekoj formuli ili
vezanje neke varijable koje uopste nema u toj formuli nema ni u kom modelu
nikakva uticaja na semanticku vrijednost one formule na kojoj se tako nesto
izvr§ilo. Drugim rije¢ima, ako u formuli A nema slobodnog x, onda su formula
Vx A i3z A istinite (ispunjive), odnosno lazne (otklonjive), u bilo kom modelu ako
i samo ako je formula istinita (ispunjiva), odnosno lazna (otklonjiva) u njemu.

3 Logicke istine ili tautologije

Logicke istine ili tautologije su formule koje su istinite u svakom modelu. One
su stoga istinite nezavisno o Cemu govore kao i Sta o tome kazu. Postoje li
uopste takve formule? Odgovor je potvrdan, a uskoro ¢emo se uvjeriti da ima
¢ak beskonatno mnogo takvih. U primjerima §to slijede slova A, B, ili C stoje
umjesto bilo kakvih formula, pa koji god predikat ili izjavu stavili svugdje tamo
gdje pise A u nekoj od navedenih formula i sli¢no postupili sa B i C, nastala
formula (izjava ili predikat) bice istina u svakom moguéem modelu za tu formulu.
Slicno tome stoje slova P(x) i Q(x,y) umjesto bilo kojeg jednosmjernog ili dvos-
mjernog predikata. Tako se npr. P(x) smije, svugdje tamo gdje dolazi u nekoj
formuli iz nagih primjera, zamjeniti formulom R(x,a) AV y 3z S(z,y,z2) jer je
ona predikat u varijabli x. Jasno je da samo izuzetno gradene formule mogu biti
tautologije. Evo primjera nekih tautologija.

Primer 3.1. Logitke istine ili tautologije sastavljene od jedne formule:A = A
JANA) = A A= (—(—-A)) .Cak u ovom slucaju postoji beskona¢no mnogo
tautologija, samo §to ¢ée one biti sve duze i duze.

Primer 3.2. Logicke istine ili tautologije sastavljene od dviju formula:
(ANB) = (BANA), "(AANB) = (HAVv-B), =-(AVvB) = (AN -B),
(A= B)=(—-AV B) . I takvih je beskona¢no.

233



Primer 3.3. Logicke istine ili tautologije sastavljene od triju formula:(A = B) =
(B=0)=A=0),
(ANABANC)=(AVBVC(C),C=A)=(C=B)=(C=(ANB))).

Primer 3.4. Tautologije koje bitno zavise od vrste kvantifikatora kao i od mijesta
gdje se on nalazi u formuli:
—(VzP(z)) = JxP(—(x)) , ~(3zP(z)) = Va(=P(x)).

Mi ve¢ znamo da su po dvije od tih formula, Sto se nalaze zajedno u istoj
ekvivalenciji, logicki ekvivalentne, a to se dogada ako i samo ako je odgovarajuca
ekvivalencija tautologija. Formalno gledano, te nas formule uce kako znak negacije
preskace kvantifikator Sto se nalazi neposredno ispred ili iza njega.

Primer 3.5. Tautologije u kojima se ogleda distributivnost kvantifikatora prema
nekim veznicima:

Va(p(z) A (2)) = (Vap(z) AVzQ(z))

(Bap(z) v 32Q(x)) = 3u(p(z) v Q).

Primer 3.6. Tautologije kojima je potreban komentar. Oznacimo s p(t/x) for-
mulu $to nastaje iz formule p(x) kad se u ovu stavi po jedan t na svako ono
mjesto §to ga u ovoj zauzima slobodna varijabla x. Ako slobodne varijable x
nema u p , onda p(t/x) ostaje p . Dakako, slobodna varijabla h moze u p za-
uzimati i vise nego jedno mijesto (a na nekom mjestu ista varijabla moze biti i
vezana). Pod t ¢emo uvijek razumijevati bilo varijablu bilo konstantu. Tautologija
koju Zelimo prikazati ima ovakav zapis u datim oznakama: Vrp(x) = p(t/z) uz
uslov da t nije takva varijabla koja ¢e u p(t) postati vezana na nekom mjestu
na kojem je h bila slobodna u p(x). Naime, formula p(x) mogla bi imati oblik
JyQ(z,y). Da nema navedenog ograni¢enja, moralo bi vrijediti u svakom modelu
VeIyQ(x,y) = JyQ(y,y), tj. uvijek bi postojao barem jedan y $to je sam sa
sobom u relaciji Q ¢im bi svaki x bio u relaciji @ barem sa jednim y, a ovo nije
istina. Medutim, upravo navedeno ogranic¢enje ne dopusta da se stavi y na mjesto
slobodnog xy3JyQ(x,y) jer bi se time izmijenio karakter varijabli: y postaje vezan
tamo gdje je x bio slobodan. Medutim, uvijek moZzemo izostaviti kvantifikator Vz
zdesna u tautologiji VxP(z) = Vz ) koja je oblikaA = A i tako dobiti formulu
VxP(x) = P(z). Ona je tautologija jer potpada pod prethodni sluc¢aj. Uocenu
tautologiju ¢itamo ovako: B»Ako svaki x ima osobinu P, onda osobinu P ima i
bilo koji (nasumce odabrani) x.B« U ovom obliku ona nosi naziv B»diktum de
omniB«.

Primer 3.7. Uopsteno uzevsi, ne stoji implikacija Vz(p(z)) V Q(x)) = (fzp(x) V
VxQ(x)), ali njezin obrat je tautologija, tj. on je istinit bez ikakvog poziva na
znacenje bilo bilo Q ma u kom modelu. Da uvidimo kako polazna formula nije
tautologija, dovoljno je nac¢i jedan model u kojem nece biti onako kako u for-
muli piSe. Za tu svrhu neka p(h) zna¢i B»x je muskaracB«, a Q(x) "x je Zena'".
Octigledno je da je u univerzumu §to ga Cine sva ljudska bic¢a istinita formula
p(z) vV Q(x), ali nije istina da je svako ljudsko bi¢e mugkarac ili da je svako ljudsko
biée zena ili da je svako ljudsko bi¢e oboje. Uopsteno, ne postoji ni implikacija
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(FxP(x) A JzQ(x)) = (p(x) A Q(x)), ali njezin je obrat tautologija. Kao ilus-
traciju tautologije: (FxP(x) A Q(x)) = (Ip(x)IzQ(z)) navedimo razloge zasto se
mora prihvatiti da je prazan skup, znakom '€, podskup svakog skupa z. Prazan
skup nema nijednog elementa, tj. vrijedi ~(3z(z € 0)), a skup u je podskup
skupa z ako i samo ako vrijedi Va(x € y = = € z). Treba pokazati da je ova
formula vrijedi u svakom modelu teorije skupova kad se stavi [€ umjesto y, tj.
da C z vrijedi za svaki skup z. U protivhom bi slu¢aju vrijedilo prema (3.3)
Jz(x € Az ¢ z). Prema prethodnoj tautologiji zaklju¢ujemo da bi tada vrijedilo
idz(x € A3x(z ¢ 2)) . Iz ove formule proizlazi formuladz(z € ) zbog tautologije
AN B = A. Medutim, upravo je protivno istina.

Primer 3.8. Formule: VzVYp(z,y) = YyVap(x,y) i Fzyp(x,y) = JyJzp(z,y)
su tautologije, ali, uopsteno uzevsi, ne vazi za bilo koji predikat p(x, y) implikacija:

Va3yp(x,y) = IyVep(z,y)

Medutim, njezin obrat je tautologija. Da uvidimo kako polazna formula nije
tautologija, neka predikat R(x, y) bude predstavljen u modelu relacijom "y je
majka od x" i neka h i u ponovo prolaze svim ljudskim bi¢ima kao univerzumom.
U takvoj interpretaciji formulaVz3Iyp(x,y) kaze istinu prema kojoj svako ljudsko
bi¢e ima majku, dok je formuladyVap(x,y) lazna u tom modelu jer ne postoji
ljudsko bice koje bi bilo majka svih ostalih, tako da je ¢itava implikacija lazna u
modelu.

Primer 3.9. (Teorema transformacije). Ako formula F sadrzi u sebi podformulu
A | §to ¢emo simbolicki pisati F(A) , pa ako su formule A i B logicki ekvivalentne
(tj. formula A = B je tautologija), onda je tautologija i formulaF'(A) = F(B)
(tj. formula F(A) je logicki ekvivalentna formuli F(B) bez obzira na koliko smo
mjesta u F tamosnju potformulu A zamjenili sa B .

Teorema transformacije je zato ispravna Sto, dok znacenjima slobodnih vari-
jabli formula A i B prolazimo univerzum, semanticke se vrijednosti formulama A i
B u svakom modelu reprodukuju jednakim parovima. Kako ostale dijelove formule
F nismo transformisali, njihove se semanticke vrijednosti pogotovo reprodukuju.
Na primjer, u formuli Yz P V Vz(—=Q) uoc¢imo podformulu Vz(—=Q) . Bududi da je
Vz(—Q) = —(3xQ) bice tautologija i formula Vo P V Vz(-Q) = (VxP V —(3zQ)) .
U formuli (AN (A = B)) = (B = (A = B)) uo¢imo najprije prvo mijesto s lijeva
na kojem se pojavljuje podformula(A = B) . Bududi da je (A = B) = (—~AV B)
, proizilazi da je formula (A A (A = B)) = (B = (A = B)) logi¢ki ekvivalentna
formuli (AN (A = B)) = (B = (A = B)) . Dakako, mogli smo polaznu for-
mulu i tako transformisati da na drugo mijesto gdje se pojavljuje (A = B) (ili
na oba) stavimo ekvivalentnu formulu. Opet bi tako transformisane formule bile
medusobno logicki ekvivalentne.
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4  Kvantifikator ograni¢enog dometa

Cesto kvantifikator dostize dalje nego §to je neophodno. Na primjer, ako Zelimo
da osobini P(x) udovoljavaju samo svi pozitivni ralni brojevi x, a ne svi realni
brojevi, taj ¢emo zahtjev zapisati formulom Vz > 0P(x) . Ovdje je kvantifikator
V domet suzen ili ograni¢en predikatom z > 0 pa ¢e u svakom modelu za uredenje
medu realnim brojevima formula Yz > 0P(x) biti ekvivalentna formuli Va(z >
0 = P(z)). Za onaj drugi kvantifikator ogranicenje predikatom x>0 glasilo bi
Jz > 0P(z) ili, ekvivalentno, 3xz(z > 0 A P(x)), ali sada u neograni¢enom obliku.
Najcesce ¢e domet kvantifikatora biti ograni¢en do nekog datog skupa S pa ¢emo
imati formule oblika Vz € SP(z) i3z € SP(x) . Dakako u neograni¢enom obliku
gornje su dvije formule ekvivalentne ovim dvjema: Va(x € S = P(z)), odnosno
Jz(z € SAP(x)) .

Primer 4.1. KaZe se da je realna funkcija f neprekidna u tacki a svoje domene
U C R ako je ispunjena implikacija

Ve > 036 > 0Vz € U(|lz —a| < 6 = |f(z) — f(a)| < €). Sto zapravo znadi da
fima prekid u a € U. Negirana definicija neprekidnosti ima oblik prve formule u
primjeru 3.4. Kad znak negacije uvucemo za jedno mjesto u formulu, §to znadi
da se prvi put pozivamo na teoremu transformacije iz primjera 3.9, ona dobija
oblik druge formule iz ovog primjera. Primjenom primjera 3.4. dolazimo preko
niza medusobno ekvivalentnih formula do rezultata da je formula:

(Ve>030 >0z eU(|Jz —a|l <d=|f(z)— fla)] <e))

ekvivalentna formuli

Je >0V > 03z € U(~(|z —a| <d = |f(z) — fla)| <e)))

Uocivsi da je =(A = B) = ()A A =B) tautologija, mozemo unutrasnji dio
formule zamijeniti ekvivalentnom formulom prema primjeru 3.9 tako da na kraju
imamo:

Je > 0Vo > 03z € U(Jx —a|l <o A |f(z) — f(a)| > ¢))

Primer 4.2. Iz definicije neprekidnosti mozemo eliminisati impikaciju tako da
| X —a| < § prenesemo pod kvantifikator VX € U ogranicivsi ga dodatno predikatom
x € (a—0;a+9) koji je medu realnim brojevima ekvivalentan predikatu | X —a| <
. Ukupno ¢e ograni¢enje biti h € UN(a—d;a+9), pa e definicija neprekidnosti
glasiti u novom obliku ovako:

Ve > 030 > OVz € NU(a — 0;a+ 0)(|f(z) — f(a)| < ).

Primer 4.3. Uz uslov da je =(x < y) = x > y, a tako ¢e biti najcesce, bice
formula:

Vye SVreT(x <y)=z2<y)

ekvivalentna formuli

Vye S(z>y= Tz etx>y)

Obitno se prva formula uzima za definiciju da je z supremum skupa T u
potpuno uredenom skupu S. Dokazimo da prva formula povladi drugu jer ¢e dokaz
istinitosti obrnute implikacije biti kopija ovoga. Po uzoru na primjer 3.4. napise
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se tautologija F' = F', gdje je sa F oznacena ¢itava prva formula. Izostavljanjem
kvantifikatora Yy € S izi¢i ¢e nakon otkidanja pretpostavke Vo € T(xz < y) =
z < y, a obrtanjem po kontrapozicijiz > y = Jdx € T(z > y). Do zavretka
ostaje dopisati sprijeda kvantifikator Yy € S (vidi pravilo zakljutivalja zvano
generalizacija pravilo zakljucivalja zvano otkidanje).

5 Pravila zakljuéivanja

Pravila zaklju¢ivanja primjenjiva su samo na formule propisanog oblika pa, kad
neko od njih primijenimo, ono prevodi formulu u neku novu. Naga pravila za-
klju¢ivanja ¢uvaju u svakom modelu istinitost onih formula na koje se primjen-
juju, tj. preradena formula bice istinita u svakom onom modelu u kojem je i
polazna bila istinita. Za naSe svrhe dovoljna su ova dva pravila zaklju¢ivanja:
pravilo otkidanja ili modus ponens i pravilo generalizacije. Modus ponens ima
ovaj oblik: ako je formula A = B istinita u nekom modelu M pa je i formula
A istinita u njemu, onda je i formula B istinita u M. Kad na opisani na¢in za-
klju¢imo da je B istinita formula, kazemo da smo B dobili otkidnjem premise A
od premise A = B. Pravilo generalizacije ima ovaj oblik: ako je formula A(x) is-
tinita u nekom modelu M za svako znacéenje varijable x u pripadnom univerzumu,
onda je u M istinita i formula Yz A . Kad na opisani na¢in zaklju¢ujemo da je
formula Vz A istinita, kazemo da smo je dobili iz premise A generalizovanjem po
varijabli x. Da pravilo otkidanja ¢uva istinitost u svakom modelu M, moZemo se
i ovako uvjeriti. Da je formula B otklonjiva u nekom modelu M, baram za jedno
znaenje njenih slobodnih varijabli (ako ona takve uop$te ima) ona bi bila neis-
tinita. Preostalim slobodnim varijablama y A , koje nisu i varijable od B, dajemo
proizvoljna znacenja u pripadnom univerzumu. Prema pretpostavci je formula A
istinita u M i za tako odredeno znacenje svojih slobodnih varijabli. Medutim, mi
smo odredili znacenje svim varijablama formule A = B , i to takvo da se ono
svodi na znacenje varijabli iz A, za koje je istinita u M, i na znaCenje varijabli iz
B, za koje je neistinita u M, §to prema (6.1) znaci da je formula A = B otklonjiva
u M. Dakako, laznost pa Cak i ispunjivost formula ovo pravilo nec¢e sa¢uvati dok
¢e bez daljnjeg tautologi¢nost ostati sacuvana, tj. vrijedi¢e: ako je A = B tau-
tologija pa ako je i A tautologija, onda je B tautologija. Da pravilo generalizacije
¢uva istinitost u svakom modelu, vidjeli smo u primjeru 3.3. u jacem obliku: u
bilo kom modelu M je A(x) istinita formula ako i samo ako je formula Vz A istinita
u njemu. Ako formula A(x) sadrzi jo§ neke slobodne varijable, njima treba dati
odredeno znacenje u pripadnom univerzumu pa ¢e se i zaklju¢ak u tom slucaju
odnositi na to znacenje Sto smo ga dali ostalim slobodnim varijablama.

Primer 5.1. Premisa A(h) ima obi¢no disjunktivnu formu u kojoj se odvojeno
sagledaju svi mogudi slucajevi za to da A(X) bude istinita u M, za svaku vrijednost
od X iz samo nekolika klasa na koje se univerzum raspada, jer se ne mogu prov-
jeriti sve vrijednosti varijable h ako ih u pripadnom univerzumu ima beskonaéno.
Kao ilustraciju navodimo dokaz elementarne ¢injenice da je svaka tacka simetrale
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s duzine AB (vidi sl.1) udaljena od tacke A onoliko koliko i od duzi tatke B.
Simetralu s konstrui§emo tako da natinimo AP, = BP; i AP, = BP, pri ¢emu
neka bude ta¢ka P2 u ravni na onoj strani od pravca kroz AB na kojoj nije tacka
P;. Univerzum Cine sve tatke T na s, pa ¢e T igrati ulogu varijable na X iz
formulacije pravila. Razlikujemo ¢etiri slu¢aja (klase u univerzumu):

()T =P iiT=P, (2) T=N(3)T jeizmedu P i P, te (4) T je iznad P,
ili ispod Px.

sl.1 To su sve moguénosti za to da bi tacka T pripadala pravcu s. Iz podu-
darnosti relevantnih trouglova na poznat nacin proizilazi AT = TB u svakom
od cCetiri slucaja. Odatle zaklju¢ujemo po pravilu generalizacije da bi za svaku
tacku T na pravcu s vrijediAT = TB . Bududi da je i duzina AB bila proizvoljno
odabrana, navedeni je podatak na snazi i za svaku duzinu.

Primer 5.2. Ima i drugih pravila zaklju¢ivanja. Na primjer, pravilo lan¢anog
zakljutka (hipoteticki silogizam). Ono ima oblik: u bilo kom modelu izlazi iz
istinitosti formuleA = B i formule B = C istinitosti formule A = C. Medutim,
to pravilo mozemo dokazati pozivajuéi se samo na pravilo otkidanja. Naime,
formula (A = B) A (B = C)) = (A = () je tautologija pa, ako su u nekom
modelu istinite formule ,(A = B) i B = C biée u njemu istinita i formula
(A= B)(B = (). Ovu otkinemo od polazne tautologije. Ostaje nam formula
A = (), koja je neminovno istinita u tom modelu.
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Apstrakt

Prateéi promene u organizaciji nastave matematike i njeno prilagodavanje
izmenjenim uslovima u kojima se izvodi, Metodika pocetne nastave matem-
atike se, u drugoj polovini 20. i pocetkom 21. veka, intenzivno razvijala
i dostigla relativno visok nivo razvoja. I pored toga, po misljenju autora,
u ovoj oblasti i dalje postoje brojne dileme i niz otvorenih i nedovoljno
proucenih pitanja. To se, pre svega, odnosi na odredivanje njenog mesta
u sistemu nauka, nepostojanje jasne teorijske osnove na kojoj se metodika
izgraduje i razvija, usmerenost studijskih programa prema metodickoj trans-
formaciji sadrzaja, zapostavljanje ciljeva, ishoda i standarda, nedorec¢enost
koncepta inkluzivnog obrazovanja, primenu i uticaj informaciono-komunika-
cione tehnologije na organizaciju nastave matematike, aktivnost i razvoj
migljenja ucenika, ulogu uéitelja, forsiranje frontalnog na rac¢un ostalih ob-
lika rada i druga. Razre3avanje navedenih pitanja predstavlja veliki izazov za
sve koji se na bilo koji na¢in bave metodikom pocetne nastave matematike,
a istovremeno ukazuje na pravce i okvire u kojima se ova naucna disciplina
ubuduée mora razvijati.

Mada je potreba za prenosSenjem matematickih znanja sa jedne generacije na
drugu, odnosno sa jednog pojedinca na drugog, stara koliko i ljudska civilizacija,
zacetke metodike nastave matematike, kao nauc¢na disciplina koja proucava nas-
tavu i ucenje u oblasti matematike, pronalazimo tek u 17. veku u Velikoj didaktici
Cuvenog Ceskog pedagoga i reformatora obrazovanja Komenskog. Medutim, kao
posebna nauéna disciplina kostituisana je na prelazu iz 18. u 19. vek zahvaljujuéi
radovima Pestalocija, a kasnije i Herbarta, Distervega, Marije Montesori, Rohova,
Busea, Klajna i mnogih drugih.

Kada je u pitanju Srbija, onda su prvi tragovi matematic¢ke pismenosti vezani
za vraanje brojevima, upotrebu abaka, gréko-rimsku numeraciju i rabos. Ko-
mentari Euklidovih Elemenata Isidora Argira, geometrija zupcéanika Lazara Hilan-
darca i manastirska zdanja, koja su nam preci ostavili u naslede, takode, svedoCe
o razvijenosti matematike na podru¢ju danasnje Srbije (Spijunovié, 2004).
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Sve do pada pod tursku vlast, matematika u Srbiji bila je na nivou na kome
je bila i kod vecine evropskih drzava i naroda tog vremena. Padom pod tursku
vlast nastaje crni period za ukupnu srpsku kulturu i prosvetu, pa i za matem-
atiku i nalin njenog izuCavanja. Oporavak zapocinje tek nakon Prvog srpskog
ustanka (1804) kada se osnivaju prve gkole, Stampaju prvi udzbenici i daci $alju
na Skolovanje u inostranstvo, naroc¢ito u Be¢. Prva matematicka, a samim tim i
metoditka znanja, u to vreme stigla su u Srbiju zahvaljuju¢i Srbima sa podrucja
koja su bila pod vla§éu austrougarske, jer su tamo uslovi za razvoj prosvete i kul-
ture za srpski narod bili daleko povoljniji nego u krajevima koji su bili pod turskom
vlagéu. Otuda se metodika nastave matematike u Srbiji u 19. i pocetkom 20. veka
razvijala pod izrazitim uticajem nemacke pedagogije. Razvoju metodike nastave
matematike u Srbiji u to vreme znacajno su doprineli i Avram Mrazovié, Stefan
Vujanovski, Teodor Jankovi¢ Mirjevski, Vasilije Damjanovi¢, Platon Atanckovic i
drugi.

Nemacki uticaj na metodiku nastave matematike u Srbiji zadrzao se sve do
Drugog svetskog rata. Nakon toga nastupa period u kome se metodika nastave
matematike u Srbiji razvija pod dominantnim uticajem sovjetske pedagogije i
metodike. Pri kraju druge polovine 20. veka klatno se postepeno pomera na
drugu stranu, tako da se metodika nastave matematike u Srbiji danas sve vise
razvija pod uticajem pedagoskih i metodickih ideja sa engleskog govornog po-
druéja. Otvaranje metodike nastave matematike prema literaturi sa engleskog
govornog podrudja, svakako, doprinosi raznovrsnosti ideja i donosi novi kvalitet
u izucavanju metodi¢kih problema. Medutim, preti opasnost da se nepotreb-
nim distanciranjem od uticaja literature sa istoka osiromasi i metodicka teorija i
metodic¢ka praksa.

Ako posmatramo zastupljenost metodike nastave matematike u studijskim
programima za obrazovanje ucitelja u Srbiji uotavamo da je ona prvobitno bila
sastavni deo matematike (ra¢una), zatim pedagogije, potom je izu¢avana u okviru
posebnog nastavnog predmeta zajedno sa metodikama drugih nastavnih pred-
meta, a od 1971. godine je konstituisana kao poseban nastavni predmet. Pri
tome je imala uspone i padove, dileme i raskrscéa, ali se uprkos tome kontinuirano
razvijala. Istina, nekada brze, nekada sporije, ali se uvek kretala napred. Taj
napredak je narocito izrazen u drugoj polovini 20-og veka.

Razvoju Metodike pocetne nastave matematike u Srbiji posebno je doprinelo
osnivanje uciteljskih fakulteta (1993) i potvrdivanje njihove matitnosti u oblasti
didakticko-metodic¢kih nauka, a samim tim i mati¢nosti u oblasti metodike pocetne
nastave matematike. Time je obrazovanje uéitelja podignuto na fakultetski (akadem-
ski) nivo, a istovremeno su stvoreni uslovi za akreditaciju master i doktorskskih
studija, odnosno uslovi, ne samo za stru¢no, veé i za nau¢no promi§ljanje metodickih
problema iz ove oblasti na uzrastu ucenika mladih razreda osnovne gkole.

U prilog intenzivnog razvoja Metodike pocetne nastave matematike u navede-
nom periodu svedodi i:

- veliki broj objavljenih radova, monografija, udzbenika i priru¢nika,
- kvalitetni i savremeni udZzbenici matematike za mlade razrede osnovne Skole,
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niz nau¢nih skupova na nacionalnom i medunarodnom nivou,

posebne komisije i sekcije za metodiku nastave u okviru kongresa matematicara,

- odbranjene magistarske i doktorske disertacije,

stalno rastuci broj studenata na master i doktorskim studijama iz ove oblasti,
brojna i raznovrsna istrazivanja,

girok krug nastavnika i saradnika sa izborom u odgovarajuéa univerzitetska
zvanja,

- sve veéa paznja koja se na prirodno-matemati¢kkim fakultetima poklanja izu¢avanju
metodike i tako dalje (Marii¢, Spijunovié, 2014: 197).

Sve je to uticalo da se u nastavi matematike na uzrastu ucenika mladih razreda
osnovne skole sve vise vodi rac¢una o zakonitostima procesa ucenja, individualnim
mogucnostima ucenika i drugim ¢iniocima od kojih bitno zavisi efikasnost nastave
matematike na ovom uzrastu, a sve manje insistira na sluSanju, pamcenju i re-
produkciji naucenog, prilagodavanju nastave matematike isklju¢ivo zakonitostima
biologkog razvoja i interesovanjima utenika (pedocentrizam).

Danas je uocljivo nastojanje da se nivo razvoja koji je Metodika pocetne nas-
tave matematike dostigla koristi kao oslonac za njenu dalju nadogradnju i us-
avrsavanje. Tako se u Metodiku sve viSe unose oblasti kao Sto su didakticki
sistemi, obrazovna tehnologija, standardi postignuéa, inkluzivno obrazovanje i
slicno, a prethodno poznate i prisutne oblasti (cilj i zadaci, metode, principi,
oblici rada, sadrzaji, polozaj ucenika i nastavnika, planiranje i organizacija nas-
tave i vannastavnih aktivnosti) se na nov nac¢in sagledavaju, aktuelizuju, trans-
formisu i povezuju. I to je dobro, jer bi svaki poku$aj da se radikalno raskine sa
dosadasnjom i metodika nastave metodike izgradi na potpuno novim osnovama,
po nasem misljenju, bio dovoljan dokaz njene nezrelosti kao naucéne discipline.

Zahvaljujudi tome, metodika pocetne nastave matematike postala je najrazvi-
jenija nauc¢na disciplina u sistemu metodika matemati¢kog obrazovanja, pocev od
predskolskog uzrasta pa do univerziteta. No, i pored toga, u njoj jo§ uvek ima
mnogo dilema, zapostavljenih oblasti, otvorenih pitanja, prostora za istrazivanje
i promene. Ovom prilikom Zelimo da skrenemo paznju samo na neka od njih.

Prvo i osnovno pitanje odnosi se na predmet izu¢avanja metodike pocetne
nastave matematike. Da li je u vremenu iza nas metodika pocetne nastave
matematike uspela da jasno definige svoj predmet, kako se ne bi shhsudarala“
sa drugim naukama (pre svega sa didaktikom i matematikom) i zalazila u polje
njihovog interesovanja? Ovaj problem je utoliko aktuelniji Sto jos uvek, s'Bhneki
(uglavnom pedagozi) smatraju da je metodika ¢isto didakticka, a neki (uglavnom
matematicari) da je ¢isto matemati¢ka disciplina, izbegavajuéi da, pri tome, i jedni
i drugi, priznaju interdisciplinarnost kao jedno od njenih najznacajnijih obelezja“
(Mari¢i¢, Spijunovié, 2014: 198).

Drugo pitanje je na kojim teorijskim osnovama dalje izgradivati i razvijati
Metodiku pocetne nastave matematike. I tu su didakti¢ari i metodi¢ari medu
sobom podeljeni tako da imamo razli¢ite teorijske koncepcije, a samim tim i ra-
zli¢ite paradigme nastave i ucenja matematike.
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Ako se opredelimo za stavove koje zastupaju predstavnici kognitivistickih
teorija (J. Piaget, J. Bruner, R. Gagne, H. Klausmeier), onda bi sadrzaje nas-
tave i uCenja matematike trebalo prilagoditi individualnim moguénostima i nivou
kognitivnog razvoja svakog ucenika pojedinacno.

Nastava matematike zasnovana na konstruktivistickom pristupu (K. Reich,
D. Kaufman, V. Richarson) pretpostavljala bi takvu organizaciju u kojoj ucenici,
oslanjajuéi se na prethodna, nova znanja sti¢u isklju¢ivo putem vlastite aktivnosti,
odnosno osvajaju ih, konstruiSu, a ne primaju. Pri ¢emu je mnogo vazniji nacin
na koji ucenik uci nego nacin na koji ga ucitelj poucava.

Za predstavnike kriticke pedagogije (P. Freire) osnovni zadatak nastave matem-
atike bio bi razvijanje kriticke svesti, odnosno kritickog misljenja ucenika. Pred-
stavnici humanisticke pedagogije (A. Maslow, C. Rogers) insistiraju na nastavi
koja bi obezbedivala harmonijski razvoj, poverenje, postovanje prirode i dosto-
janstva i razvijanje svih potencijala kojima ucenici raspolazu, a individualne ped-
agogije (Otto, Gansberg, Gaudig) na nastavi u kojoj bi svaki u¢enik bio aktivan
na sebi svojstven nacin i u kojoj bi se mogao razvijati individualno, nezavisno od
ostalih uc¢enika u odeljenju.

Po migljenju predstavnika reformne pedagogije (J. Dewey, A. Ferijer, E. Cla-
par¢de, M. Montessori, L. Tolstoj i drugi) u nastavi matematike bi trebalo da
dominira samoaktivnost ucenika. Teorija kurikuluma (C. Méller) insistira na
preciznom odredivanju ciljeva i zadataka nastave, a kiberneti¢ko — informacijska
teorija (Talizina, Iteljson, Landa i drugi) na primeni zakona i principa kibernetike
u tom procesu.

Kao 8to se vidi, postoje razlicite teorije nastave i ucenja §to za posledicu ima
i razli¢ita metodicka resenja. Ako medu njima treba traziti zajednicku karakter-
istiku onda je to insistiranje na aktivnosti ucenika. U tom kontekstu Roeders
(2003) i Deen (1985, 1986) govore o nastavi usmerenoj ka u¢eniku. Uvazavajuci
tu, nesporno znacajnu éinjenicu, ucitelji i metodi¢ari moraju ucenika staviti u
centar interesovanja i polazeé¢i od nivoa znanja kojim raspolaze, tempa ucenja,
intelektualnih sposobnosti, interesovanja, spremnosti za saradnju, osposobljenosti
za samostalan rad, motivacije i tako dalje, traziti odgovaraju¢a metodicka resenja.

Jedno od uvek aktuelnih i otvorenih pitanja za sve koji se bave pocetnom
nastavom matematike je i iznalazenje optimalnog i racionalnog programa nastave
matematike u mladim razredima osnovne skole. Ovo tim pre Sto disproporcija
izmedu sve veceg fonda matematickih znanja i ograni¢enog vremena u okviru
skolskog sistema namenjenog toj nastavi postaje sve izrazenija. Iz tih razloga,
kako istice Bruner, pri koncipiranju programa i izboru sadrzaja treba sve vise
voditi ra¢una o ekonomiji znanja.

Vazno pitanje za razmatranje predstavljaju i studijski programi Metodike
nastave matematike na uciteljskim fakultetima u Srbiji, a samim tim i aktuelni
udzbenici za ovaj nastavni predmet. I pored svih pozitivnih karakteristika koje
im se mogu pripisati, oni su, po pravilu, usmereni na metodi¢ku transforma-
ciju sadrzaja propisanih programom matematike za mlade razrede osnovne skole,
odnosno usmereni na ucitelja i nac¢in na koji ée on poucavati, a ucenik, nacin
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na koji uci, njegove potrebe, moguénosti, interesovanja, motivacija i slicno su
u drugom planu i prilicno zapostaljeni. Osim toga, metoditka transformacija
sadrzaja uglavnom je analizirana u okvirima sbhklasi¢ne", s BHhfrontalne" nas-
tave. Pri tome su zappostavljeni drugi vidovi (vrste) nastave koji, u konkretnim
uslovima, mogu biti izvanredni korektivi klasi¢ne nastavne paradigme. S obzirom
da svaka od ovih vrsta nastave ima svoje vrednosti i svoje specificne metodicke
zakonitosti javlja se potreba da se, primera radi, razmiglja i govori o s Hhme-
todici problemske, diferencirane, individualizovane, programirane, timske nastave
matematike" (Mari¢i¢, Spijunovi¢, 2014: 200).

Cini se da se u metodici nastave matematike ne poklanja dovoljno paznje ni
standardima postignuc¢a ucenika za matematiku koji su u Srbiji za kraj prvog
ciklusa osnovnog obrazovanja i vaspitanja doneti 2011. godine. Sustina njihovog
postojanja i uvodenja, kako istice E. Klim, je u tome da se radi sB'Bhjasno i
koncentrisano ono §to je vazno u nasem $kolskom sistemu® (Klieme, et al, 2007:
47). Obrazovni standardi su, iz tog razloga, sBhreferentni okvir za programi-
ranje, organizaciju i izvodenje procesa poucavanja i u¢enja u $koli i kao osnova
za evaluaciju postignuc¢a ucenika® (Palek¢i¢, 2007: 86). Oni su istovremeno i
cilj i kriterijum, jer jasno postavljaju i jednoznac¢no formulisu ciljeve ucenja, ali
istovremeno, sluze kao kriterijum kvaliteta nastave, odnosno efikasnosti procesa
ucenja i poucavanja (Bagi¢, 2007: 117). U skladu s tim sBhobrazovni standardi
predstavljaju osnovu za delovanje i didakti¢ko-metodi¢ko postupanje ucitelja"
(Marici¢, 2012: 543). Od standarda se ofekuje da podstaknu ucitelje da sHhst-
varaju uslove, kreiraju okruZenje koje je prilago¢eno ucenikovim moguénostima
i usmereno na njegov razvoj, odaberu sadrzaje, postupke, metode, oblike rada
i drugo, kako bi uenici na kraju odredenog obrazovnog nivoa posedovali znanja
odredenog nivoa kvaliteta" (Mari¢i¢, 2012: 542 ). Pitanje je u kojoj meri metodika
nastave matematike poklanja paznju koncipiranju nastave u skladu sa ovakvim
zahtevima.

Koncept inkluzivnog obrazovanja, koji je u nas aktuelan poslednjih nekoliko
godina, predstavlja veliki izazov i za metodiku nastave matematike. Medutim,
brojna istrazivanja pokazuju da osnovne studije na uciteljskim fakultetima ne
doprinose dovoljno pripremljenosti uéitelja za inkluzivno obrazovanje (Elhoweris,
Alshiekh, 2006; Macura Milovanovi¢, Vujisi¢ 2011; Macura Milovanovi¢ i sar,
2010, 2011; Rajovi¢, Jovanovié, 2010, Spijunovi(’:, Mari¢i¢, 2013). Osim toga, u
udzbenicima metodike nastave matematike i drugoj literaturi koja se bavi prob-
lemima ove nastave tesko je pronaci sadrzaje koji imaju za cilj osposobljavanje
studenata za nastavu matematike u uslovima inkluzivnog obrazovanja. Ukoliko
takvih sadrzaja i ima, CeSce je re¢ o defektoloSkom pristupu nego o odnosu prema
ucenicima koji su potencijalno daroviti za matematiku. Otuda i ne iznenaduju
rezultati istrazivanja prema kojima ucitelji, a pogotovu mladi, izrazavaju strep-
nju u vezi sa osposobljenosé¢u da rade sa kategorijom ucenika na koje se koncept
inkluzivnog obrazovanja odnosi (Jones, 2002; Schumm & Vaughn, 1995; Winter,
2006).

Jedna od tri najvaznije kompetencije koje moraju posedovati savremeni ucitelji
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(znanje, tehnologija, informacija), po misljenju Evropskog saveta iznetom u doku-
mentu Zajednicka evropska nacela za kompetencije i kvalifikacije ucitelja (2005),
je njihova osposobljenost za koriséenje novih tehnologija u nastavi uopste, pa i
u nastavi matematike. Otuda je i sasvim logi¢no pitanje da li i koliko u okviru
metodike nastave matematike osposobljavamo ucitelje za novi nacin rada, nove ko-
munikacione modele, novi odnos prema izvorima znanja, drugacije metode, oblike,
principe rada i tako dalje, s jedne, a koliko u tom kontekstu pravilno sagledavamo
kvalitativno drugaciji polozaj u¢enika u nastavi matematike, s druge strane.

Upoznavanje studenata sa razli¢itim teorijskim osnovama na kojima treba
razvijati misljenje ucenika (Pijazeova teorija stadijuma, Ablijeva operativna metoda,
Brunerova teorija o ravnima apstrakcije, Galjperinova teorija etapnog razvoja
mentalnih operacija ili neka druga), takode, mora postati prvorazredni zadatak
metodike pocetne nastave matematike. Uostalom, jos pre vise od pola veka, na
sastanku UNESKO-a o obrazovanju istaknuto je da s'bhmatematika i njen stil
razmisljanja moraju postati sastavni deo opste kulture savremenog coveka koji
se obrazuje u danasnjim gkolama, bez obzira da li ¢e on vrsiti posao koji koristi
matematiku ili ne" (Prema: Deji¢, 2003: 32). U tom kontekstu, osim odgov-
ora na pitanje Sta je to matematicko, stvaralacko, logi¢ko i kriticko misljenje
metodika treba da ukaZe i na adekvatne metodi¢ke postupke kojima se svaka od
ovih vrsta miSljenja u pocetnoj nastavi matematike moze podsticati i razvijati.
Ovaj zahtev je utoliko aktuelniji §to je razvijanje matematickog, logickog, stvar-
alackog i kritickog misljenja ucenika istaknuto kao najvazniji zadatak pocetnog
matematickog obrazovanja (Deji¢, 1997: 172; Prvanovi¢, 1970: 14; Spijunovié,
Marici¢, 2011).

Nazalost, u metodici nastave matematike se malo raspravlja i o problemima
metodologije i specifi¢cnostima metodickih istrazivanja u ovoj oblasti. Pri tome se
gubi iz vida da smo veé¢ veé¢ odavno dosli do tacke u kojoj bi dalji razvoj metodike
morao biti mnogo viSe zasnovan na rezultatima naucnih istrazivanja nego na
prakticistickim resenjima, impresijama i slobodnim interpretacijama konkretnih
metodic¢kih problema.

Osim toga, ne vodi se dovoljno ratuna o povezivanju matematickih sadrzaja
sa realnim Zzivotom, zapostavljeni su vannastavni oblici matematickog obrazo-
vanja i nastava matematike u kombinovanom odeljenju, ne mozemo biti zado-
voljni rezultatima koje ucenici iz Srbije postizu na PISA i drugim testiranjima.
Brojne "inovacije" u nastavi matematike nemaju svoju teorijsku podlogu, neke
didakticke teorije i respektabilan fond znanja kojim didaktika i metodike danas
raspolazu nisu nagle svoje mesto u toj nastavi. U metodikama nastave matem-
atike nema poglavlja ni o ucitelju i njegovoj ulozi u procesu nastave matematike
ni o uceniku i njegovom polozaju u tom procesu. Na listi Ministarstva prosvete i
nauke Republike Srbije nema Casopisa koji bi se bavio problemima pocetne nas-
tave matematike, malo je projekata koji za predmet istrazivanja imaju probleme
iz ove oblasti i tako dalje.

Naravno, navedena lista otvorenih pitanja nije kona¢na. Medutim, i u ovom
obliku ona pokazuje da se u Metodici nastave matematike mora mnogo toga men-
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jati. To se odnosi, kako na promenu studijskih programa i redefinisanje uloge
ucitelja i ucenika u nastavnom procesu, tako i na sistem stru¢nog usavrSavanja
ucitelja, izradu master i doktorskih disertacija kojima bi se na egzaktan nacin pot-
punije osvetlili odredeni metodi¢ki problemi, pokretanje specijalizovanog Casopisa
za metodiku nastave matematike i tako dalje. U svakom sluc¢aju, smer u kome ée se
ubuduée razvijati Metodika pocetne nastave matematike ne moze biti stati¢an, veé
dinamican i uskladen sa savremenim kretanjima u oblasti vaspitanja i obrazovanja
uopste. Pri tome se moraju imati u vidu i saznanja do kojih su dose psihologija,
didaktika, pedagogija, logika i druge srodne nauke, kao i svetska iskustva u ovoj
oblasti. Medutim, "da bismo nesto promenili, treba menjati sopstvene uslove; ali
pre svega, moramo menjati sebe, svoje poglede, shvatanja i nacin razmigljanja. A
to nije nimalo lako" (Spijunovi¢, 2005: 123). U svakom slu¢aju, metodicari nas-
tave matematike moraju biti predvodnici promena, uvek spremni za nove izazove,
otvoreni za nova pitanja, svesni zahteva koje pred njih postavlja intenzivni razvoj
u nauci i nastavi i tako dalje, a ne pasivni ucesnici koji samo posmatraju Sta se
oko njih deSava.
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Apstrakt

Matematika danas prozima cjelokupno drustvo i njena uloga stalno raste
jer se njena pomo¢ trazi u situacijama i problemima koji se javljaju i van
same matematike. Matematicki metodi nisu vise privilegija znanstvenika,
inzenjera i tehnologa; oni se sve vise koriste za analizu individualnih ponagsanja
i izuc¢avanja stavova i trendova u drustvu kao cjelini. Ovaj razvoj svakako,
povecava zahtjev za matematickom sposobnoséu — sposobnos$éu u matema-
tickom modeliranju, u algoritamskim tehnikama. Zato je matematika inte-
gralni dio ljudske kulture, socijalne, ekonomske i tehnicke okoline, i to ne
samo u sadasnjem obliku ve¢ i u svim oblicima koji ¢e se sigurno razviti kao
posljedica sve Sire sposobnosti brzog rac¢unanja.

1 Uvod

Ovdje se postavlja jedno izuzetno vazno pitanje koliko matematika i dobra nastava
matematike doprinose razvoju mlade licnosti. Moguce je predavati matematiku
na razne nacine koji doprinose individualnom razvoju sklonosti, sposobnosti i
moguénosti shvatanja.

Posebne individualne sklonosti koje se mogu probuditi su:

1. samopostovanje;

2. samopouzdanje; ukljucujuéi volju za preuzimanjem odgovornosti;
3. samodisciplina;

4. sposobnost sa saradivanje sa drugima;

5. strpljivost, posebno u procesu rjeSavanja problema.
Posebne vjestine koje treba usadivati su:

1. posmatranje;
2. interpretacija (tumacenje);

3. saopcavanje.

249



Mogucénosti shvatanja koje se mogu njegovati su shvatanja:

1. ljepote i elegancije matematickih dokaza;

2. odnosa matematike i zivota.

U narednom poglavlju kroz vise rjeSenih zadataka pokazujemo kako se gore
navedene osobine mogu uspje$no razvijati kod ucenika i studenata.

2 Primjeri zadataka kroz koje pokazujemo prethodno
opisane osobine ucenika

Dacemo razne vrste zadataka.

Zadatak 1. Desifrovati mnozenje abced - 4 = dcba, gdje je abed Getverocifreni
broj ¢ije su cifre a, b, ci d.

RjesSenje: Ogromna veéina mojih studenata na jednom od ¢asova predmeta
Metodika nastave matematike koga sam im ja predavao na Odsjeku za matem-
atiku Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Sarajevu je krenula da
rijeSava ovaj zadatak na sljede¢i nacin:

Cetverocifreni broj abed se moze zapisati kao:

abed = a - 1000 + b - 100 + ¢ - 10 + d, (*)

gdje b,c,d € {0,1,2,...,9}, a € {1,2,3,...,9}.

Sada na osnovu (%) imamo:

abed - 4 = dceba

< (a-1000+b-100+c¢-104+d)-4=d-1000 +c-100+b-10+ a

& 4000a + 400b + 40¢ + 4d — 1000d — 100c — 10b — a = 0
& 1333a + 130b — 20c — 332d = 0. (1)

Ocigledno, (1) je linearna Diofantova* jednacina sa ¢etiri nepoznate a, b, ¢, d €

Np. Nadi rjesenje ove jednacine nije nimalo lagan posao, to zahtjeva prili¢no vre-
mena i strpljenja.
Sre¢om, naslo se tu nekoliko studenata koji su ovaj zadatak rijesili efektno i
brzo koriste¢i pravila o djeljivosti brojeva sa 2,3,4,5,6,8 1 9. Evo tog rjesenja.
Posto je proizvod cetverocifrenog broja abed sa 4 ponovo Getverocifren broj
dcba, to a mora biti paran broj, a kako su jedine dvije cifre koje bi mogao uzeti
a cifre 1 ili 2, to zaklju¢ujemo da je a = 2. Sada imamo:

2bed - 4 = deb2.

*Diofant, starogréki matematicar koji je zivio u 3. vijeku nove ere u Aleksandriji
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Odavde zakljuc¢ujemo da mora biti d =3 ilid =28, jer 4-3 =12, te 4-8 = 32
i4-2 =238, to zakljucujemo da je d = 8. Dakle, sada imamo:

2be8 - 4 = &cb2.

Zaklju¢ujemo sada da mora biti b € {0,1,2}. Kako broj 8b2 mora biti djeljiv sa
4, to je ocigledno b = 1, tj. dobijamo da je:

Posto je 4- 743 = 284 3 = 31, to slijedi da mora biti ¢ = 7. Kona¢no dobijamo:
abed = 2178, tj. 2178 -4 = 8712. t
Zadatak 2. Ako je x = 2014(a —b), y = 2014 (b—c¢), z = 2014 (c — a),

izracunati brojnu vrijednost izraza:

x2+y2+z2

; +yz+ 0),
Ty +yz + zx (wy +yz+ 20 £0)

gdje su a,b,c € R.

Rjesenje: Opet se veéina ucenika (ili pak studenata) odluéi na uvrstavanje
datih brojeva x,y, z u dati koli¢nik s namjerom da nakon nesto duzeg racunanja
dode do rezultata koji iznosi 2. Sre¢om, uvijek se tu nade onih koji su ovaj
zadatak rjesavali mnogo jednostavnije i kra¢e na sljedeé¢i nacin:

Imamo

r+y+2z2=2014(a—b+b—c+c—a)=2014-0=0,
=z+y+z=0/>
=22+ + 2242wy +yz+22)=0

=22+ 92+ 22 = -2 (zy +yz + 22),

a odavde nakon dijeljenja ove jednakosti sa xy + yz + zz # 0, dobijamo:

x2+y2—|—z2 o
Ty +yz+ zx N

Citaoci ¢e se sigurno sloziti da je ovo rjeSenje kudikamo elegantnije i ljepse od
onog prvog. Ovo rjesenje u potpunosti opravdava i afirmise sve ono kazano u
prvom dijelu ovog ¢lanka koje se odnosi na posebne individualne sklonosti koje
se javljaju kod buduéih matematicara, sada ucenika ili studenata.

Zadatak 3. Dokazati da su svi brojevi oblika n* +4; (n € N, n > 1) slozeni
brojevi.

Rjesenje: Znamo svi da su prosti brojevi oni prirodni brojevi razlic¢iti od 1
koji su djeljivi samo sami sobom i jedinicom. Znaci, slozeni brojevi imaju bar jos
jedan djelilac koji nije 1 ili sam taj broj.
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Moji ucenici (a bogami i studenti) uglavnom pridu rjesavanju ovog zadatka
na jedan uobicajen i prirodan nacin; naime prvo uzmu da je n paran broj pa je i
broj n* + 4 takoder paran broj pa samim tim je i slozen. Ako je pak n neparan
broj, tada je broj n* + 4 neparan, ali nije lako dokazati da je i slozen. Ako je
n=2k+1; (k€N zbog n > 1), tada dobijamo:

n* 4+ 4 = (2k +1)* +4 = 16k* + 32k% + 24k + 8k + 5,

a tesko je utvrditi sada da li je dobijeni neparni broj prost ili slozen.
Sta raditi sada? Postoji jedan identitet u matematici koji glasi:

at 4 4b* = (a® + 2b* + 2ab) (a® + 2b° — 2ab); (a,b € R), (2)
koji se naziva Identitet Sophie Germain'. Ocigledno vrijedi:

at + 4b* = a* + 4a%b® + 4b* — 462b?
= (a2 + 2b2)2 — (2ab)?

= (a2 +20% + 2ab) (a2 + 2b% — 2ab), q.e.d.
Sada imamo na osnovu (2) zaa=nib=1:

n'+4=(n"+2n+2) (n®—2n+2)

a ovaj broj je svakako slozen jer je n? —2n+2 > 1 zasven € N, n > 1. Lijepo
rjeSenje, nema Stal

Zadatak 4. Dokazati da su svi cijeli brojevi oblika n® + 5n; (n € Z) djeljivi
sa 6, tj.

6|A(n) =n+5n; (neZ).

RjesSenje: Bio sam svjedok ovakvog rjesenja ovog zadatka: Za n = 0 dobi-
jamo A (0) = 0, a ovaj broj je djeljiv sa 6, tj. 0:6 = 0. Zaljubljenici u princip
matematicke indukcije sada dokazuju da vrijedi 6|A (n); n € N. Naime, za
n = 1= A(1) =6, a ovaj broj je djlejiv sa 6.

Neka vazi 6|A (n) = n® + bn za sve n > 1; tada imamo:

An+1)=m+1>+50n+1)=n>+3n>+3n+1+5n+5=
=n®+5n+ (3n* +3n+6) = A(n) +3 (n® +n+2), tj.
An+1)=AMn)+3[(n+1)(n+2)—2n],
a ovaj broj je djeljiv sa 6 jer po pretpostavci 6 |A (n), a broj (n+ 1) (n + 2)

je proizvod dva uzastopna prirodna broja od kojih je jedan paran pa je broj
3[(n+1)(n+2)—2n| djeljiv sa 3 -2 = 6. Ima ovdje fina poslal

fSophie Germain, 1776.-1831., francuska matemati¢arka koja je imala uspjeha u rjesavanju
Fermatovog velikog teorema. Dopisivala se sa Gaussom, D’Alambertom, Legandreom, itd
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Slika 1:

Kako dalje? Sta uraditi ako je n < 0; n € Z? Stavimo da je n = —m <
0; (m € N). Sada imamo

An)=A(-m) = (—m)> +5- (-m) = — (m® +5m),

a ovaj broj je djlejiv sa 6 jer smo dokazali da je broj m? + 5m; (m € N) djeljiv
sa 6 pa je i broj — (m3 + 5m) djeljiv sa 6.

Komplikovano, nema Sta! No, jedno kratko elegantno rjesenje zadatka za koga
je potrebna jedna sjajna ideja oblika 5n = 6n — n donekle nas ostavlja bez daha;
naime, imamo:

An)=n3+5n=n>—n+6n=mn—-1)n(n+1)+6n,

a ovaj broj je ocigledno djeljiv sa 6 jer je (n — 1)n (n + 1) proizvod tri uza-
stopna cijela broja za sve n € Z (doduse za n € {—1,0,1} dobijamo da je taj
broj 0 koji je djeljiv sa 6) od kojih je bar jedan paran a jedan djeljiv sa 3 pa je
taj broj djeljiv sa 2 -3 = 6.

Napomena: Gornju ¢injenicu smo mogli dokazati uz uslov da je n = 3k ili
n=3+1; (ke€Z).

Zadatak 5. Duzi AD i BE su visine trougla AABC; (D € BC, E € AC).
Ako je AE =5, CE =3, CD = 2, koliko iznosi ¢ = BD?

Rjesenje: Ucenici (pa i studenti) su uglavnom zaljubljeni u Pitagorinut teoremu,
pa nije ¢udo posto nacrtaju sliku i uoce dva pravougla trougla AACD i ABCE,
polete da ovaj zadatak rijeSavaju pomocu te teoreme.

Imamo sada na osnovu Pitagorine teoreme (sl.1):

AACD : AD> = AC* — CD”
— AD> =82 — 92 — ¢
— AD = /60 = 215 .

tPitagora, starogréki matematicar iz 6. stoljeéa prije nove ere

253



AABD : AB® = AD> + BD’
— AB° =60 + 22

= AB = V60 + 22 .

AABE : BE® = AB> — AE"
—~ BE° =60+ 22— 25

= BE =35+ 22 .
ABCE :BC° =CE’ + BE"
= (+2) =9+ 35+ 22

=2 +dr+4=44+ 22

=x=10.

Tacno, pretjerasmo sa Pitagorom. Teska srca ja prihvatam one koji su na
ovaj nac¢in dosli do rjeSenja i dadem im lijepu ocjenu.

Opet sre¢om oni lucidni pojedinci (Hvala Bogu da ih imamo u uéionici!) mi
vrate raspolozenje i osmijeh na lice kada rijese ovaj zadatak u tri reda koristeci
¢injenicu da su pravougli trouglovi AAC'D i ABCE sliéni (Zasto?). Iz te sliénosti
trouglova slijedi proporcija:

CD:CE=AC : BC
©2:3=056+3):(z+2)
&2(x+2)=3-8
x = 10.
Jo$ me vise obraduju oni koji uo¢e da zbog L AEB = {ADB = 90° tacke D i E

tacke C' u odnosu na kruznicu k, te dobijaju:
CE-CA=CD-CB
&3:8=2-(24+x)
& 24 =442

< o = 10.

Neki mi kazu na kraju da smo zadatak mogli rijesiti koristeé¢i izracunavanje

povrsine trougla AABC, tj. Paapc = méﬁ = méﬁ ili trigonometriju ili pak
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analiticku geometriju, $to je tacno. Ali zasto komplikovano, kada moze jednos-
tavno.

Zadatak 6. Izracunati maksimalnu vrijednost, izraza log x +log y + log z ako
su xz,y,z > 01 pri tome vazi jednakost x 4+ 4y 4+ 16z = 120.

Rjesenje: Uh, zadatak u vezi nalazenja ekstremuma i to uslovnog funkcije od
tri promjenljive, uz koristenje Lagrangeovog multiplikatora A. Pa to je matematicka
analiza! U pitanju je funkcija:

F(z,y,z,A\) =logz +logy + logz + A (z + 4y + 16z — 120) .

Parcijalni izvodi, prvi diferencijal funkcije i jos kojesta?! Tesko brate!
Ali nije tako! Tu je sjajna nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine tri pozitivna broja kao i pravilo za logaritam proizvoda. Sitnica! Imamo:

EEMERE S ey 16 (50> 0)
o 20> Yedryz
&40 >4 - Yryz
& xyz < 1000
< logx +logy +logz <3

< Maz (logx +logy + log z) = 3,
ako je x = 4y = 162, tj. {5 = § = 2.
Sjajno rjesenje! Zivjela elementarna matematika i nejednakosti izmedu bro-

jnih sredina! VIVAT MATHEMATICA! VIVAT PROFESSORES!
Zadatak 7. Ako je S, = 13 4+ 22 + 33 + ... + n3, izracunati

1 1 1 1
+ + + ...+ .
VST VS22 V53 V52014

RjesSenje: Uh, opet analiza; ovo je suma reda! Znamo mi da vrijedi obrazac:

dokazali smo ga pomocu principa matematicke indukcije.
Imamo sada:

12,1 (1
VS, nn+1) T nn+1) “\n n+l1)°

Pa ovo se svodi na teleskopiranje. Sjajno! Slijedi
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1 1 1 1
ST VS TS T T Ve

_|_

1 1 1 1 _
2 (E + 23 + 34 + . 2014-2015) -

B 1,1 1,1 1 1 L) —
=2(l-3+5-3+3- 1t + %z~ 25) =

1 4028
2 (1'_ 2015> ~ 2015

Misljenja smo da ¢e se ovih sedam zadataka i njihovih raznih rjeSenja dopasti
¢itaocima ovog clanka. Sigurno ¢e im dati put i neke ideje za bavljenje matem-
atikom u buduénosti. Tu pretezno mislim na mlade maematicare i nastavnike
koji rade sa ovakvim ucenicima koji pokazuju veéi interes za matematiku.
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Apstrakt

U fizici je Cesta pojava da se procesi opisuju diferencijalnim jednacinama
koje je tesko rijesiti analiticki. Prvo se definiSe dinamicki model kojim se
opisuje problem, a zatim se primjenjuju numericke metode. U ovoj situaciji
numericke metode mogu dati neta¢na rjesenja. Takode, u rjeSenjima se mogu
pojaviti numericke nestabilnosti a i tzv. numericki haos. U radu je ilustrovan
primjer numerickog rjesavanja obi¢ne diferencijalne jednacine, koja se moze
rijestiti analiticki. Pokazano je kako razli¢ite metode mogu dati razli¢ita i
pogresna rjeSenja Takode je pokazano kako se pogodnim izborom metode
dolazi do tac¢nih rjeSenja.

1 RjeSavanje fizikalnog procesa numerickim metodama

Uticaj informacionih tehnologija na razvoj svih oblasti je oCigledan. Primjena
racunara na istrazivanja u svim oblastima fizike je takode vrlo znacajna. Fizikalni
procesi se Cesto definifu diferencijalnim jednalinama koje je tesSko rijesiti anal-
iticki. U tim situacijama problemi se rjeSavaju numerickim metodama pri ¢emu
je potrebno primjeniti adekvatnu metodu koja ¢e nam dati najtacnija rjeSenja [1].

Rjesavanje nekog fizikalnog problema moze se prikazati Sematski (slika 1).
Polaze¢i od fizikalnog sistema koji se zasniva na eksperimentalnim rezultatima
primjenjuju se dinamicki modeli kojima opisujemo problem a zatim primjenjuju
numericke metode kojima se tretiraju dati modeli. Izracunavanje se izvodi kom-
pjuterima i dobijeni rezultati se analiziraju.

U nestabilnom fizickom sistemu ovaj lanac moZe puéi na svakoj vezi, tj. u
dobijenim rezultatima imac¢emo pojavu numerickih nestabilnosti ili numerickog
haosa Sto je prouzrokovano bilo kojom karikom u datom lancu.

Moze se desiti da iako je fizicki sistem stabilan opet u rjeSenjima mozemo imati
pojavu numerickih nestabilnosti. U ovoj situaciji uzrok nestabilnostima moze biti
primjenjeni model, numericka metoda ili sam kompjuter.

Prvi problem je vezan za same racunare, tj. preciznost, greska u zaokruzivanju
brojeva, itd.
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Numericke

Flzi kI slstem f;:;r/.inlrlﬂ mitkl model /,{f e, Raturin

Slika 1: Sematski prikaz rjesavanja fizikalnog problema

Drugi problem je vezan za numericke metode. RazliCite metode mogu za isti
model voditi razli¢itim rjeSenjima koja su razlic¢ita i haoti¢no se ponasaju iako sam
model nije haoti¢an. Ovaj problem proistice iz ¢injenice da rjeSavajuci neprekidni
dinamicki model moramo izvr§iti njegovu diskretizaciju a sama diskretizacija fun-
damentalno mijenja prirodu neprekidnih dinamickih modela i mnogo utic¢e na
tacnost konacnih rjesenja. Tacnost numerickih metoda zavisi od mnogo param-
etara, kao §to je npr. duzina integracinonog koraka.

Jedna od primjena numerickih metoda je dobijanje aproksimativnih rjesenja
diferencijalnih jednacina. Ako je tesko ili nemoguce nacéi analiticko rjeSenje, nu-
merickom metodom je potrebno naéi aproksomativno rjesenje.

Pri rjesenju diferencijalne jednacine na nekom intervalu potrebno je uzeti do-
voljno mali integracioni korak, takav da je rjeSenje dobra aproksimacija tacnog
rjeSenja. Ako zelimo integraliti diferencijalnu jednac¢inu na velikom intervalu i ako
smo primorani primjeniti veoma kratke korake, racun moze biti komplikovan. S
druge strane, ako primjenimo $iri korak greska pri racunu ¢e biti veca. Treba naci
najoptimalnije rjesenje.

Ako rjesimo i ove poletne probleme, tatnost moze zavisiti i od primjenjene
numericke metode.

2 Numericko rjeSavanje diferencijalne jednacine

U ovom radu analizira¢emo jedan matematicki primjer, tj. analizira¢emo rjeSavanje
relativno jednostavne diferencijalne jednacine koja se moze rijesiti analiticki. Poka-
zacemo Sta se deSava ako primjenimo neadekvatnu numericku metodu, tj. pokazacemo
kako nas metoda vodi u pogresna rjesenja i numericke nestabilnosti pa i u nu-
meri¢ki haos iako je sam model stabilan. Analizirajmo diferencijalnu jednacinu:

dy

£=(y+4)(2—y); (1)

pri ¢emu je poznat poCetni uslov y(0) = yo.
Navedena jednacina 1 moze se lako tacno rijesiti analitic¢ki, pri ¢emu je rjeSenje
dato izrazom:

20e5% + 4

T Cebr —1 (2)

Y
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Slika 2: Tacno rjeSenje jednacine 2
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Slika 3: RjeSenje jednacine koje slijedi iz izraza (3)

gdje je konstanta C' = (yo +4) / (yo — 2).

Ako uzmemo pocetnu vrijednost yg = 0, 5, rjeSenje jednacine 2 daje vrijednost
za y koje monotono raste i konvergira ka vrijednosti y = 2 kad x— oo (slika 2).

Analizirajmo sada numericka rjeSenja jednacine 1. Za poCetak ¢emo primjeniti
tzv. modifikovanu Ojlerovu metodu (metoda centralnih razlika) [2], na osnovu koje
iz jednacine 1 slijedi izraz:

Un+1 — Un—1
2h
gdje je h integracioni korak, a w, numericko rjeSenjenje nakon n koraka.
Potetni uslovi su: ug =yo i w1 = yo + h(yo +4) (2 — yo)-
Neka su pocetne vrijednosti ug=0.5 i uy= 0.513 , a za integracioni korak
uzmimo h = 0.002. Dobijeno rjesenje koje slijedi iz izraza 3 dato je na slici 3.

= (up +4)(2—uyp); (3)
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Slika 4: Detalj kao na slici 3

Zakljuéujemo da je rjeSenje netacno pri ¢emu sa porastom promjenjljive z,
rjeSenja na pojedinim intervalima osciluju oko karakteristicnih tacaka 2 i -4 Sto
se deSava na zatamnjenim dijelovima grafika. Ove oscilacije su ilustrovane na slici
4 3to odgovara slicnim zatamnjenim detaljima na slici 3. Na slici 4 se uzima da je
up=0.5, u1=0.567, a integracioni korak je h=0.01. Zaklju¢ujemo da se oscilacije
uocavaju zbog veceg koraka h.

Transformisimo izraz 3 i napisimo ga u obliku:

Upt1 = 20 (up +4) (2 — up) + vy, Vpt1 = Up. (4)

Iz 4 definigimo preslikavanje:

Ynt1 = 20(Yn +4)(2 = Yn) + 20, Znt1 = Yn- (5)

Preslikavanje iz 5 dato je na slici 5 gdje se vidi da se rjeSenja najvise zadrzavaju
oko tacaka 2 i-4. Parametri su kao za sliku 3.

Razlog koji dovodi do nestabilnosti je neadekvatna numericka metada pri cemu
najveéi uticaj moze imati greska zaokruzivanja do decimale kolika je preciznost
racunara, kao i primjenjeni korak.

Ako pri daljnjoj analizi neznatno smanjujemo korak integraljenja, u rjeSenjima
imamo mala poboljSanja dok se sa znacCajnijim smanjenjem koraka dobijaju pot-
puno netacna rjesenja.

Ako se uzima veéi korak integraljenja, greska je velika i rjeSenje vrlo brzo tezi
Up, —> —00.

Analizirajmo sada navedeni primjer primjenjujuci slozeniju metodu, tzv. kom-
binovanu numericku metodu koja se dobija kombinacijom metode centralnih ra-
Zlika 1 Ojlerove metode [3][4][5] . Na osnovu ove metode iz jednacine 1 slijedi
izraz:

(1 —m) (ups1 — un—1) = m (Upy1 — Un)
2h h

= (un +4) (2 —un); (6)
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Slika 5: Preslikavanje rjeSenja datog na slici 3

gdje je m parameter, ¢ije su vrijednosti:0 < m < 1. Za m=1, prethodni izraz
svodi se na Ojlerovu metodu, a za m=0, svodi se na metodu centralnih razlika.
Iz navedenog izraza 6 slijedi:

Upi1 = L—Zun_l + Him [(m —2h)u, +h (8 - ui)] . (7)

Otigledno je da rjeSenja izraza 7 zavise od pocetnih vrijednosti, integracionog
koraka h, ali i parametra m. Pokazuje se da za slucaj m < h ova metoda daje
netacna rjesenja sa numerickim nestabilnostima i numerickim haosom.

Na slici 6. je je dato rjesenje za: ug=0.5, h= 0.002 dok je m=0.001.

Sa slike 6. se vidi da na malom pocetnom intervalu promjenjive z , rjeSenje
tezi tacnoj vrijednosti, ali nakon toga dobijamo oscilacije. Sa daljnjim porastom
promjenjljive, rjeSenje tezi karakteristicnim tackama 2 i -4.

Slicnom analizom kao kod metode centralnih razlika, tj. kao $to iz 3, slijedi 4,
iz izraza 7 slijedi

1—m 2
Upy1 = 1+m1/n—|— TTm [(m—2h)up + R (8 —ul)], vpi1 = uy (8)

odnosno iz 8 mozemo definisati preslikavanje:

1—-m 2
Z
1+m™ 14+m

Yn+1 = [(m - 2h) Yn + h (8 - yi)] y Zn+1 = Yn- (9)

Na slici 7 je predstavljeno preslikavanje koje slijedi iz 9 za iste podatke kao za
sliku 6 gdje se takode vidi kako rjeSenje tezi stabilnim tackama 2 i -4.
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Slika 6: Rjesenje koje slijedi iz kombinovane numericke metode
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Slika 7: Preslikavanje za rjeSenje na slici 6
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Slika 9: RjeSenje sa istim podacima kao za sliku 8

Za jednaku vrijednost koraka kao u prethodnom sluc¢aju h=0.05, povecanjem
parametra m=0.002 dobijamo jo§ ve¢e numeritke nestabilnosti u rjesenjima (slika
8 i slika 9). Na pocetnom intervalu nezavisno promjenjljive rjeSenje tezi tacnoj
vrijednosti a zatim prelazi u numericki haos (slika 8). Sa daljnjim porastom
promjenjljive, rjeSenja teze konstantnim rjesenjima 2 i -4 (slika 9).

Za slucaj dat na slici 9, iz preslikavanja 9 slijedi grafik na slici 10.

Za jednake vrijednosti h=0.05 ismanjenjem vrijednosti parametra m=0.00005,
dobijamo numericki haos na jo§ vecem interval nezavisno promjenjljive (slika 11 i
slika 12).

Za ovaj slucaj iz preslikavanja 9 slijedi grafik na slici 13.

Daljnja analiza pokazuje da se smanjenjem koraka A i podeSavanjem parametra
m, pricemu je h < m , moZze do¢i do tacnog rjeSenja. Npr. za h=0.002 i m=0.2
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Slika 10: Preslikavanje za rjeSenje na slici 9

Slika 11: Rjesenje koje dovodi do numerickog haosa
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Slika 12: RjeSenje koje dovodi do numerickog haosa

¥

Slika 13: Preslikavanje za rezultate na slici 12
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dolazimo do tatnog rjesenja kao na slici 2.

Takode, pri daljnjim analizama se pokazje da se moZze nati adekvatnija nu-
meritka metoda kao %to je npr. Runge-Kuta metoda tetvrtog reda koja daje
tatno rjesenje.

Iz svega zakuljutujemo da pri nepreciznom numeritkom rjeSavanju diferen-
cijalnih jednatina moZe do¢i do pogresnih rjesenja. Ova problematika pogotovo
dolazi do izrazaja kada se na ovaj nacin rjeSavaju sloZeni, nestabilni fizikalni pro-

esi.

Literatura

[1] M. R. Beli¢, Computational chaos in Spatio-temporal structure and chaos in
heat and mass transfer processes, M. Todorovié and L. Pismen eds, 309, Mrljes
and Sons, Nicosia (1993).

[2] Z. Ljuboje, Numericki haos u fotorefraktivnoj optici Neobjavljeno.

[3] M. Yamaguti and S. Ushiki, Chaos in numerical analysis of ordinarydiferential
equations, Phisica 3D 618 (1981).

[4] Glyn James, Advanced Modern Engineering Matematics, 4th Ed. Prentice
Hall, 2011.

[5] Z. Ljuboje, Numericke nestabilnosti pri rjesavanju nekih problema w fizict,
INFOTEH 2014

266



CETVRIA MATEMATICKA KONFERENCLJA REPUBLIKE SRPSKE
Trebinje, 6. 1 7. juni 2014. godine

Modelovanje jednac¢ina u mladim razredima osnovne
Skole

Dragica Milinkovié
Univerzitet u Isto¢nom Sarajevu
Pedagoski fakultet
Bijeljina, BiH, Republika Srpska

sadra@teol.net

Stru¢ni rad

Apstrakt

U pocetnoj nastavi matematike najve¢i broj problema se svodi na rje-
Savanje pomocu jednacina, koje predstavljaju izazov za ucenike, iako njihova
primjena na tom uzrastu ima znatna ogranic¢enja. Prilikom upotrebe modela
jednacina u rjeSavanju realnih problema u mladim razredima osnovne skole,
ucenici se susrecu sa brojnim teskocama, medu kojima su najvaznije formi-
ranje odgovarajucih jednaina i rjeSavanje formiranih jednacina, bududi da
su veze izmedu poznatih i nepoznatih velicina u realnim problemima ra-
zli¢itog karaktera. Shodno tome, ne postoji univerzalna metoda po kojoj
bismo kontekstualne probleme preveli na algebarski jezik.

Zato je u bazi¢nom §kolskom ciklusu neophodno, prije svega, iskoristiti
kognitivne kompetencije ucenika u implementiranju sadrzaja o linearnim
jednatinama $to podrazumijeva da se u poucavanju koriste jednostavniji,
pogodniji i efikasniji nacini koji slijede njihove sposobnosti, odnosno metode
koje omogucavaju "slikovit" pristup postavljanju i rjeSavanju jednacina.
U tom smislu, matematicko modelovanje linearnih jednacina primjenom
grafickog pristupa podrazumijeva odredene postupke koji se redoslijedom
mogu primijeniti pri rjeSavanju svakog problema: proucavanje verbalnih
(tekstualnih, ilustrativnih) prikaza kontekstualnih problema, identifikovanje
numerickih i promjenljivih veli¢ina koje su eksplicitno date kao "nepoznate"
i njihovo graficko predstavljanje, uo¢avanje i izrazavanje algebarskih odnosa
u vizuelnom prikazu, postavljanje i rjeSavanje algebarskih jednagina, te kon-
tekstualne interpretacije numerickih i algebarskih izraza u njima.

Shodno tome, u prvom dijelu rada predstavicemo matematicke mod-
ele u kojima slikovne demonstracije pojednostavljuju modelovanje linearnih
jednacina.

Drugi, metodoloski dio orijentisan je na utvrdivanje efekata slikovnog
pristupa u modelovanju jednacina u mladim razredima osnovne $kole prim-
jenom eksperimentalne metode, a tre¢i na interpretaciju kvantitativnih i
kvalitativnih pokazatelja.

Evidentno je da heuristicka vrijednost vizuelizacije u mladim razredima
osnovne Skole, upucduje na primjenu slikovnog predstavljanja, ne samo u
modelovanju linearnih jednacina, nego i u prikazivanju matematickih poj-
mova, pravila i rjeSavanju problema.
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1 Jednac¢ine u mladim razredima osnovne Skole

Matematika se od svoga nastanka primjenjivala u rjeSavanju prakti¢nih zivotnih
problema, a upravo rjeSavanje mnogih od njih se svodi na algebarske jednacine.
Imajuéi u vidu raznovrsnost problema koji se mogu rjesSavati pomocu jednacina,
te njihovu dominaciju u odnosu na druge postupke, metode i modele, ne rijetko
se smatra da je ¢itava algebra nastala iz potrebe rjesavanja raznih jednacina.

Sa jednainama ucenici se susrecu u najranijem skolskom uzrastu, §to podrazu-
mijeva da se sa jednakosti medu brojevima preslo na formule u kojima figurise
nekoliko veli¢ina, odnosno da je "srusena” Cvrsta ograda izmedu aritmetike i al-
gebre. Ulazak u svijet algebre zahtijeva poseban umni napor za ucenike mladeg
skolskog uzrasta, odnosno savladavanje brojnih psiholoskih barijera i shodno tome
ima obiljezje postupnosti.

Kieran u svojim istrazivanjima isti¢e da je kljuéni ¢inilac neuspjeha u ucenju
algebre algebarska simbolika: "Zahtjevi postavljeni pred ucenike pri ucenju alge-
bre podrazumevaju tretiranje simboli¢kih reprezentacija, koje ili imaju malo ili
nimalo semantickog sadrzaja matematickog objekta" (Kieran 1992: 394).

U razrednoj nastavi matematike ucenici izucavaju jednacine sa sabiranjem,
oduzimanjem, mnozenjem i dijeljenjem u skupu N i Nj.

Binarne operacije sabiranje i mnoZenje na skupu N se uvode putem definicije.

Definicija 1.1. Proizvoljnom uredenom paru (z, y) elemenata iz N pridruzuje
se element iz N, x + y sa:

1°Ve € N) z + 1 = ar,

2°(Vo,y e N) z + y/ = (z + y)/ .

Simbolom + oznacava se ta binarna operacija. Elementi z i y, u izrazu = + y
nazivaju se sabirci, a rezultat sabiranja je zbir.

Definicija 1.2. Proizvoljnom uredenom paru (z, y) elemenata iz N pridruzuje
se proizvod x - y sa:

i) (Ve € N) z 8by 1 = z;

it) Vo, y € N) z - y/ = zy + .

Elementi z i y zovu se ¢inioci (faktori), a operacija definisana sa i) i #7) naziva
se mnozenje.

Definicija 1.3. Jedinstven broj z takav da vazi a + = b, a < b, naziva se
razlika brojeva b i a i piSemo z = b — a (a < b). Broj b se naziva umanjenik, a
broj a umangilac.

Binarna operacija oduzimanje je uslovna u N i samo pri a < b,z = b — a je
prirodan broj.

Definicija 1.4. Prirodan broj z deli prirodan broj y ako postoji prirodan broj z
takav da vazi y = z - z 1 piSe se z |y.
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Stav 4.1. Binarna relacija "deli” (ili "se sadrzi”) je relacija delimicnog uredenja
u N (Pikula, Markovi¢, 2014: 46- 53).

U nastavi matematike bazi¢nog Skolskog ciklusa ucenici se sa jednacinama
susrec¢u veé¢ u prvom razredu, §to podrazumijeva formiranje pojmova jednakost,
jednacina i rjeSenje. Na nivou prvog i drugog razreda ucenici upoznaju jednakosti
vezane za sabiranje i oduzimanje, npr. 5 + 3 = 8, 8 — 3 = 5, a uvjezbanost veze
izmedu tih operacija predstavlja osnovu za rjeSavanje jednacina tipa:

5+0=80+3=8,

3+z=8,1+5=28,

§-0=3,0-5=3,

8—x=5,r—3=0>.

Tako se u okviru programskih sadrzaja [ razreda ne nalaze sadrzaji o jedna¢inama,
ucenici se sa njima susrecu prilikom rjeSavanja zadataka sa sabiranjem i oduziman-
jem u skupu prirodnih brojeva do 10, u kojima je potrebno izracunati nepoznati
sabirak, umanjenik ili umanjilac (nepoznata figurise kao ), dok se, prema aktuel-
nom nastavnom planu i programu za osnovnu $kolu Republike Srpske, u II razredu
obraduju jednacine oblika ¢ + 2z = b,z +a =b, 2 — a = b, a — 2z = b uskupu
brojeva do 20. U tredem razredu se izucavaju navedeni tipovi jednacina u skupu
brojeva do 100, te formiraju pojmovi jednacina oblika z - ¢ = b, a - ©z = b, x

a =b,a: r = b, odnosno jednacine sa nepoznatim ¢iniocem, djeljenikom i
djeliocem. U cCetvrtom razredu se znanja o jednaCinama steCena u prethodnim
razredima prosiruju na skup prirodnih brojeva do 1000, a u petom na prirodne
brojeve iz skupa N i Ngvece od 1000.

Izuc¢avanje jednacéina u mladim razredima osnovne skole se nastavlja formiran-
jem i rjeSsavanjem jednacina sa dvije operacije istog nivoa, oblika:

t+a+b=catzt+b=cat+tb+tz=rc

r—a—b=ca—z—b=c,a—b—z=c
z-a-b=ca-z-b=ca-b-1z=c
r:a:b=ca:z:b=ca:b:z=c

Slijedi obrada jednacina sa dvije operacije razli¢itog nivoa, tipa:
a-z+b=ca+b-z=ca-z—0b=c
r-a+b=ca+x-b=cr-a—0b=c,
a—b-z=cz:a+b=cat+b:z—=c
a—2x-b=ca:z+b=ca+2x:0b=c
zr:a—b=ca—b:2=c

Na kraju, kao najslozenije, u nastavi bazi¢nog skolskog ciklusa se formiraju i
rjeSavaju jednacine sa viSe operacija.

Uvazavajuéi kompleksnost algebarskog jezika s jedne, te razvojni i intelektualni
nivo ucenika mladeg skolskog uzrasta s druge strane, teoreticari i prakticari su
saglasni u tvrdnji da nije rjeSavanje jednacina, nego njihovo sastavljanje, odnosno
prevodenje zadatka sa prirodnog jezika na jezik algebre ono Sto je najvaznije.
"Kad to sastavljanje ide bez teskoca vecdini u razredu, znak je da smo nas zadatak
razvijanja ideje o promenljivoj uspesno ostvarili" (Marjanovic, 1996: 73).
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Prirodni jezik Algebarski jezik
Marko je za rodendan dobio odredenu | x

kolitinu novca;
za kupovinu cipela je utroSio 76 | z — 76
nov canih jedinica;

ostatku je dodao ovomjesetnidzeparac | * — 76 + 50 = z — 26
koji iznosi 50 novtanih jedinica;
za uzinu u 8koli platio je 18 novéanih | z — 26 — 18 = 2 — 44
jedinica;

novcem koji je dobio za stipendiju os- | 3 (z — 44) =3+ z — 132
tatak je uvecao tri puta;
za odlazak na izlet potroSio je 32 |3 -2z — 132 —32 =3 -z

novCane jedinice; — 164

ostatku je dodao 44 novcane jedinice | 3 -z — 164 + 44 =3 - ¢
svoje sestre; — 120

tako je udvostrucio polazni iznos. 3.z — 120 = 2z

Tabela 1: Prevodenje zadatka sa prirodnog na algebarski jezik

Svodenje realnog problema na algebarski jezik ilustrova¢emo na primjeru koji
slijedi, a prezentovati tabelom 1:

Marko je za rodendan dobio odredenu koli¢inu novca. Za kupovinu cipela je
utrosio 76 novcanih jedinica. Ostatku je dodao ovomjese¢ni dzeparac koji iznosi 50
novc¢anih jedinica. Zatim je za uzinu u skoli platio 18 novCanih jedinica. Novcem
koji je dobio za stipendiju ostatak je uvecao tri puta. Nakon toga je za odlazak na
izlet potrosio 32 nov¢ane jedinice. Na kraju je ostatku dodao 44 novcane jedinice
svoje sestre i tako udvostrucio polazni iznos. Izracunaj koli¢inu novca koju je
Marko imao na pocetku.

Rjesavanjem posljednje jednacine (3 - z — 120 = 2z) dolazimo do rjeSenja
realnog problema, odnosno do podatka o koli¢ini novca koju je Marko imao na
po~etku (120 nov¢anih jedinica).

1.1 Modelovanje jednacina

Prevazilazenje prepreka u procesu rjeSavanja problema iz konteksta, podrazu-
mijeva matematicka znanja, koja razlicitim misaonim postupcima povezujemo
sa stvarnom, konkretnom situacijom, s obzirom da dolazak do rjeSenja zahtijeva
znacajno vremensko angazovanje, visok nivo misaonog angazovanja, motivisanost,
strpljivost i racionalnost (Milinkovié, 2013).

Savremena metodika matematike za razrednu nastavu poseban akcenat stavlja
na tzv. savremene metode nastave i u¢enja medu kojima je, u okviru sistema
metoda kibernetike (Mayer, G., 1968), i metoda modela, koja svoju punu primjenu
nalazi u rjeSavanju realnih Zzivotnih problema. Osnovna uloga modela je, bez
obzira na podrutje stvarnosti koju predstavlja, da zamijeni predmet istrazivanja

270



na osnovu koga je projektovan i da daje nove informacije o njemu.

Modelovanje u pocetnoj nastavi matematike tezi da kod ucenika razvije bolje
razumijevanje matematickih koncepata, uci ih razumijevanju matematickih prob-
lema, uocavanju ¢injenica, formulisanju i rjeSavanju problema koji su rezultat
specificnih realnih situacija, te razvijanju kritickog i stvaralackog misljenja. Veliki
broj radova i istrazivanja u svijetu ukazuje na pozitivne karakteristike matematickog
modelovanja, ali ono jos uvijek nije potpuno integrisano u pocetnu nastavu matem-
atike, odnosno postoji prazan prostor izmedu tradicionalne nastave i ovakvih nas-
tavnih formi u mladim razredima osnovne skole (Milinkovi¢, 2014: 91-92).

U nastavnom procesu modeli sluze kao simulacije realnih situacija i u funkciji
su pripreme ucenika za izazove u kojima ¢ée se naéi izvan skole, poslije zavrSetka
skolovanja. Njima se omogucava razvijanje sposobnosti kao §to su razumijevanje,
interpretacija, opisivanje, tumacenje podataka kao i konstruisanje i upravljanje
kompleksnim matematickim sistemima.

Prvi koji se sistemati¢no bavio problematikom ”svodenja’” kontekstualnih prob-
lema na matematicki, odnosno algebarski jezik je francuski matematicar, fizicar i
filozof Ren’e Descartes (1596-1650). On je doSao do sljedecih pravila koja karak-
terisu tzv. Descartesovu metodu rjesavanja problema:

1. zadatak bilo koje vrste se svodi na matematicki zadatak;
2. svaki matematicki zadatak se svodi na algebarski zadatak;

3. algebarski zadatak se uvijek svodi na rjeSavanje jedinstvene jednacine.

Tako Descartesova metoda ne sadrzi opSte upute za prevodenje realnih prob-
lema na algebarski jezik, njegova pravila sadrze znacajne odrednice metodike
rjeSavanja matematickih zadataka:

1. razumijevanje zadatka, uocavanje datih i nepoznatih objekata i veli¢ina,
uocavanje uslova, svodenje zadatka na pronalazenje nepoznatih veli¢ina;

2. proucavanje (analiza) zadatka, o¢igledno predstavljanje odnosa izmedu datih
i nepoznatih veli¢ina, shodno redoslijedu i uslovima;

3. izdvajanje dijela uslova koji omogucéavaju izrazavanje jedne veli¢ine na ra-
zli¢ite nacine, sastavljanje jednacine koja povezuje nepoznate veliCine, ragclanjivanje
uslova i sastavljanje jednacine za svaku nepoznatu veli¢inu;

4. svodenje sistema jednacina na jedinstvenu jednacinu.
Imajuéi u vidu znatna ograniCenja u primjeni algebarskog jezika u nastavi
matematike bazi¢nog skolskog ciklusa, relacije koje se najcesce koriste u modelo-

vanju jednacina na tom uzrastu su:

1. zjezay vediodx, tj. z=x+y;
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2. z jezay manji od x, tj. z = x — y;

3. z je y puta vedi od x, tj. z = y. x;

4. z je y puta manji od x, tj. z = x : y;

5. uzastopni prirodni brojevi (n, n + 1, n € N);

6. dvocifreni broj 10 n + m, n i m - cifre dekadnog brojevnog sistema;
7. zbir brojeva x iy (x + y);

8. proizvod brojeva xiy (x .y).

Uvazavajuéi navedeno, u pocetnoj nastavi matematike neophodno je, prije
svega, iskoristiti kognitivne kompetencije ucenika u implementiranju sadrzaja
o linearnim jednaCinama $to podrazumijeva da se u poucavanju koriste jednos-
tavniji, pogodniji i efikasniji nacini koji slijede njihove sposobnosti, odnosno metode
koje omogucavaju "slikovni" pristup postavljanju i rjesavanju jednacina. U tom
smislu, matematicko modelovanje linearnih jednacina primjenom graficke metode
koja je uCenicima najprimjerenija, podrazumijeva odredene postupke koji se re-
doslijedom mogu primijeniti pri rjesavanju svakog problema:

1. (a) proucavanje verbalnih (tekstualnih, ilustrativnih) prikaza kontekstual-
nih problema,
(b) identifikovanje numerickih i promjenljivih veli¢ina koje su eksplicitno
date kao "nepoznate" i njihovo graficko predstavljanje,

(¢) uocavanje i izrazavanje algebarskih odnosa u vizuelnom prikazu,
(d) postavljanje i rjeSavanje algebarskih jednacina,

(e) kontekstualne interpretacije numerickih i algebarskih izraza u njima.

Graficka reprezentacija, odnosno ikoni¢ko predstavljanje odnosa izmedu veli¢ina
u problemskom zadatku podrazumijeva svako slikovno (geometrijsko) prikazivanje
ili predstavljanje, kojim se vizuelizuju bitne karakteristike nekog matematickog
problema (Zech, 1999).

Poseban znacaj ima ikonicka predstava u obliku prikaza ili skice situacije, pri
¢emu se graficki prikaz situacije moze smatrati za pomocno sredstvo u reSavanju
problema.

Slijede primjeri zadataka koji se modeluju algebarskom, graficko - aritmetic¢kom
i graficko -algebarskom metodom.

Primer 1.1. Markovi roditelji su kupili namjestaj za njegovu sobu koji su platili
360 novcanih jedinica. Lezaj je dva puta skuplji od radnog stola, dok je ormar
dva puta skuplji od lezaja i radnog stola zajedno. Kolike su cijene svakog dijela
namjestaja?
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cyena radnog stola:

x
P

X x
I ’
cijena ormara: i i
x x X i x x
Slika 1:

Rjesenje:
1. algebarsko:

z - cijena radnog stola z = 2(z + 2z) = 6z
y — cijena lezaja z + 2z + b6z = 360

z — cijena ormara 9z = 360
r+y+z=360z =40

y=2¢y = 80

2z =2(x + y) z = 240

1. graficko-algebarsko:

9z = 360
z = 360 :9
z = 40

Cijena radnog stola — 40 novCanih jedinica
Cijena lezaja — 80 nov¢anih jedinica
Cijena ormara — 240 novcanih jedinica

Primer 1.2. Petar je 7 godina stariji od sestre Katarine, a tri puta mladi od
bake Stane. Koliko oni imaju godina, ako ¢e baka za 4 godine imati 67 godina?

Rjesenje:
1. algebarsko:

z — Katarinine godine
y — Petrove godine
67 — bakine godine

y—=a+ 7
Sy + 4 =67
Sy = 67 - 4
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3 3 =
Slika 2:
3y = 63
y = 21
T—=y-7
r = 14

1. graficko-aritmeticko:

Katarina ima 14, a Petar 21 godinu.

Primer 1.3. Leted uz vazdusni tok, putnicki avion preleti rastojanje izmedu dva
mjesta za 25 ¢asova. Da je letio niz isti vazdusni tok, letio bi 75km/h brze i za
prelazak istog rastojanja utroSio bi 3 ¢asa manje. Kojom brzinom je putnicki
avion letio uz vazdusni tok? Koliko je rastojanje izmedu ta dva mjesta?

Rjesenje:
1. algebarsko:

z - brzina aviona uz vazdusni tok

25 — vrijeme leta aviona uz vazdusni tok

z + 75 - brzina aviona niz vazdu$ni tok

25 - 8 — vrijeme leta aviona niz vazdusni tok
y — rastojanje izmedu dva mjesta

y=25- 1

y = (25 -38) - (x +75)

25x = 22(x + 75)

25 = 22z + 1650

3z = 1650
z = 550

P — 25 550
P = 13750

1. graficko-algebarsko:
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i)

Slika, 3:
3-x=2275
x=1650: 3
x = 550
P =25 -550
P = 13750

Putnicki avion je uz vazdusni tok letio brzinom od 550km/h.
Rastojanje izmedu dva mjesta je 13750 km.

2 Metodoloski pristup problemu istrazivanja

Predmet istrazivanja je usmjeren na utvrdivanje efikasnosti modelovanja jednacina
u mladim razredima osnovne Skole. U tom smislu, cilj istrazivanja je ispitivanje i
komparacija dobijenih rezultata u pogledu uspjesSnosti rjeSavanja realnih problema
algebarskim, graficko — algebarskim i graficko — aritmetickim metodama. Zbog
prirode cilja istrazivanja koristena je neeksperimentalna kauzalna metoda, a kao
istrazivacki instrument neformalni test znanja sa 10 realnih problema, konstru-
isan prema vlastitim iskustvenim saznanjima i saznanjima drugih istrazivaca, te
prema aktuelnom udzbeniku. Istrazivanje je provedeno na uzorku od 62 ucenika
iz tri odjeljenja petog razreda Osnovne Skole ”"Sveti Sava” u Bijeljini, u kojima
razredni nastavnici, pri rjeSavanju problemskih zadataka, primjenjuju navedene
metode.

Dobijeni numericki pokazatelji su statisticki obradeni, te podvrgnuti kvanti-
tativnoj, kvalitativnoj i kauzalnoj analizi.

3 Rezultati istrazivanja i diskusija

U prvom dijelu analize opravdanost svojih pretpostavki testirali smo tako §to
smo empirijske podatke statisticki obradili primjenom F- testa i izvr§ili analizu
varijansnog koli¢nika (tabela 1), s ciljem utvrdivanja razlika izmedu tri kategorije
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Metoda N M SD F df p
rjeSavanja

zadataka

algebarska 18 15,8333 | 9,5101 | 19,182 | 2 0,0001
graficko — al- | 24 23,0208 | 8,8765

gebarska

graficko — ar- | 20 32,7500 | 6,8297

itmeticka

Ukupno 62 24,0726 | 10,7050

Tabela 2: Razlike u uspjehu na testu s obzirom na metodu rjesavanja zadataka

Metoda rjesavanja | M P
zadataka (diferencija)
algebarska, graficko — | —7,1875 0,009
algebarska

algebarska, graficko — | —16,9167 0,0001
aritmeticka

graficko — algebarska, | —9,7292 0,001
graficko — aritmeticka

Tabela 3: Medugrupne razlike izmedu metoda rjesavanja u pogledu efikasnosti

zadataka s obzirom na efikasnost metode primijenjene u rjeSavanju (algebarska,
graficko — algebarska, graficko — aritmeticka).

Evidentno je na osnovu podataka iz tabele da je srednja vrijednost u pogledu
broja osvojenih bodova, ostvarena pri rjeSavanju realnih problema algebarskom
metodom najmanja (15,8333), graficko — algebarskom nesto veca (23,0208), a
graficko — aritmetickom najveca (32,7500).

Za varijansu izmedu kategorija zadataka s obzirom na metodu rjeSavanja, F
— vrijednost je statistiCki znaCajna na nivou p = 0,0001 za F = 19,182 i df = 2.
To znaci da su razlike, odnosno bar jedna od razlika izmedu aritmetickih sredina
osvojenih bodova, statisticki znac¢ajne. U ovom slucaju, sve tri moguce razlike su
znacajne:

1. izmedu algebarske i graficko — algebarske na nivou 0,009;

2. izmedu algebarske i graficko — aritmeticke na nivou 0,0001;

3. izmedu graficko — algebarske i graficko — aritmeticke na nivou 0,001 (tabela
2).

Zbirni rezultati u pogledu broja i procenta uspjesno rijesenih zadataka prikazani

su tabelom 3 i grafikonom 1. Oni omogué¢avaju uporedivanje metoda rjesavanja
u pogledu efikasnosti primjene u rjesavanju kontekstualnih problema.
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Metoda Broj za- Broj
rjeSavanja dataka rijeSenih
zadataka zadataka

5 % 5 %
algebarska 180 100,00 | 71 39,44
graficko — al- | 240 100,00 | 138 57,50
gebarska
graficko — ar- | 200 100,00 | 164 82,00
itmeticka
ukupno 620 100,00 | 373 60,16

Tabela 4: Zbirni rezultati u pogledu uspjesnosti rjesavanja zadataka (X ¢ %)

20.00%
80.00%
T0.00%
60.00%

50.00% 4
40.00%
30.00%
20.00%
10.00%
0.00%:4

B Uspjesna rijgdenizadaci

ANANSNNANE

slgebarska graficko - grafitko -
algebarska aritmetitka

Slika 4: Uspjesno rijeSeni zadaci s obzirom na metodu rjeSavanja — zbirni rezultati

(%)

Vidljivo je da su od ukupno 180 zadataka, modelovanih algebarskom metodom,
ucenici rijesili 71 ili 39,44%, od 240 zadataka modelovanih grafi¢ko — algebarskom
metodom rijesili 138 ili 57,50%, dok su od 200 zadataka modelovanih graficko —
aritmeti¢kom metodom rijesili 164 ili 60,16%. Takvi podaci su svakako pokazatelji
efikasnosti grafickih metoda, te nedovoljne razvijenosti algebarskog migljenja u
nastavi matematike bazi¢nog gkolskog ciklusa.

Prezentovani rezultati potvrduju da su efekti modelovanja realnih problema
algebarskim metodama, bez obzira na njihovu dominantnost u aktuelnoj nastavi
matematike, nezadovoljavajuci, s obzirom na kompleksnost algebarskog jezika.

4 Zakljucak

Najveéi broj realnih problema u nastavi matematike bazi¢nog ciklusa ucenici
svode na rjesavanje pomocu algebarskih jednacina, bez obzira na poteskoce sa
kojima se susreé¢u pri njihovom formiranju i rjeSavanju i nezadovoljavajuée rezul-
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tate.

S druge strane, heuristicka vrijednost vizuelizacije u mladim razredima os-
novne $kole, upucuje na primjenu "slikovnog" predstavljanja, ne samo u modelo-
vanju linearnih jednatina, nego i u prikazivanju matematickih pojmova, pravila
i u rjeSavanju problema, s obzirom da ikonizacija u mladim razredima osnovne
Skole pruza mentalne slike koje predstavljaju pomo¢u shvatanju formalnih zakona
u aritmetickim strukturama.

Geometrijsko modelovanje algebarskih jednatina, bez obzira na veliki znataj
u bazitnom matematitkom obrazovanju jos uvijek nije potpuno integrisano u
po~etnu nastavu matematike jer postoji prazan prostor izmedu konvencionalne
nastave i ovakvih nastavnih formi u mladim razredima osnovne Skole.
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Apstrakt

U posljednje vrijeme doslo je do velikog pomaka u teoriji diferencijalnih
jednacina tipa Sturm-Liouvillea sa raznim vrstama ka$njenja. U ovom radu
¢emo umjesto kaSnjenja posmatrati preticanje, te definisati diferencijalnu
jednacinu tipa Sturm-Liouvillea sa konstantim preticanjem pri Dirichletovim
grani¢nim uslovima. Pri tome ¢emo konstruisati rjeSenje takve jednacine, te
formirati njenu karakteristi¢nu funkciju i na kraju dati izraz za asimptotsko
ponasanje svojstvenih vrijednosti te jednacine.

1 Uvod

Na segmentu [0, 7] posmatracemo Sturm-Liovilleovu jednac¢inu sa konstantnim
preticanjem

—y"(z) + a(@)y(z + 7) = Ay (), (1)
pri ¢emu ¢emo za potencijal ¢(x) uzimati realnu funkciju iz Lo[0, 7] prostora. Za

preticanje 7 ¢emo uzeti da vrijedi 7 € RT i 7 < 7.
Pored ove jednacine posmatracemo i grani¢ne uslove Dirichletovog tipa

y(0) =0, y(m)=0. (2)

Zbog specificnosti jednacine sa preticanjem, kako x bude uzmalo vrijednosti
iz skupa [0, 7], © 4+ 7 ¢e prolaziti skupom [r, 7 4 7], pa ¢e polazni skup funkcije
y(+) biti [0, 7 4+ 7]. Zbog toga ¢emo u nasem razmatranju uzimati da je

y(x)=0zaz € [m,m+ 7] (3)

Primijetimo da ¢e u tom slu¢aju i proizvod ¢(z)y(x + 7) biti jednak nuli za x €
[r — T, 7.

Definicija 1.1. Sa L, oznac¢imo operator definisan sa (1), (2) i (3), tj. operator

L (y(x)) == —y"(x) + q(x)y(z + 1)
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2 Analiza problema

Vrijedi sljedec¢a lema.

Lema 2.1. Jednadina Sturm-Liouvillea sa preticanjem (1) zajedno sa Dirichle-
tovim grani¢nim uslovima (2) je ekvivalentna integralnoj jednacini Volterrinog
tipa

™

y(z,z) = Cysinz(m —x) — % /q(t) sin z(x — t)y(t + 7, z)dt. (4)

T

Dokaz. Dokaz ¢emo izvrsiti metodom varijacije konstante. NapiSimo jednacinu
(1) u obliku
y' (@) + Ay(z) = q(z)y(z + 7). (5)

RjeSenje homogene jednacine
y" (@) + Ay(z) =0
je
y = C1cos zx + Cy sin 2, (6)

Sada, smatrajuéi da su C7 i Cy funkcije po promjenjivoj z, diferenciranjem
dobijamo

Y (x) = C1() cos zx — Cy(z)z sin zz + C4(z) sin zz + Co(x)z cos zx.

Stavimo da je
C1(x) cos zz + Ch(x) sinzz = 0 (7)

i nadimo y”(z). Imamo

y'(z) = —C1(z)zsin zz — Cy(x)2% cos za 4+ Ch(x)z cos zx — Co(z) 2% sin zx.
Uvrstavajuéi u jednacinu (5) dobijamo
—C1(x)zsinzz + C)(z)z cos zx = q(x)y(z + 7). (8)

Sada iz (7) i (8), mnoZeci prvu sa zsinzz, a drugu sa coszz i sabirajuéi ih
dobijamo
CY(x)(zsin? 2z + 2 cos? zz) = q(z)y(x + 7) cos 2z,
pa je
1
Ch(x) = ;q(:c)y@ + 7) cos zz,
t.

T

Cy(z) = Cy + % /q(t)y(a: + 7) cos zt.

T
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Sli¢no, iz (7) i (8), mnoZeci prvu sa zcos zz, a drugu sa —sin zz i sabirajuéi ih

dobijamo
s

Ci(x) =C1+ % /q(t)y(t + 7) sin zt.

Uvrstavajuéi ovako dobijene Ci(z) i Cy(z) u rjeSenje homogene jednacine (6) i
koristeci se elementarnim trigonometrijskim transformacijama, kona¢no dobijamo

s
1
y(z) = Crcos zx + Cysinzx — — /q(t) sin z(z — t)y(t + 7)dt.
z
x
Iz drugog grani¢nog uslova y(7) = 0 imamo,

1 s
y(m) = Cycos zm + Coysin zm — 2 /q(t) sin z(m — t)y(t + 7)dt = 0.

™

Integral u gornjem izrazu je 0, pa je

Cicoszm + Cysinzm = 0,

t.
cos
Cycoszm = —C1— ZW.
sin zm
Sada je
™
1
y(x) = Cicoszx — Cy T Sinza — - / q(t)sinz(x — t)y(t + 7, z)dt,
sin z7m z
T
.
™
1
y(x) = — COS zx sin zm — cos zmw sin zx — — /q(t) sinz(z — t)y(t + 7, 2)dt,
sin zm z

T

(&5

sin zm

ili nakon §to smo umjesto
dobijamo (4).
U [4] se pokazuje da Volterrina jednacina ima jedinstveno rjesenje.
PokaZimo da vrijedi i obrnuto, tj. da je dobijena integralna jednac¢ina rjesenje
Sturm-Liouvilleove jednac¢ine. Zaista, diferencirajuéi izraz dat sa (4) dva puta
dobijamo

stavili jednostavno C1 i primjenili adicionu formulu

1 s
y(x) = Cisinz(m — x) — 2 /q(t) sin zx cos zt y(t + 7)dt+

T
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™
1

+ - /q(t) cos zz sin zt y(t 4 7)dt.
z
x

1 K
y(r) = Cisinz(m —x) —sinzz — / q(t) cos zt y(t + 7)dt+
z

€T
™

1
+ coszx — /q(t) sin zt y(t + 7)dt.
z

T

y'(x) = —Cyzcosz(m — x)—

™

1 1
— —sin zzq(z) cos zxy(x + 7,2) — —z cos zx / q(t) cos zt y(t + 7)dt+
z z

x
™

1 1
+ —coszx q(z)sinzx y(x + 7,2) — —zsin zz / q(t) cos zty(t + 7)dt,
2 z

xT

.
Y () = —Cyzcos z(m — z)—
— COS 2 / q(t) cos zty(t + 7)dt—
—sin zx / q(t) sin zty(t + 7)dt.
Sada je
Y’ (x) = —C12%sin z(m — ) —

T

+ zsin zz / q(t) cos zty(t + 7, z)dt — cos zxq(x) cos zxy(x + 7)—

x
m

— zCcos zx / q(t)sin zty(t + 7, z)dt — sin zzq(z) sin zay(x + 7) =
x

= —C12%sinz(m — z) — q(x)y(z + 7)+

™

+ zsin zx / q(t) cos zty(t + T, z)dt—

x
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™

— zCos 2z / q(t)sinzty(t + 1, z)dt =

x
m

= —C12%sinz(m — z) — q(x)y(z +7) + 2 / q(t)sinz(x — t)y(t + 7, z)dt.

xT

Uvrstavajuéi u (1) dobijamo identitet, ¢ime smo dokazali i obrat. O

Primijetimo da funkcija data sa (4) zavisi ne samo od z, nego i od z, pa smo
strogo gledano trebali pisati y(z,z). Medutim, zbog jednostavnijeg zapisivanja
izostavlja¢emo promjenjivu z kad god je to moguce i ne utiCe na razmatranje.

Nadimo rjesenje jednacine (4) koristeci se metodom koraka.

Posto je 7 € (0,7) moZemo nadi ko € N takvo da je ko < m < (ko + 1)7.
Izvrsimo podjelu segmenta [0, 7] na nacin prikazan na slici

0 T — kot m— (ko — )T T =27 T—T T
| | | | | | |
I I I I I I I

m— (ko +1)7

Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo sljedece oznake, pri ¢emu ¢emo sa staviti
to = t.

Q(T) = q(t)q(tr)q(tz) ---q(ty) = HQ(ti),

l
dT) = dtdty dty --- dt; = [ [ dts,
=0

x <t< wm—(+1)r (9)

t+7 <1 < w—=lIT
Dl(l’) = (t7t17'~-7tl) . . .

i+ <4< w—7

l
P(Ty) =[] sinz(tin + 7 —t).

=1 7/

Primijetimo, takoder, da su ove oznake rekurzivnog karaktera, npr. P(1;) =
P(T)—y)sinz(tj—1 + 17 — 7).
Posmatrajmo sada sljedece slucajeve,

1. z € (r — 7, 7. Prema postavci problema je y(x) = 0 za © € [r,7 + 7], pa je
ylx+7) =0, za x € [r — 7,7|. Sada je integral u jednacini (4) dobijene u
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prethodnoj teoremi jedan nuli, pa je

y(x) = Cisinz(r — z) — ! /q(t) sin z(z — t)y(t + 7)dt.

z
T

= C;sinz(m —x)

2. ze(r—2r,7m—1].

y(x) = Crsinz(m — x) — % /q(t) sinz(z — t)y(t + 7)dt =
=Cisinz(m —x) — % / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt—

- é / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt

Kao i u prethodom koraku drugi integral je jednak nuli, a u prvom integralu
t + 7 prolazi skupom [ — 7,0], pa je y(t + 7) = Cysinz(m —t — 7). Dakle,
. oo .
y(x) =Cisinz(mr —x) — — [ q(t)sinz(z —t)sinz(r — ¢t — 7)dt.

z
T

3. ze€(m—3r,m—271].
™

y(x) = Cisinz(m — x) — % /q(t) sinz(z — t)y(t + 7)dt =
12227
=Cisinz(m —x) — . / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt—

T—T

1
- / q(t)sin z(x — t)y(t + 7)dt—
T—2T
1 s

- - / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt
ZW—T

Zadnji integral je kao i dosada jednak nuli. Posmatrajmo prvi integral.

Kako t ide skupom [z, 7 — 27|, to t + 7 ide skupom [z + 7,7 — 7. Dakle, u

izrazu y(t+7) promjenjiva ide skupom [ — 27, 7 — 7], pa moZemo iskoristiti

rezultat drugog koraka. Dobijamo
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T—2T

1
- / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt =
z
1 T—2T
= / q(t)sinz(x —t) (Cl sinz(m —t—71)—
o : :
—— [ q(t1)sinz(t+7—t1)sinz(m — t17)dt1 | dt =
t+1
o T—2T
= 71 q(t)sinz(m —t — 7)sinz(x — t)dt—
c T—2T T—T
- —21 q(t)g(t1)sinz(t +7 —t1)sinz(m — t1 — 7) sin z(z — t)dt1dt
z

x t+T

U drugom integralu kako t ide skupom |7 — 27,7 — 7|, t + 7 ide skupom
[r — 7, 7]. Dakle, u izrazu y(t + 7) promjenjiva ide skupom [r — 7, 7], pa
moZemo iskoristiti rezultat prvog koraka, pa dobijamo

=T

1 T™—T
- / q(t)sinz(x—t)y(t+7)dt = G q(t)sinz(x —t) sin z(m — t — 7)dt.
z z
=27 m—2T
Sada je

T—2T
y(x) = Cisinz(m —x) — G / q(t)sinz(x — t)sinz(m — t — 7)dt+
z

xT

+ G / / q(t)q(t1)sinz(t + 7 — t1) sin z(w — t1 — 7)dt1dt—

22
x  t+T
T—T
Gy : :
- — q(t)sinz(x —t)sinz(mr —t — 7)dt =
z
T—2T

= Cysinz(m — ) — G / q(t)sinz(x — t)sinz(m —t — 7)dt+
z

xT

+ p) / / q(t)q(t1)sinz(x — t)sinz(m — t; — 7)sinz(t + 7 — t1)dt1dt =
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=Cysinz(n—z) — % / q(t)sinz(x — t)sinz(m — t — 7)dt+

+ % //Q(Tl)sinz(x — t)P(T1)dTy
Dy

4. x € [r — 47,7 — 37]. Rezonujuéi kao i prethodnom koraku imamo da je

™

y(x) = Cisinz(m — x) — % /q(t) sin z(z — t)y(t 4+ 7)dt =
1 J;T—ST
= Cysinz(mr —x) — 2 / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt—

1 T—2T :

- / q(t)sinz(xz — t)y(t + 7)dt—

T—3T

. T—T

- - q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt—
ZW—/QT

- % / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt

pa primjenjudi rezultate prethodnih koraka dobijamo vodeci racuna o tome
kojim intevalim se kreée promjenjiva imamo

za [z, m — 37]

T—3T
% / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt =
1 T—3T
- / q(t)sinz(x —t) (C’l sinz(m —t —7)—
z
T
o .
—— [ q(t)sinz(z —t)sinz(mr —t — 7)dt+
z

T

+ % //Q(Tl)sinz(:n - t)P(Tl)dT1> =
Dy
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- Czl q(t)sinz(x —t)sinz(mr —t —7)—
C =37 T—T
2 a(t)q(ty) sin=(t + 7 — t1)sin z(w — {)sin (7 — 6y — 7)dbdi+
x  t+T
c T—3T
+ 7; / q(t)sinz(x —t) // Q(Ty)sinz(x — t)P(Ty)dT, =
x Dy
c T—3T
=— [ qt)sinz(z—t)sinz(r —t —7)—
z
C T—3T T—T
- 2721 q(t)q(t1) sinz(t + 7 — t1) sin 2(x — t) sin z(m — 1 — 7)dt1dt+
xr  t+T

C .
+ 7; // . Q(Ty)sin z(x — t)P(T)dT,

Analogno na segmentu [ — 37,7 — 27| imamo

T—2T
1
2 / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt =
T—3T
1 T—3T
= / q(t)sinz(x —t) (Cl sinz(m —t—7)—
z
o : :
—— [ q(t1)sinz(t+7—t1)sinz(mr —t; — 7)dty. |dt =
z
t+7
c T—2T
=2 q(t)sinz(x —t)sinz(mr —t — 7)—
z
T—3T

- 221 / / q(t)q(t1)sin(x — t)sinz(t + 7 — t1) sin z(w — t; — 7)dt1dt =
z t+7
t+7

a na segmentu [ — 27,7 — 7|

T

% / q(t)sinz(x — t)y(t + 7)dt =

T—2T
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z
T—2T

_1 / q(t)sinz(x —t) (Cl sinz(w—t—ﬂ) =

T—T

/ q(t)sinz(x —t)sinz(m —t — 1)

T—2T

a

z

pa kona¢no imamo

y(x) = Cisinz(m — z)—

. _

- / q(t)sinz(x —t)sinz(m —t — 7)+

= | Qsina(e— )P

C .
_ ,z?}// . Q(Ty)sinz(x — t)P(Ty)dTy =

=Cisinz(m —x) — E / q(t)sinz(x —t)sinz(m —t — 7)+
z

xT

3/ 1k
+z_:( D) / | Q@sinz(a - ) P(TT

2k
k=2

ko. x € [0, — ko7]. Ponavljaju¢i postupak iz prethodnih koraka dobijamo

T

y(zr) = Crsinz(m — x) — % /q(t) sin z(z — t)y(t 4+ 7)dt =
= Cysinz(m —x) — % / q(t)sinz(x —t)sinz(r — t — 7)dt+
ko Nk
oy Y / Q) sin 2(x — £ P(T)dT
=1 - Dy

Sada je poljednjim izrazom dato rjeSenje jednacine na cijelom segmentu [0, 7].
Primjetimo, takoder, da je gornje rjeSenje moguce napisati u obliku

y(@) = yo(x) + y1(x) + -+ + Y, (2),
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pri ¢emu je
yo(z) = Crsinz(mr —x), = <,
a yr(x), k # 0 su dati rekurzivno izrazom
1 T—kT
= sinz(z — ) q()yr—1(t+7)dt, = <m—kr
w@ =171
0, x>m—kr

3 Karakteristi¢na funkcija

Definicija 3.1. Ako je skup svojstvenih vrijednosti operatora L, identi¢an skupu
nula funkcije F, tada funkciju F' zovemo karakteristi¢na funkcija operatora L.

Teorema 3.1. A\ = 22 je svojstvena vrijednost operatora L, ako i samo ako je
F(z)=0.

Rjesenja jednacine (1) pored uslova y(m) = 0 trebaju zadovoljavati i uslov
y(0) = 0, pa dobijamo

y(0) = Cysinzm — 2} / q(t)sinz(0 — t)sinz(m — t — 7)dt+
z
0

ko 1k
+C1 Y ( ;) / ; Q(Ty,) sin 2(0 — t) P(T},)dT}, = 0
k=2 k

Takoder, poSto nas interesuju netrivijalne funkcije y koje su rjeSenja problema
moZemo pretpostaviti da je Cy # 0.
Sada se karakteristi¢na funkcija moZe zapisati u sljede¢em obliku

1
F2) = & w0(0) +31.(0) + -+ + 1y (0)).
Ocigledno je funkcija
o |
F(z) =sinmz — — / q(t)sinz(0 —t)sinz(m —t — 7)+
z
0
= (—1)F
+Y / . / Q(T3,) sin z(0 — t) P(Ty,)d T},
= Dy
t.
R B
F(z)=sinmz+ — / q(t)sinztsinz(m —t — 1)+
z
0
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ko ¢ _1yk—1
+k222(?k/ | QUsintP(T)T

karakteristi¢na funkcija operatora L,. Iz prethodnog zapisa karakteristi¢ne funkcije
vidi se da vrijedi sljedec¢a lema

Lema 3.1. Karakteristicna funkcija je cijela funkcija poloviénog stepena rasta.
Pokazacemo da vrijedi sljedec¢a lema

Lema 3.2. Vrijedi sljedeca asimptotska relacija

Imz(r—x—kT)
yrp(x) =0 <€k> , Imz > 0,|z] = o0,z <7 — k7.
z

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti metodom matematicke indukcije. DokaZimo da je
tvrdnja tacna za k = 1, tj. da vrijedi

6IInz(ﬂ'—m—T)
yi(z) =0 , Imz >0, |2] 5 00,z <m—T.

z

1
Posto je na osnovu identiteta sinasinb = 3 [cos(a — b) — cos(a + b)]

m—kT
C
yi(x) = -~ q(t)sinz(x —t)sinz(mr —t — 1) dt =
z
xT
C T c T—T
= / q(t)cosz(m —2t+x —7)dt — —1(:osz(7r —x—T) / q(t) dt,
2z 2z
€T x
to je
T T—T
S [ q(t)cosz(m—2t+x—7)dt — SLcosz(m—x —1) [ q(t)dt
U (LL‘) _ T T
elmz(m—z—7) - elmz(m—z—7)
z z
C mT—T ( 2 ) ( ) =T
1 cosz(m—2t+x— 71 cosz(m—x—T
- 9 / q(t) elmz(m—z—7) o elmz(m—z—7) / q(t)dt
x €T
eiz o 6—1'2
Sada je, koristeci cos(z) = —

eiRez(mr—z—7)—Imz(r—z—7) + e~ iRez(r—z—7)+Imz(r—z—7)

cosz(m—x—17)

elmz(r—z—7) - 2elmz(rm—z—T)

eiReZ(TI'—Z‘—T)

_ —iRez(m—xz—7) __
T 9e2Imz(r—2—T) te ol )= 0(1)
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za Imz > 0, |z| = oo, © < 7w — 7. Sli¢no je i

cosz(m—2t+x—7)

elmz(r—z—7)

= 0(1)

zalmz >0, |2] 200,z <7 —T.
Iz ovoga moZemo zakljuciti da je tvrdnja tacna za yi(z).
Pretpostavimo da je tvrdnja tacna za yx(x), tj. da vrijedi

elmz(ﬂfxfk‘r)

2k

yr(z) = O <

), Imz > 0,|z| = oo,z <7 —kT.

pa dokaZimo da je tatna i za yj,1(z).

Zaista,
m—(k+1)T
_71 [ q(t)sinz(x — t)yg(t + 7)dt
Yrp1(z) » B
elmz(r—z—(k+1)7) eImz(z—(k-‘rl)T)z*k*l =
P
m—(k+1)7

. . yp(t +7)
— / q(t)sinz(x —t) e dt

xT

Primijenjujuéi induktivnu pretpostavku imamo da je

m—(k+1)7
/ q(t) sin z(x — t)e ™=@ = O(1)

€T
za Imz > 0, |z] — oo, x < 7 — 7. Posto smo ve¢ dokazali da je i

sin z(x — t)
elmz(z—t)

= 0(1)

za Imz > 0, |z| = 0o, © < 7 — 7, kompletirali smo dokaz leme. O
Iz ove leme slijedi da vrijedi slijedeéi teorem

Teorema 3.2. Za funkciju F(z) vrijedi sljedeca asimptotska relacija

T Imz(r—27)

1
F(z) = sin7rz+; / q(t) sin zt sin z(m—t—7)dt+O (e

5 >, |z] = oo, Imz > 0.
z

0

Dokaz. 1z leme direktno slijedi da je

Imz(m—27)
y2(0) + ... Yk, (0) = O <e>

22
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za Imz > 0, |z| = oo, v <7 — (k+ 1)1, a posto je

1
F(z) = z;;(yo(o)<+-y1(0)-+---<+-yk0(0)),
imamo je tvrnja teorema tacna. O

Teorema 3.3. Funkcija F(z) ima prebrojivo mnogo nula, pri ¢emu se za dovoljno
veliko n u krugu K,, = {z ||z — n| < %} nalazi tacno jedna nula ove funkcije.

Dokaz. Pokazano je da vrijedi

1 o eImZ(ﬂ'—2T)
F(z)=sinmz + — / q(t)sinztsinz(mr —t —1)dt + O | ——— | ,
o z
0

za Imz > 0, |z| — oc.
Sada stavljajuci

f(z) =sinmz

ﬂ@=i77
0

primjenom RuSeove teoreme (vidjeti [11]) pokazujemo tacnost nage tvrdnje. [

Imz(m—27)
q(t)sinztsinz(m —t — 7)dt + O <6>

22

Dakle, pokazali smo da karakterti¢na funkcija ima prebrojivo mnogo nula i da
se sve nule nalaze u blizini cijelih brojeva, pri ¢emu se ta¢no jedna nula nalazi u
krugu polupreénika 1 sa centrom u (n,0).

Teorema 3.4. Ako je F(z) karakteristicna funkcija i ako je z,, Imz, > 0 niz
nula funckije F'(z), pri ¢emu je z, ona nula koja je najbliZa prirodnom broju n i
standardnoj metrici skupa kompleksnih brojeva tada vrijedi:

Zpn =N+ —+o0|— |, n—>0
n n

gdje je ¢, ogranicen niz za koji vrijedi

1{17 o
a=—13 / q(t)dt cosnt — / q(t) cosn(2t — 7)dt
0 0

Dokaz. Na osnovu ranije dokazanog imamo da je
Zp =N+ an,
pri ¢emu je

1
|an| < 57
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pa je
an = (1),n — oc.

Sada iz F(z,) = 0 imamo da je

T—T
lim z,sinz,m + / q(t)sin zptsin z,(mr —t — 7) dt = 0.
n—o0

0

Ovdje smo koristili ¢injenicu da lim z, = 400 i da je
n—oo

Imz, (7—27) Imz, (7—27) 2 Imzy, (7—27)
lim 2,0 <6> = lim 2,0 (e ) “n ¢ =

n—00 ZTZL n—00 ZTQL eImzy (T—27) 2121
elmzn (m—27)

S T —o 1§ B}

n—o0 Zn
Dalje je
T—T

lim (n 4+ ay,)sin(n + ap)7 + / q(t)sin(n + an)tsin(n + a,)(m —t — 7)dt = 0.

n—00
0

Naime, posto je a, = o(1), n — oo pokazuje se da je
T
/ q(t)sin(n + a,)t sin(n + ap)(r —t —7)dt = O(1), n — oo
0

jer je podintegralna funkcija ogranicena.
Dalje je,

anT
apm(—1)"(n + ay) = O(1), n — c©

Sada zbog na, = O(1), n — oo imamo da je

o)
an:——i—o — 777,—)00.
n n

Odredimo ¢,,. Posto vrijedi

n

1 T Imz(w—27)
F(z,) =sinmz, + P / q(t)sin zptsin z,(r —t — 7)dt + O (62) =
0
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T™—T m™T—T

1 1 1
=sinmz, + 5, cos Zn(m —17T) / q(t)dt — 3 q(t)coszp(m —2t+7)dt + 0 ()
Zn n n
0

uzimajudi u obzir da je z, = n + 2 + (%) , n — oo vrijede sljedece asimptotske
relacije kad n — oo

1
sinmz, = (—1)”CTi +o () )
n n
— 1
cos(m—T)z, = (—=1)" <cos nT + enlm = 7) sinnr) +o () ,
n n

1 1 <1>
— =—4o0| - ,
Zn 0N n

cos(m — 2t + T)zm = (—1)" <cosn(2t ) W) +o <;> ,

Uvrstavajuci prethodne asimptotske relacije u

F(z,) = sin7rzn—f—i cos zp (T —7) / q(t) dt—i q(t) cos zp(m—2t+7) dt+o <1>
22n 2z, Zn
0 0

dobijamo nakon sredivanja

1 1 T—T T—T

S / q(t)dt cosnt — / q(t) cosn(2t — 7)dt
™
0 0
O

Posledica 3.4.1. Neka su A, svojstvene vrijednosti operatora L, takve da je
ReA > 0. Tada vrijedi

T—T T
1
Ay =n? — oS T / +-— / q(t) cosn(2t — 7)dt + o(1), n — oo.
T T
0 0

Dokaz. Ve¢ smo pokazali da je

T—T T
1 1
zn = n+— | cosnt / q(t) dt — / q(t)cosn(m — 2t +7)dt | +o <> » T — 00
2mn n
x x

Posto je A\, = 22 imamao da je

T T

1 1
A\, =22 = — t)dt — t — 92t dt =
z: n+ 5 | cosnT / q(t) / q(t) cosn(m +7) +o <n>
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2

T™T—T T—T

1 1\?
2
=n +W cosnT/q(t)dt— /q(t)cosn(w—Qt—i—T)dt —|—0<) +

n
1 T—T T—T ]
+ — | cosnt / q(t)dt — / q(t)cosn(m — 2t +7)dt | + 2no (n) +
0
1 1 T T—T
+o () — | cosnt / q(t)dt — / q(t)cosn(mr —2t+7)dt | =
n) nw
T ] T—T
—p2 4 80T / q(t)dt — = / q(t)cosn(m —2t+7)dt +o0(1),(n — o0)
v T

4 Zakljucak

U ovom radu smo konstruisali rjeSenje Sturm-Liouvilleove jednacine sa konstant-
nim preticanjem, te izveli karakteristi¢nu funkciju operatora L, uz Dirichletove
grani¢ne uslove. Takoder, smo pokazali asimptotsko ponaganje svojstvenih vri-
jednosti tog operatora.
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Apstrakt

Cuveni Zenonov paradoks o utrci izmedu najbrzeg starogrékog heroja iz
Homerove Ilijade i Odiseje, Ahileja i spore kornjace i danas je, nakon vise od
2500 godina, predmetom brojnih rasprava u filozofiji i matematici. Drevni
filozofi Platon, Aristotel, Toma Akvinski, suvremeni filozofi poput Martina
Heideggera, osnivadi diferencijalnog rac¢una Newton i Leibniz, osnivaé teorije
relativnosti Albert Einstein, matematicar i logi¢ar Bertrand Russel i brojni
drugi znanstvenici suocavali su se s Zenonovim argumentima. Prema Rus-
selu ovi paradoksi "postali su osnova matematicke reneseanse”. 1 danas je
ovaj ‘“zloglasni paradoks predmetom proucavanja filozofa i matematicara,
o Cemu govore mnogi radovi koji su objavljeni na tu temu. U ovom radu
ukazano je na vi§eznacnost klju¢nog Zenonovog argumenata u paradoksu
o Ahileju i kornja¢i. Analizirana je beskonatna djeljivost kona¢nih inter-
vala prostora i vremena koja se javlja u Zenonovim konstrukcijama. De-
taljnom analizom beskonac¢ne djeljivosti nailazi se na problem visezna¢nosti
pojma beskonac¢nosti koja se moze interpretirati kao potencijalna ili aktualna
beskona¢nost. U klasiénom matemati¢kom rjesenju pomocéu geometrijskog
reda, beskonacéna djeljivost svodi se na odredivanje limesa niza parcijalnih
suma. Na taj nafin, rjeSenje paradoksa ovisi o definiciji limesa niza koji se
tumagci preko potencijalne beskonacnosti. U tom smislu paradoks se moze
smatrati rijeSenim. No, ako se beskonacna djeljivost shvati u smislu ak-
tualne beskonac¢nosti, izvod starogrékog genija i dalje ostaje u odredenom
smislu paradoksalan. Naime, aktualnu beskonaé¢nost nije mogucée iskustveno
predoditi. Stoga aktualnu beskona¢nost nije moguée niti adekvatno pojmiti.
Beskonaé¢no kao totalitet transcendira sve sposobnosti naseg misljenja i os-
taje mu nedohvatljivo. Ovim radom pokazano je da nam Zenonov paradoks
o Ahileju i kornja¢i ukazuje da prostor i vrijeme sadrze neka zagonetna
svojstva, poput beskonacne djeljivosti, koju ne mozemo obuhvatiti nagim
intelektom.

Kljuéne rijeéi: Zenonovi paradoksi, potencijalna beskonac¢nost, aktualna
beskonacnost, geometrijski red

1 Uvod

Zenon iz Eleje, (490. - 430. pr. Kr.) gr¢kog gradi¢a na jugu Italije, filozof je
iz razdoblja prije Sokrata. Njegove aporije, gré. nesavladive, nerjeSive poteskoce
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ili problemi, najpoznatiji su matematicki paradoksi svih vremena koji su i danas
predmet proucavanja matematiCara i filozofa. Ucenik je slavnog filozofa Par-
menida, gré. (515. pr. Kr.) kojega Platon, gr¢. smatra “velikim i uzviSenim®
te je pripadao njegovoj Elejskoj 8koli filozofije. Zenonov utjecaj na vodece grcke
filozofe Platona i Aristotela iznimno je velik. Najznacajniji Platonovi dijalozi
Parmenid i Sofist posveéeni su promisljanju o bitku, bi¢u i idejama koje je razvi-
jao Parmenid. Prema Parmenidovoj filozofija bitka, bice je uvijek u sebi jednako
vjetno i savrSeno, ne moze nestati niti nastati [1]:

“Jedino opis preostaje puta
prema kom (bice) postoji.
Na njemu vrlo su mnogi znaci da je
nenastalo 1 neunistivo bice,
jer je celovito (ono), nepomicno, bez zavrsetka;
niti je bilo niti ée biti, citavo sad je, jedno,
neprekidno.“

Pravi filozofi upoznati su s ovom vjetnom spoznajom te se nalaze na putu is-
tine. Vecini obi¢nih ljudi ona ostaje zauvijek skrivena. Prosjecni ljudi na putu su
mnijenja, jer se [2] “Na temelju ljudskog iskustva ne moze sagledati dubina prave
istine.“. Parmenid je tako jedan od prvih velikih kriticara ljudske spoznaje u
povijesti Zapadne filozofije.

Da bi potkrijepio Parmenidova stajaliSta Zenon je iznio ¢etrdeset paradoksa, od
kojih je Aristotel, (384. - 322. pr. Kr.) izdvojio Cetiri te ih je nazvao aporijama
ili paradoksima. Iako je mnogo doprinio filozofiji i logici, Zenon je najpoznatiji
upravo po svojim Cuvenim paradoksima. Spomenute paradokse Aristotel je iznio
u svojoj Fizici. Oni predstavljaju prvi primjer uvodenja dokaznog postupka koji
je poznat kao reductio ad absurdum, odnosno nacela kontradikcije. Najpoznatiji
su paradoksi o Ahileju i kornjac¢i, dihotomiji, strijeli i stadionu.

Smisao Zenonovih paradoksa nije u dokazivanju da prostor, vrijeme i kretanje
ne postoje, §to bi bilo potpuno apsurdno. Naprotiv, Zenon paradoksima nas-
toji ukazati kako je ¢ovjekovo misljenje kojim nastoji opisati kategorije prostora,
vremena i kretanje nejasno i kontradiktorno. Iz toga slijedi zakljuc¢ak kako pros-
tor, vrijeme i kretanje nije mogucée matematicki i logic¢ki opisati. Ove kategorije
naprosto izmi¢u moguénostima ¢ovjekovog misljenja.

Zenonovi paradoksi veé¢ 2500 godina inspiriraju vodece filozofe i matematicare.
Tumacili su ih drevni grcki filozofi poput Simpliciusa od Cilicia, Arhimeda, Aris-
totela, Platona i monogih drugih. Filozofski zna¢aj paradoksa uocili su i srednjov-
jekovni filozofi poput Tome Akvinskog. Jedno vrijeme se ¢nilo da su paradoksi
rijeSeni pomocéu geometrijskih redova koji su otkriveni u 17. stolje¢u. Pojam kon-
vergencije nizova pocetkom 19. stolje¢a prvi put precizno je definirao Augustin
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Louis Cauchy. Time su osnovni pojmovi diferencijalnog i integralnog racuna
dobili precizan suvremeni oblik. U tom kontekstu javljaju se i nova rjesenja
Zenonovih paradoksa koji se svode na sume geometrijskih redova. Medutim, nova
otkric¢a iz 19. stolje¢a u teoriji skupova Georga Cantora omogudila su potpuno
novi pogled na pojam beskona¢nosti. Spomenuta otkriéa omogudila su i novi
pristup Zenonovim paradoksima koji su se ponovo nagli u srediStu interesa na-
jveé¢ih matematicara toga vremena. Pocetkom 20. stoljeca s razvojem teorijske
matematike i moderne matematicke logike raste Zenonova popularnost. Jedan od
najve¢ih matematicara 20. stolje¢a Bertrand Russell bio je fasciniran Zenonovim
argumentima. Prema Russelovim rije¢ima |[3]:

“U ovom hirovitom svijetu nista nije hirovitije od posmrtne slave. Jedan od na-
jboljih primjera Zrtvi zbog loSeg rasudivanja novih generacija jest Elejac Zenon.
Nakon sto je izmislio Cetiri argumenta od kojih su svi bili nemgjerljivo suptilni i
smisljeni, najveéi dio kasnijih filozofa ga je proglasilo dovitljivim, a njegove ar-
gumente sofizmima. Poslije dvije tisuée godina neprestanog opovrgavanja, ovi su
sofizmi ponovo postavljeni, i postali su osnova matematicke renesanse ...“

Danas se Zenonovi paradoksi javljaju kao nezaobilazna tema nove matematicke
teorije poznate kao ne-standardna analiza. Spomenutu teoriju uveo je Abraham
Robinson koji je skup realnih brojeva prosirio nestandardnim infinitezimalnim el-
ementima [4]. Time se uvodi novi ra¢un s infinitezimalno malim veli¢inama koji
zamjenjuje dosadasnju € — § tehniku. U okviru ne standardne analize javljaju se
i novi dokazi Zenonovih paradoksa [5].

Interes za Zenonove paradokse ni danas ne prestaje o ¢emu svjedoci veliki broj
znanstvenih radova objavljenih na tu temu [6-8]. Pristup Zenonovim paradok-
sima i koncepti njihovih rjeSenja ovise o stupnju razvoja filozofije, matematike i
znanosti odredene epohe. Stoga je prili¢no naivan stav da su spomenuti paradoksi
jednom zauvijek rijeSeni.

Cilj ovog rada je jasno pokazati kako rjeSenje Zenonovog paradoksa o Ahileju
i kornjaci ovisi o definiciji pojma beskonatnosti kao potencijalne i aktualne. Uko-
liko se prihvati koncepcija aktualne beskona¢nosti, Zenonovi izvodi i dalje ostaju
paradoksalni. Oni ukazuju na nedostatnost matemati¢kog misljenja pri opisivanju
kategorija prostora i vremena.

2 Paradoks o Ahileju i kornjaci i geometrijski redovi

U matematici i filozofiji ¢esto puta se moze pronaéi misljenje da su Zenonovi
paradoksi rijeSeni primjenom geometrijskih redova. Jos je Arhimed, (287. - 212.
pr. Kr.) prona§ao metodu pomocu koje je moguce zbrojiti beskona¢no mnogo
¢lanova niza ¢iji ¢lanovi geometrijski opadaju. Svoju metodu primjenio je na
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odredivanje povr§ine ispod parabole. Tako je povrSinu ispod odsjecka parabole
izralunao popunjavajuéi je sve manjim i manjim trokutima. Broj m Arhimed
je aproksimirao opisujuéi oko kruznice i upisujuéi u kruznicu pravilne poligone.
Racunavsi njihove povrsine dobio je vrlo preciznu aproksimaciju iznosa 3.14. U
prethodno navedenim izra¢unima kriju se osnovne ideje infinitezimalnog racuna.
Upravo pomocu infinitezimalnog rac¢una, preciznije geometrijskih redova, mogucée
je izracunati put koji prevali Ahilej dok sustigne kornjacu kao i vrijeme koje je za
to potrebno.

Sam paradoks o Ahileju i kornjaci, kao i druge Zenonove paradokse, zapisao je
Aristotel u svojoj Fizici. Prema Aristotelu Zenonov izvod glasi [9]:

Ahil: "U wutrei, najbrzi trka¢ nikada ne moZe presti¢i najsporijeg, zato sto go-
nitely prvo mora docéi do tocke odakle je gonjeni poSao, pa prema tome najsporiji
uvijek ima prednost.” (Aristotel, Fizika VI:9, 239b15)

10 m 1m 0.1m

Slika 1. Utrka izmedu brzog Ahileja i spore kornjace

Zenon je zamislio utrku izmedu brzog Ahileja i spore kornjace (Slika 1). Pojed-
nostavljeno, neka je kornjali dana prednost od 10 m nad Ahilejem te neka je
Ahilej 10 puta brzi od kornjace. Tada, dok Ahilej pretréi 10 m, kornjata prevali
1 m. Dok Ahilej pretréi taj 1 m, kornjaca odSeée jo§s 0.1 m. Dok Ahilej pretréi
preostalih 0.1 m, kornjaca se udalji jo§ 0.01 m i tako dalje, sve do u beskonacénost.
Cini se, dakle, da Ahilej nikada nece pretréati kornjatu.

Zenonov Ahilej ipak ¢e susti¢i kornjadu i to nakon §to prevali 10 milmi 0.1 mi
0.01 m itd. Prevaljeni put moze se zapisati kao beskonactni geometrijski red, ¢ija
se suma odredi matematickom formulom:

10+1+01+001+...= =—=—m



Prevaljeni put je, naravno, konacan i iznosi totno %m.

Pritom je i vrijeme potrebno da Ahilej dostigne kornjatu konalno. Neka je
Ahilova brzina jednaka v. Tada je vrijeme u kojemu on prevali prvih 10 m jednako
t1 = 10m/v, slijede¢i 1 m prijede za to2 = Im/v , preostali 0.1 m za t3 = 0.1m/v
i tako dalje do u beskonacnost.

Ukupno vrijeme koje je Ahileju potrebno da sustigne kornjacu jednako je:

ti+ta+ts+...=10m/v+ 1m/v+0.1m/v+ ... =

1 100
=—(104+1401+..)=—m
v v

Prema tome, vrijeme potrebno da Ahilej sustigne kornjacu je kona¢no i iznosi

%m. Kako su dobiveni put i vrijeme konacni, na prvi pogled se ¢ini da je prob-

lem rijeSen.

Medutim, daljnjim analiziranjem sume geometrijskog reda koja se svodi na limes
niza parcijalnih suma, vidi se da rjeSenje ovisi o definiciji limesa niza (n — 00).
Prethodno izratunati limesi ovisni su o Cauchyjevom poimanju limesa ( € — ¢ ili
e—nyp tehnika). Kako pojam limesa sadrzi pojam beskonac¢nosti, u njegovoj defini-
ciji nuzno je sadrzana ideja beskonalnosti. Opisana beskonacnost koja se javlja
u definiciji limesa je potencijalna beskona¢nost. Limes niza se pritom shvacéa kao
vrijednost kojoj niz tezi, ali je ne moze nikada dostici ili aktualizirati. Koliko god
konvergentni niz bio blizu svojoj grani¢noj vrijednosti on je nikada stvarno ne
dohvaéa, iako mu se nalazi po volji blizu. Stoga i rjeSenje paradoksa pomocéu ge-
ometrijskih redova ovisi o tumacenju potencijalne beskonac¢nosti. Ovdje se susrecu
dvije najznacajnije medusobno suprotne koncepcije beskonaénosti koje prozimaju
Gitavu povijest filozofije i matematike: potencijalna i aktualna beskonacnost.

3 Potencijalna i1 aktualna beskonac¢nost i paradoks o
Ahileju i kornjaci

Davno prije Newtona, Leibniza, Cauchya i Cantora problemom beskonac¢nosti
bavili su se starogrcki filozofi u samim pocecima razvoja filozofskog misljenja. Pi-
tanje beskonacnosti, neogranicenosti, neizmjernosti u filozofiju je uveo starogrcki
filozof Anaksimandar, (610. - 546. pr. Kr.), pripadnik Miletske skole, oznacivsi
prapocelo, gré. Nakon njega, problemom beskonac¢nosti bavili su se gotovo svi
veliki starogrcki filozofi.

Tako je i vodedi starogréki filozof Aristotel nastojao odgovoriti na pitanje postoji
li uopée apeiron ili beskonatno? Ako beskona¢no postoji, potrebno je protumagciti
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na koji nadin postoji? Prema Aristotelu oc¢igledno je da beskona¢no postoji. U
prilog toj tvrdnji Aristotel iznosi nekoliko argumenata. Neke argumenate Aris-
totel preuzima iz matematike te ih iznosi u svojoj Fizici. Spomenuti argumenti
odnose se na beskona¢nu djeljivost te beskonatnost matematickih veli¢ina i bro-
jeva:

“...drugo iz dijeljenja kolikoca, jer 1 matematicari upotrebljavaju
beskonacnost...peto, u najvecoj mjert 1 najistinskije zbog onoga sto prouzrokuje
svima zajednicku poteskocu, naime, otud sto u misljenju nema prestanka cini se
da je beskonacan 1 broj 1 matematicke velicine...”
(Fizika III, 203 b 15-32.)

Aristotel iznosi i druge argumente poput beskonacnosti tijeka vremena i beskona¢nosti
procesa nastajanja i propadanja.

Za razumijevanje Aristotelovog u¢enja o beskona¢nosti potrebno je objasniti neke
temeljne pojmove njegove metafizike. Prema Aristotelu unutrasnja pocela koja
odreduju svako bi¢e su mogucnost (potentiae) i zbiljnost (actus). Mogucnost i
zbiljnost nisu bi¢a nego pocela svakog bic¢a. Pojednostavljeno, zbiljnost pred-
stavlja ostvarenje ili perfekciju ili neko svojstvo koju neka stvar moze postiéi.
Primjerice, iz kamena se moze naciniti kip. U kamenu je na neki nacin sadrzan kip,
ali samo u mogucnosti. Ve¢ nacinjeni kip jest kip u zbiljnosti. Stoga moguénost
postoji, ali samo u odnosu na zbiljnost, na neko realno svojstvo ili sadrzaj koje
bic¢e moze aktualizirati. Svako bic¢e se prema Aristotelu nalazi izmedu mogucénosti
i zbiljnosti. U tom smislu Aristotel shvac¢a i beskona¢no na dva razli¢ita nacdina,
kao potencijalno i aktualno beskonacno.

Aktualno beskonalno je nesto §to je dovrSeno i zaista nacinjeno od beskona¢no
mnogo elemenata. Aktualno beskona¢no predstavlja totalitet, jedinstvenu beskonaénu
cjelinu koja aktualno ili zbiljski postoji kao beskona¢na. Medutim, Aristotel sma-

tra da beskona¢nost postoji samo na potencijalan nagin:

"Beskonacnost biva samo po potenciji.”
(Aristotel, Fizika III, 206 a 17)

Nastojavsi detaljnije objasniti nadin postojanja potencijalne beskonanosti Aris-
totel tvrdi da:

"Beskonacnost uopée postoji u smislu da se uzima uvijek drugo i opet drugo, a
to Sto se uzima uvijek je ograniceno, ali © uvijek i opet razlicito."
(Aristotel, Fizika III, 206 a 27-29)

Prema tome potencijalnu beskona¢nost treba shvatiti u smislu dodavanja uvijek

novih i razli¢itih dijelova ili dijeljenja na sve manje i manje dijelove. Pogre$na
bi bila interpretacija potencijalne beskona¢nosti kao potencijalne moguénosti da
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iz konacnog nastane beskonac¢no, kao §to iz kamena moze nastati kip. Naime,
beskona¢nost nikada ne moze biti aktualizirana.

Aristotelovo tumacenje potencijalne beskona¢nosti u skladu je s poimanjem besko-
nag¢nosti skupa prirodnih brojeva N. Naime, koliko god veliki prirodni broj n € N
bio izabran uvijek postoji veéi i drugaéiji, potpuno novi prirodni broj n +1 € N.

Takoder, u odnosu na beskona¢nu djeljivost prostora i vremena, Aristotelova
definicija potencijalne beskonacnosti u skladu je sa suvremenom Cauchyjevom
definicijom limesa niza. Naime, bilo koja kona¢na veli¢ina uvijek se moze dijeliti
na dva dijela. Na taj nacin dobije se % te veliCine. Zatim se % veli¢ine podijeli
na dva dijela te se dobije i velicine. Nadalje, prema Aristotelu ovaj postupak
moguce je ponoviti proizvoljno mnogo puta. Time se, nakon ponavljanja, dobije
proizvoljno malena veli¢ina dimenzije 2% Medutim, koliko god vrijednost 2% bila
mala, ona nikada nece biti jednaka nuli. Sto znagi da se proces dijeljenja prema
Aristotelu nikada ne moZe dovr§iti odnosno potpuno aktualizirati, Sto je unutar
koncepcije potencijalne beskona¢nosti potpuno logitno. Naime, nije mogucée ak-
tualno ili stvarno naciniti beskona¢no mnogo podjela.

U tom smislu nazire se i Aristotelovo rijeSenje Zenonovog paradoksa o Ahileju i
kornjaci. Naime, nije moguce zbiljski provesti beskona¢nu diobu kona¢nog dijela
prostora i vremena na sve manje i manje intervale oblika:

[0, 10m], [10m, 11m], [11m, 11.1m], [11.1m, 11.11m)], ...

[0,10m/v], [10m /v, 11m/v], [11m /v, 11.1m/v], [11.1m /v, 11.11m/v], ...

Beskonac¢na djeljivost prostora i vremena jest potencijalno beskona¢na i kao takva
ona nikada ne moZe biti aktualno ostvarena. Stoga nije ni moguéa podjela in-
tervala prostora i vremena na aktualno beskona¢no mnogo dijelova. Aktualno
beskona¢no mnogo dijelova ne moZe prema Aristotelu ni postojati.

Na ovom mjestu sam Aristotel je veoma jasan:

“kad je prijedena cijela crta, izlazi da je izbrojen beskonacan broj, Sto je po
opéem mnijenju nemoguce”
(Fiz. 263a9-11).

Aristotelova koncepcija potencijalne beskona¢nosti odredila je razvoj matematic¢kih
ideja. Prihvacali su je matematicari i fizicari poput Newtona, Cauchya, Dedekinda
i Weierstrassa. Spomenuti matemati¢ari na matemati¢ki su nacin formalizirali
Aristotelove ideje potencijalne beskonacnosti i pretodili je u definiciju limesa,
derivacije ili integrala. U prethodnom poglavlju opisano je rjesenje Zenonovih
paradoksa pomocu geometrijskih redova.
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Potpuno drugaciji smisao ima pojam aktualne beskonac¢nosti. Ideju aktualne
beskonatnosti zastupali su brojni znanstvenici i filozofi poput Giordana Bruna,
Galileo Galileia, Leibniza i Hegela. U matematiku aktualno beskonacno uvodi
George Cantor sredinom 19. stolje¢a u okviru svoje teorije skupova. Cantorove
ideje potaknule su razvoj suvremene matematike. Ipak, aktualnu beskonacnost
nije moguée iskustveno predociti. Beskonaéno kao beskona¢no nadilazi sposobnost
tovjekovog migljenja koje je utemeljeno na iskustvenim ¢injenicama. Beskona¢no
kao takvo ostaje s druge strane ¢ovjekove spoznaje. Kako je Aristotel ispravno
uocio, ¢ovjeku je moguce shvatiti samo potencijalnu beskonacnost Cija se definicija
oslanja na konacno.

Stoga, Zenonov paradoks u konacnici ovisi o poimanju beskonacnosti kao po-
tencijalne i aktualne. Ako se beskonacna djeljivost konatnih dijelova prostora
i vremena koja se javlja u paradoksu o Ahileju i kornja¢i pokuSa interpretirati
u smislu aktualne beskonacnosti paradoks i dalje vrijedi. Nije moguce zamisliti
utrku koja bi se sastojala od aktualno beskonaéno mnogo prostornih i vremenskih
intervala.

Sam Zenonov paradoks o Ahileju i kornjaéi ukazuje na ogranicenost ¢ovjekovog
misljenja pri pokusaju matemati¢kog opisivanja prostora i vremena. Prostor i
vrijeme sadrze neka svojstva koja Govjek nije u stanju do kraja misaono opisati.
Zato su Zenonovi paradoksi i danas, nakon 2500 godina, ponovo aktualni.

4 Zakljucak

U radu je pokazano kako se interpretacija rjeSenja Zenonovog paradoksa moze pro-
matrati sa dva stajaliSta ovisno o poimanju beskonacnosti u matematici. Beskonac¢na
djeljivost prostora i vremena koja predstavlja jezgru Zenonovih argumenata moze
se protumaciti na dva razli¢ita nac¢ina. Prvi ukljuc¢uje potencijalnu beskonac¢nost
koja se primjenjuje u definiciji matematickog pojma limesa. U tom smislu Zenonov
paradoks svodi se na limes niza te je na taj nacin i rijeSen. Promatra li se
beskonac¢nost kao aktualna beskonacnost uoc¢ava se da problem beskonacne djeljivosti
prostora i vremena nije moguée predociti. Matemati¢ko migljenje pokazuje se ne-
dovoljnim za adekvatno rjesenje problema. Time kljuéni Zenonov argument i dalje
ostaje na snazi.
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Apstrakt

Prisustvo razli¢itih geometrijskih figura koje u pravilnom redu prekrivaju
povrSine moguce je videti na podovima i zidovima mnogih arhitektonskih
objekata i spomenika kulture. Ovako dobijene Sare nastale preciznim ukla-
panjem geometrijskih oblika, bez medusobnog preklapanja i ostavljanja slo-
bodnog prostora mogu se videti i na mozaicima, vitrazima, kao i na Sarama
na posudama.

Ono $to me je podstaklo na istrazivanje u ovoj oblasti jeste saznanje da
je formiranje povrsina pomocu geometrijskih Sara, istrazeno u matematickoj
oblasti nazvanoj teselacije. Pojam teselacije definisan je u matematici tek
u XVII veku, iako se od antickih dana covek bavio geometrijskim figurama
i njihovim kombinovanjem u cilju prekrivanja povrsina. Primena teselacija
prisutna je na raznim meridijanima, u mnogim kulturama i kroz vremenske
epohe polazeéi od najjednostavnijih poplocavanja pa do fantasti¢nih ge-
ometrijskih kombinacija, pratec¢i odredeni sled i dolazeci do istih logickih
obrazaca i istih rezultata. Jedan od razloga odabira ove teme je i njena uni-
verzalnost u vremenu i prostoru. Danas se princip teselacije primenjuje u
mnogim oblastima, u tekstilnoj industriji, pri izradi raznih dezena tekstila,
u gradevinarstvu, u dizajniranju elemenata podnih i zidnih obloga, u umet-
nosti, u mnogim naukama, u optici i kristalografiji. Teselacije su prisutneiu
drustvenim igrama, u decijim igrama slagalica kao i u slozenim kompjuter-
skim igricama. U kompjuterskoj grafici i u dizajnu danas se u velikoj meri
primenjuju teselacije.

1 Uvod

Podrucje istrazivanja u ovom radu predstavljaju teselacije koje su poznate jos
od antickog perioda, ali sam pojam teselacije i njegovu definiciju uveo je Kepler
1619. godine. Termin teselacije, predstavlja prekrivanje, odnosno poplocavanje
razli¢itih povrsina geometrijskim oblicima, koji se ponavljaju bez medusobnog
preklapanja i formiranja Supljina izmedu sebe. Ovako sloZeni oblici stvaraju
razli¢ite Sare, raznih oblika i boja, koje se mogu videti na raznim mestima na

307



poploCavanju, mozaicima i vitrazima. Ove teselacije nastale su u razliitim epo-
hama, na razli¢itim mestima u svetu, iz estetskih ili spiritualnih razloga.
Predmet istrazivanja ovog rada obuhvata:

1. analizu i ispitivanje teselacija,

2. analizu teselacija kroz istoriju,

3. ispitivanje l-uniformnih teselacija euklidske ravni,

4. primenu teselacija u savremenom Zivotu.

Cilj istrazivanja u ovom radu je:

1. teorijska analiza u smislu primene saznanja o teselacijama,

2. sagledavanje i utvrdivanje primene teselacija,

3. utvrdivanje Siroke primene teselacija u svim sferama savremenog Zivota,

4. afirmacija teselacija kao poznate matematicke teorije, koja se primenjuje u
mnogim disciplinama i iznova potvrduje svoju aktuelnost.

Za istrazivanje u okviru rada o teselacijama koristiStene sledeée metode is-
trazivanja:

1. analiza podataka iz prikupljene literature o ovoj problematici,

2. analiza prethodnih istrazivanja u ovoj oblasti uz obradu podataka dobijenih
prethodnim analizama i sistematizacijom podataka,

3. metoda zakljutivanja iz prethodnih ¢injenica o opstem saznanju.

Rezultati istrazivanja o teselacijama i njihovoj primeni u svakodnevnom zivotu
bi¢e prikazani kroz sumiranje i interpretaciju prethodnih saznanja i novih za-
kljuc¢aka do kojih se ovim istrazivanjem doglo.

2 Rezultati istrazivanja i diskusija

Ret¢ teselacija potice od jonske verzije grcke reci tesseres Sto znaci broj Cetiri.
Analizirajuci tekstove koji se bave ovom problematikom veoma Cesto u istori-
jskim tekstovima prisutna je re¢ tessellate koja ima znacenje poplocavanja ra-
zli¢itih povrsina plocicama kvadratnog oblika, kao kada se pravi mozaik. U istoriji
arhitekture i umetnosti prva osmigljena poplocavanja bila su upravo ploCicama
kvadratnog oblika. Pod terminom "poplotavanje ravni" podrazumevamo prekri-
vanje ravni oblicima koji se po nekom pravilu ponavljaju tako da izmedu njih nema
Supljina i da se oblici ne preklapaju. Geometrijske figure koje prave teselaciju
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2) b)

Slika 1: Primeri uklapanja ploc¢ica u teselacije koris¢enjem:a) translacije,b) osne
refleksije,c) centralne simetrije i d) klizajuce refleksije

- - x_r,r ..-‘ \ WYy / - P
/f\\r/l» o £ -":"“1"4

s il et '
- 5 - o = :

a. b.

Slika 2: Primeri monoedarskih teselacija: a. poplocavanje pravilnim trouglom,
b. poplotavanje pravilnim Sestouglom, c. poplo¢avanje rombovima, d. spiralno
monoedarsko poplocavanje, e. poplocavanje ploc¢icama nepravilnog oblika.

nazvacemo plocicama. Termin teselacije definiSemo kao prebrojivi skup plocica,
koji prekriva celu ravan i to tako da svaka tacka ravni pripada ta¢no jednoj plocici
i da je mera preseka svake dve plocice jednaka nuli. Dve plocice zvac¢emo sused-
nim ako imaju zajedni¢ku ivicu. Krajeve ivica zvaé¢emo zajednickim temenima
teselacije ili krace temenima. Istrazivanje u ovom radu bavice se teselacijama eu-
klidske ravni gde je svaka ivica teselacije ujedno i cela ivica poligona te teselacije.
Ovakve teselacije zovemo teselacije ivice na ivicu. Svakoj teselaciji euklidske ravni
pridruzi¢emo grupu njenih simetrija koja predstavlja sve izometrijske transforma-
cije ravni. Te transformacije mogu biti: translacija, osna refleksija, centralna
simetrija, rotacija i klizajuca refleksija (Slika 1.).

Kod poploc¢avanja u euklidskoj i hiperboli¢koj ravni set plo¢ica je beskonacan,
dok je kod teselacije sfera taj broj konatan. U ovom radu bic¢e razmatrane samo
teselacije euklidske ravni, pa ¢e set plocica biti beskonacan.

3 Klasifikacija teselacija

Teselacije euklidske ravni kod kojih su sve plo¢ice podudarne nazivamo monoedarskim

teselacijama. Kod monoedarske teselacije sve plocice su istog oblika i iste veli¢ine
(Slika 2.)

Teselacije euklidske ravni kod kojih su sve plo¢ice podudarne jednom od dva
modela ploCica 11 i Th nazivamo diedarskim teselacijama. Ako je 7 teselacija eu-
klidske ravni sa pravilnim, konveksnim poligonima i ako je S(7) grupa simetrija
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te teselacije takva da za bilo koja dva temena te teselacije postoji transformacija
iz S(7) koja preslikava jedno teme u drugo, teselaciju 7 zva¢emo l-uniformnom
teselacijom. Ukoliko su sve ploCice, odnosno poligoni, l-uniformne teselacije
medusobno jednaki, tj. poligoni podudarni, te teselacije zovemo pravilnim teselaci-
jama. Kod pravilnih teselacija poligoni su uvek poredani na isti nacin oko jednog
temena, prvo piSemo broj stranica poligona sa najmanjim brojem stranica, neka
je to a, pa broj stranica poligona sa brojem stranica b, itd. Na ovaj nalin
formiramo cikli¢ni niz koji odreduje to teme (a,b,c,d...x,y,z) i tu teselaciju u oz-
naci (a,b,c,d...x,y,z). Pravilnu teselaciju kod koje se poligon p pojavljuje k puta
oznalavamo kao (p,p,p...p,p) ili krace (pk).

4 Istorijski pregled teselacija

Na podruc¢ju danasnjeg Irana, oko 3500 godina pre nasSe ere, u preislamskom
periodu, koriSeéne su ploc¢ice od uglacanog kamena i gline za pravljenje najra-
zli¢itijih Sara i ornamenata. Ova umetnost redanja plocica pocinje da se Siri na
zapad, preko Egipta, Grcéke, Rima, do gpanije i dana$nje Britanije. Rimljani i
stari Grei dekorisali su plocice koje su koristili za teselacije tako Sto su na njima
slikali ljudske likove u elementima mozaika. Arapi su kombinacijom jednostavnih
i jednobojnih plocica stvarali veoma slozene geometrijske figure. Ova slozena
poplocavanja kombinacijom od samo dve vrste plo¢ica navode nas na zakljucak
da su Arapi bili sjajni matematic¢ari, a da se o tome malo zna. Po uzoru na ove
persijske geometrijske Sare (Slika 3.) i na fasadama vizantijskih crkava pravljene
su mnoge Sare i ornamenti od opeke.

Arhimed (287 — 212 godine pre naSe ere) se smatra prvim matemati¢arem koji
je razmatrao slaganje poligona bez Supljina i preklapanja i tako postavio osnove
za razvijanje ideja i principa teselacija. Spisi u kojima je on ovo izuCavao nisu
sacuvani, osim saCuvane i zabeleZene prepiske sa aleksandrijskim matematicarima
u kojoj je o ovome bilo reci. Trinaest polupravilnih poliedara, koji se mogu pos-
matrati kao teselacija sfere, po njemu su i nazvana Arhimedovim telima. Jedan od
prvih sacuvanih matematickih radova koji se bavio tesalacijama je rad nemackog
matematiCara i astronoma Keplera (Johannes Kepler 1571 - 1630). On je 1619.
godine izvr§io potpunu numeraciju uniformnih teselacija euklidske ravni koja je
i danas aktuelna. Naredna tri veka ovim izucavanjem niko se nije bavio i tek je
Somervil (Sommerville 1879 - 1934) 1905. godine dokazao tacnost Keplerovog
tvrdenja o postojanju tatno jedanaest uniformnih teselacija u euklidskoj ravni.
Matemati¢aru Davidu Hilbertu (1862 - 1943) problem teselacija ravni se u pocetku
¢inio neinteresantnim. On se u svom delu iz 1900. godine bavio iskljucivo
poplo¢avanjem u prostorima sa tri i vise dimenzija. Kasnije je Hilbert uvideo
da je problem dvodimenzionalnih teselacija daleko od trivijalnog. Matematic¢ari
Hao Wang, Robert Berger, Donald Knuth i Roger Penrose takode su se bavili
problematikom teselacija u drugoj polovini i krajem XX veka.
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Slika 3: Primeri teselacija - Persijske geometrijske Sare; poplocavanje podova i
oblaganje zidova keramickim plo€icama i oblaganje kupola mozaicima

5 1-uniformne teselacije euklidse ravni

Teorema 5.1. Postoji tacno 11 1-uniformnih teselacija euklidse ravni: 3 pravilne
monoedarske teselacije, 6 pravilnih diedarskih teselacija i 2 pravilne teselacije sa
tri pravilna mnogougla.

6 Pravilne monoedarske teselacije

Lema 6.1. Postoje tacno 3 pravilne monoedarske teselacije: sa 6 pravilnih trou-
glova, sa 4 pravilna cetvorougla i sa 3 pravilna Sestougla.

Dokaz 6.1. Predpostavimo da k pravilnih mnogouglova, sa n stranica, i sa jed-
nim zajednickim temenom obrazuju teselaciju 7. Po uslovima teselacija da izmedu
mnogouglova ne postoji Supljina, niti preklapanje moze se zakljuciti da je zbir un-
utrasnjih uglova tih k mnogouglova jednak 27. S obzirom da je mera unutrasnjeg
ugla pravilnog mnogougla jednaka:

n—2

¢ = *=m, onda je:

k-(pz”T_QTr-Fc
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(3%) (4%) (6%)

Slika 4: Pravilne monoedarske teselacije

o
I
[\
&
[\v]
I

24 45

koneN=n—24=nc {346 = (nk) e {(3,6)(4,4)(6,3)}

7 Pravilne diedarske teselacije

Lema 7.1. Postoji 8 nac¢ina poplocavanja prostora oko tacke sa dve vrste pravilnih
mnogouglova.

Analiziranjem svih pravilnih mnogouglova sa zajednickim temenom bez medu-
sobnog preklapanja i bez Supljina izmedu njih, i to k; mnogouglova sa n; stranica
i ko mnogouglova sa ng stranica, dolazi se do uslova da je zbir svih unutrasnjih
uglova svih mnogouglova jednak 2.

271':”:1—:271"/-6‘1-1—”%—;271"]{2

2:(1—%)-k1+<1—%)-k2

Pri ¢emu vazi k1, ka,n1,n0 € N ing,ne > 3iiz prvog dokaza moze se zakljuciti
da ukoliko je n najmanje moguce onda je k=6, a najmanje k je k=3; ukoliko bi k
bilo 2 onda to ne bi mogao da bude pravilan mnogougao, pa je 3 < k1 + ko < 6.
Ali slucaj kada je k1 + ko = 6 se ne razmatra jer bi onda ny = no = 3. I slucaj
kada je n; = no je takode razmatran u prvom dokazu. Pa c¢e biti razmatrani
slededéi slucajevi:

ki=1iko=2ilik =2iks=1
ki=1iko=3ilik1 =31k =1
ki=1liko=4iliki=4iky=1
k1=21iky=2
k1 =2iko=3ilik1 =31ky=2

ki=1iky=2ilik; =2iky=1

ki=11ky=2
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(XD

(3,12,12) (4,8,8) {5.5,10)

Slika 5: Teselacije kada je k1 = 1i ko = 2

3.3,3,3,6)

Slika 6: Teselacija kada je k1 =11 ko =4

_ 2 2
2_(1—n—1)-1+(1—n—2)-2

/-6‘1,](52,711,712 € N ing 23:>7”L2—4|8:>’I’L2 S {3,5,6,8,12} =

(n1,n92) € {(3,12)(4,8),(6,6),(10,5)}i slucaj kada je n; = ng je ve¢ razma-
tramn.

Resenja su ista kao i pod a (nema novih resenja).
ki=1iky=3ilik; =3ike=1

k= 1iky =3
2:(1—%).1+(1—%)-3
3
nl_%:1+n2—3

ki,ko,ni,no € N 1no 23:>n2—3\3:>n2 S {4,6} =

(n1,mn2) € {(4,4)(2,6)} i slucaj kada je n; = ng je ve¢ razmatran i ny > 3.
Resenja su ista kao i pod a (nema novih resenja).
ki=1iky=4iliki =4ike=1

ki =1iky =4
2:(1—%).1+(1—%)-4
2.
n = 3555

. 2.
ki,ko,ni,ng € Ning >3 = 35725 >3
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(3.3,3.44) (3,3.4,3.4)

Slika 7: Teselacija kada je k1 = 2 iky = 2

24
ng < %=

7”L2=3Z"I’L1=6
ki=2iky =2

_ 2 2
2_<1—n—1>-2+(1—n—2)-2

_ 2 2
1=1-24+1-2

n2
2:n9 4
ny = no—2 2 + no—2

ki,ko,m1,n0 € N ing 23:>7”L2—2|4:>’I’L2 S {3,4,6} =

(n1,n2) € {(6,3)},(4,4)(3,6)} i slucaj kada je ny = ng je ve¢ razmatran i
kako je k1 = ko onda se razmatrajun svi slucajevi.

ki=2iky=3ilik; =3iky, =2
ki =21iky =3

_ 2 2
2_(1—n—1)-2+(1—n—2)-3

_ 4ng  __ no+6
n = goots = 1+ 3G

. 6
ki,ka,ni,ngo € Ning > 3= 312;_—6 >2

n2:3in1:4

Resenja su ista kao i pod a (nema novih resenja).
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(3.3,3.44) (3,3.4,3.4)

Slika 8: Teselacije kada je k1 = 2 iky = 3

8 Prayvilne teselacije sa tri vrste pravilnih mnogouglova

Lema 8.1. Postoji tacno 10 nacina poplo¢avanja prostora oko tacke sa tri vrste
pravilnih mnogouglova.

Analiziranjem svih pravilnih mnogouglova sa zajedni¢kim temenom bez medusobnog
preklapanje i bez Supljina izmedu njih, i to k; mnogouglova sa n; stranica, ke mno-
gouglova sa ny stranica i k3 mnogouglova sa ng stranica, dolazi se do uslova da je
zbir svih unutrasnjih ugova svih mnogouglova jednak 27.

—m=2_ na—=2__ n3—2 __
27 = nlwk1+ n27r/-c2+ n37r/-c3

2:(1—%)-k1+<1—%)-k2+<1—%)-k3

Pri Cemu vazi ki, ko, ks, ni,n2,n3 € Nin > 3 i iz prvog dokza moze se za-
kljuciti da ukoliko je n najmanje moguce onda jek = 6, a najmanje k jek = 3,
ukoliko bi k bilo 2 onda to ne bi mogao da bude pravilan mnogougao,pa je
3 < ki + ko + k3 < 6. Slucaj kada je ky + ko + k3 = 6 se ne razmatra jer bi
onda n; = ng = ng = 3.Razmatrani ¢ée biti sledeéi slucajevi:

k+1,kh=1iks=1

ki=1ky=1iks=2iliky =1 ko=21iky=11li k1 =2,ko=11kz=1
ki=1ky=1iks=3ilik; =1,k =3iks=11ili k1 =3, ko =11k3=1
ki=1ke=2iks=2ilik1 =2ko=21ky=11li k1 =2,ko=11k3 =2

ki=1ky=1iks=1

_ 2 2 2
2—(1—771)'”(1—”—2)'”(1—@)'1

ki, ko, k3, n1,n0,n3 € N i ne umanjujuéi opStost predpostavimo da vazi 3 <
ny < ng < N3
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_ bny _ 36
ny=5,% =0+ 5,7

ki,ko,k3,ni,ng,ng € Ning > 7= 77,2—6’36 ng € {7, 8,9,10,12, 15,18, 24,42} =

(n2,m3) € {(7,42),(8,24),(9,18), (10,15), (12,12), (15, 10), (18,9)(24, 8)(42, 7)}
i kako je po predpostavci ny < ns onda se razmatraju sledeéi clucajevi:

(n1,n2,n3) € {(3,7,42), (3,8,24)(3,9,18)(3, 10,15)}

’I’L1:4
1_ 1,1
Z_n2+n3
4ng 16
n_n2—4_ +n2—4

ki,ko,k3,ni,ng,ng € Ning >5= ng— 4|16 = N2 € {5,6,8, 12,20} =

(n2,n3) € {(5,20),(6,12),(8,8),(12,6), (20,5)} i kako je po pretpostavci ng <
ng onda se razmatraju sledeci slu¢ajevi:(nq,n2,n3) € {(4,5,20), (4,16,20)}

ny = 5

3 1, 1

10 = no + ns
_ 10n2

N3 = 3p,-10

ki,ko,k3,ni,ng,n3 € Ning>ny =5
ng=6=ng¢ N

ng=7=ng3¢ N

ng > 8 = ng > ngy

Tako da nema resenja za n; =5

ny =206

Ukoliko su ngy i ng najmanja moguca onda je:
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>t+3+3

N~
=

Tako da nema resenja za n; > 6.

ki =1,ky =1,iky =2ilik; = 1,ko =1, ik =11iliky = 2,ky = 1, i
ks =1

ki,ko, k3, n1,n9,n3 € N i ne umanjujuéi opstost predpostavimo da vazi 3 <
ny < ng <nsg

ki=1ke=1iks=2

_ 2 2 2
2_(1—a).y+@—59-1+(y—a)2

_ 1 1 2
1=14+1l42

n1 ns
n1:3

2 _ 1 4 2
§_n2+n3

_ bno __ 9
n3 = g23 =3+ 57,3

k?l,k‘Q,kig,’l’Ll,ng,ng e Ning>3=2ny —3|9 = N9 € {3,6} =
(n2,n3) € {(3,6),(6,4)} i kako je n; < ng < n3 onda nema resenja.

ny =4

Ukoliko su ng i ng najmanja mogucéa onda je:
1>3+32+2

Tako da nema reSenja za n; > 4.
ki=1,ke=2iks=1
2:(1-%)4+(1-%)2+(L—%)4

_ 1 1 1
1=L4 141

n1 ns3
7”L1—3

2_ 2, 1
§_n2+n3
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__ _bny __ 9
Ny = gpt3 =3+ 53

ki,ko, k3, n1,n9,n3 € N ing >3 = 2ns —3|9 = ng € {3,6} =
(n2,n3) € {(6,3),(4,6)} i kako je ng < ng onda se ne razmatraju svi slucajevi.

ny = 4

Ukoliko su ngy i ng najmanja mogucéa onda je:
1,21

1> it 5 + G

Tako da nema reSenja za nj > 4.

k=2, ko =1iks=1

_ 2 2 2
2_(1—n—1)-2+(1—n—2)-1+(1—n—3)-1

n1 2 ns3
7”L1—3

11, 1
§_n2+n3

_ 3n2 __ 9
ng = no—3 3 + no—3

ki,ko, k3, n1,no,n3 € Ning >3 = ng — 3‘9 = N9 € {4,6, 12} =
(ng,ng) € {(4,12),(7,6)(12,4)} i kako je ny < mg3 ostali sluCajevi se ne raz-
matraju.
ny = 4
Ukoliko su ngy i ng najmanja moguca onda je:
2,11
1> 1 + 5 + G
Tako da nema reSenja za nj > 4.

ki =1,ky =1,iky =3ilik;y = 1,ko =3, ik =1iliky =3,k = 1, i
ks =1

ki,ko, k3, n1,n9,n3 € N i ne umanjujuéi opstost pretpostavimo da vazi 3 <
ny < ng <ng
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Tako da nema reSsenja.
ki=1,k=3iks=1

2:(1—%>.1+(1—%)-3+(1—%).1

L3

1
ni ng ns

rolee
Il
|~
+

n1; = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogucéa onda je:
P> hri+d

Tako da nema reSenja.
ki=3,ka=1iks=1

2:(1—%>.3+(1—%)-1+(1—%).1

n1; = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogucéa onda je:

Tako da nema resenja.

ki =1ky =2 iky=2ilik; =2ky =2, iks =1ilik; = 2,ko = 1,1
ks = 2

ki,ko, k3, n1,n9,n3 € N i ne umanjujuéi opstost pretpostavimo da vazi 3 <
ny < ng <ng

k=1, ky=2iks=2

_ 2 2 2
2_<1—n—1>-1+(1—n—2)-2+(1—n—3)-2

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja moguca onda je:
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>

[NS][SN]

+242

Wl

Tako da nema reSenja.

k1 =2,ke=21ks=1

_ 2 2 2
2_<1—E)Q+(L—E)Q+(L—E)J

Tako da nema resenja.

ki =2 ko =1iks=2

_ 2 2 2
2_(1—Eﬁ.2+(1—ﬁﬁ-1+(1—ﬁg.2

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja moguca onda je:

[NS][SN]

>24 142

wino

Tako da nema reSenja.

gouglova

Analiziranjem svih pravilnih mnogouglova sa zajedni¢kim temenom bez medu-
sobnog preklapanje i bez Supljina izmedu njih, i to k1 mnogouglova sa n; stranica,
ke mnogouglova sa no stranica, k3 mnogouglova sa ng stranica i k4 mnogouglova
sa ny4 stranica, dolazi se do uslova da je zbir svih unutras$njih ugova svih mnogou-
glova jednak 2.

S e na—2 __ ng—2 __ na—=2__ .
271'——n1 T /<;1—|——n2 T kg—l——nS ks + ki ka4

2= (1-2) b+ (1-2) kot (1-2) kst (1-2
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9 Pravilne teselacije sa Cetiri i viSe vrsta pravilnih mno-

Lema 9.1. Ne postoje pravilne teselacije sa 4 i vise vrsta pravilnih mnogouglova.

n4



{5. 5, IO)

Slika 9: Graficki prikaz jednog slucaja iz Grupe [

(3.3.4.12) (34312 (3,3.6:6) (344.6)

Slika 10: Graficki prikaz slucajeva iz Grupe 11

Pri ¢emu vazi ki, ko, k3, kg,n1,n0,n3,n4 € N in >3in; < ng <ng < ng.
Desna strana izraza je minimalna kada su ki, ko, k3, k4, n1, 12, N3, N4 najmanji
mogudi i jednaka je:

(1-3) 1+ (1=5) 1 (1-5) 1+ (1-8) -5

tako da je on uvek veci od 2. Desna strana izraza bila bi jo§ veca da ima vise
od cetiri vrste pravilnih mnogouglova, tako da ne postoje pravilne teselacije sa 4
i viSe vrsta pravilnih mnogouglova.

10 Teselacije ravni

Teorema: Postoji tatno 11 teselacija ravni pravilnim mnogouglovima. Dokaz
teoreme: Postoji 21 nacin poplocavanja ravni oko tacke. Ova poploCavanja treba
podeliti u 3 grupe:

Grupa I: (3,7,42),(3,8,24),(3,9,18), (3, 10, 15), (5, 4, 20), (5, 5, 10).

Grupa II: (3,3,4,12),(3,3,6,6), (3,4, 3,12),(3,4,4,6).

Grupa III: (3,12,12), (4,6, 12), (4,8,8),(6,6,6), (3,4,6,4), (3,6, 3,6),

(4,4,4,4),(3,3,3,3,6),(3,3,3,4,4),(3,3,4,3,4),(3,3,3,3,3,3).

Grupa 1

Kod Grupe I ny je neparno, no # ng i ky = ko = k3 = 1, u jednoj tacki ¢e
biti k1 = 1,ke =21 k3 = 01 doéi ée do medusobnog preklapanja ili do stvaranja
Supljina (Slika 9.).

Grupa 11

Graficki prikaz svih poplotavanja prostora oko tatke Grupe II (Slika 10.).
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(3%) (4%)

(3,6,3,8) (3,4,6,4) (4.6.12} (3.3.34.4)
(8,4.9) (3.,3,4,3.4) (12,3,12) (3.3.3,4.4)

Slika 11: Graficki prikaz svih pravilnih 1-uniformnih teselacija ravni

Slika 12: Medusobno dualne pravilne teselacije (3%) i (6%) i pravilna teselacija (44)
dualna sama sebi

Tacke A, B, C, D imaju isti na¢in poplocavanja prostora oko tacke, a tacka
E ima na drugi nacin poredane mnogouglove pri poplotavanju prostora i zato ovi
slucéajevi ne pripadaju teselacijama.

Grupa III

Grupi III pripadaju sve pravilne l-uniformne teselacije (Slika 11.).

11 Dualnost teselacija

Za dva poploCavanja kazemo da su medusobno dualna ako postoji bijekcija koja
preslikava tezista, ivice i temena plocica jednog poplo¢avanja redom u temena,
ivice i teziSta ploCica drugog poplocavanja (Slika 12, Slika 13, Slika 14.). Svako
l-uniformno poploc¢avanje ima svoje dualno poplo¢avanje.
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Slika 13: Teselacije (3%,6),(3%,4%) , (32,4,3,4)i(3,4,6,4) i njihove dualne
teselacije

Slika 14: Teselacije (3,6,3,6), (3,122), (4,8%)i(4,6,12) i njihove dualne teselacije

12 Postojanje teselacija u svetu oko nas

Teselacije su prisutne svuda oko nas. Analiziraju¢i prirodu uvidamo povrsine
koje se sastoje od razli¢itih plocica (povrSina) postavljenih jedna do druge bez
medusobnog preklapanja i bez Supljina izmedu njih. Prisustvo teselacija u zivom
svetu govori o njihovom postojanju i bez uticaja coveka. Postojanje teselacija
u prirodi po ko zna koji put potvrduje njeno savrsenstvo i mogucénost stvaranja
savrSenih oblika i formi bez uticaja coveka i njegovog intelekta.

12.1 Postojanje teselacija u prirodi

U zivom svetu pojava teselacija najceSée se uoCava na pcelinjem sacu, Cija slika
nije nista drugo do pravilna monoedarska teselacija Sestouglovima. Teselacija je
prisutna u svetu botanike na primeru kore ananasa. U svetu zoologije teselacija
je uocljiva i na kozi zmije i na oklopu kornjace (Slika 15.).

Slika 15: Postojanje teselacija u prirodi - kora ananasa, pCelinje sace, zmijska koza
i oklop kornjace
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Slika 16: Primena teselacija u arhitekturi i gradevinarstvu

12.2 Postojanje teselacija u arhitekturi i umetnosti

Teselacije su prisutne u arhitekturi. Na zidovima, fasadama, kupolama i podovima
mnogih arhitektonskih zdanja neretko susrecemo geometrijske oblike koji svojim
izgledom, geometrijskom kompozicijom predstavljaju primere teselacije. Sare do-
bijene preciznim uklapanjem geometrijskih oblika u vidu ploCica, mogu se videti
1 na mozaicima i vitrazima. Primeri teselacija u arhitekturi nastali su 3500 god-
ina pre nase ere, u preislamskom periodu, kada su na podru¢ju damasnjeg Irana
koridéene plocice od uglacanog kamena i gline za pravljenje najrazlicitijih Sara
i ornamenata. Uticaj umetnosti formiranja Sara redanjem plocica Sirio se sve-
tom. I danas u Egiptu, Grékoj, Rimu, u arapskom svetu i celoj Zapadnoj Evropi
mozemo videti primere poploCavanja i Sara na zidovima utemeljenim na principu
teselacije. Savremena arhitektonska dela svedoce o aktuelnosti teselacija. U mod-
ernim arhitektonskim objektima teselacija je prisutna i na fasadama i krovnim
konstrukcijama velikih raspona (Slika 16.).

Prisustvo razlicitih geometrijskih figura koje u pravilnom redu prekrivaju
povrsine moguce je videti i danas na podovima i zidovima mnogih arhitekton-
skih objekata (Slika 17.) i spomenika kulture.

12.3 Primena teselacija u decijim igrama

Teselacije su prisutne i u drustvenim igrama, u dedijim igrama slagalica (puzzle),
i u kompjuterskim igricama, kao $to je popularni Tetris (Slika 18.).

12.4 Primena teselacija u savremenim tehnologijama

U kompjuterskoj grafici i u dizajnu danas se u velikoj meri primenjuju teselacije.
Zadatu povrsinu moguce je podeliti na geometrijske oblike i na taj nacin omoguditi
osnovu za dalje koriS¢enje ove povrSine u animaciji ili drugoj potrebnoj grafici.
Povrsina svakoga ekrana podeljena je kvadratnom mrezom na veliki broj identi¢nih
plo¢ica koje nazivamo pikselima Cija veli¢ina utiCe na ostrinu i preciznost slike

(Slika 19.).
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Slika 17: Primeri teselacija razlic¢itih geometrijskih figura prisutnih na zidovima i
podovima

Slika 19: Primena teselacije u digitalnoj animaciji i kompjuterskoj grafici
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Slika 20: Prisustvo teselacija na predmatima za svakodnevnu upotrebu

12.5 Primena teselacija u svakodnevnom Zivotu

Po principu teselacije uradene su i Sare na posudama koje su se nekada koristile
u svakodnevnom zivotu. Princip teselacije se primenjuje u mnogim industrijama,
na primer u tekstilnoj industriji, pri izradi raznih dezena, u gradevinarstvu, u
dizajniranju elemenata podnih i zidnih obloga. Zbog svoje jednostavnosti, ali i
savrsenosti, tesalacije imaju Siroku primenu u savremenom svetu i to u dizajni-
ranju industrijskih predmeta Siroke potrosnje: od ambalaze, preko modne indus-
trije, do predmeta za svakodnevnu upotrebu (Slika 20.).

13 Zakljucak

Istrazivanja o tesalacijama su stara vekovima. Pored teoriskog i prakti¢nog znacaja
u matematici, teselacije se srecu u prirodi, u umetnosti, u arhitekturi i gradevinarstvu,
ali i u digitalnoj umetnosti i savremenoj grafici. Matematika je nauka u kojoj ne
postoje ograni Cenja. Geometrija predstavlja jednu od osnovnih oblasi matematike
i njenom istrazivanju nema kraja, kao $to nema kraja ni moguénostima kombino-
vanja geometrijskih figura i nacina prekrivanja razlic¢itih povrSina geometriskim
figurama, koje se ponavljaju bez medusobnog poklapanja i formiranja Supljina
izmedu njih. Teselacijma nema granica ,pa samim tim ni granica moguénostima
geometrije i matematike. Teselacije svedoCe o jedinstvu postojece veze izmedu
matematike i prirode , kao i neraskidive veze izmedu Zivotinjskog sveta, istorije
umetnosti i savrenmenih thenologija. Danas je teselacija prisutna svuda oko nas,
od sacuvanih Sara na mozaicima antickog sveta do najsitnijeg piksela na monitoru
naseg racunra.
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Struéni rad

Apstrakt

Katalanovi brojevi predstavljaju niz prirodnih brojeva koji se javljaju
kao rjesenje mnogobrojnih kombinatornih problema. U ovom radu éemo
odrediti dobre aproksimacije niza Katalanovih brojeva, i sa donje i sa gornje
strane, pogodno odabranim nizovima iz iste klase.

1 Uvod

Belgijski matemati¢ar Katalan (Eugene Catalan) je ,otkrio” Katalanove bro-
jeve 1838. godine dok je proucavao korektne nizove zagrada. lako su nazvani
po Katalanu, ipak ih on nije prvi pronasao. 1751. godine ove brojeve uocio je
Ojler (Leonhard Euler) dok je proucavao triangulacije konveksnih mnogouglova.
Medutim, najvjerovatnije je da ih je prvi otkrio kineski matematicar Ming (Antu
Ming) 1730. godine, kroz njegove geometrijske modele.

Katalanove brojeve Cp, n € N, definisemo formulom

c - 1 <2n>:(2n)! (1)

n+1\n (n+1)In!’

1z ociglednih jednakosti

2n\ ([ 2n ) _ (2n)! (2n)! o (@2n) .

n n—1) @)?2 m-D(n+1) ®m+D! "
slijedi da je svaki Katalanov broj prirodan broj. Na osnovu (1) je koli¢nik dva
uzastopna Katalanova broja jednak

Cn  (2n)! nl(n—1)! 2(2n-1)

Co1 (41Dl 2n—2)! "  n+1 °
odakle dobijamo da Katalanovi brojevi zadovoljavaju rekurentnu formulu

4n — 2
C’I’L: n+1Cn—1,n>1
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Uzimajuci po definiciji da je Cp = 1, slijedi da se Katalanovi brojevi Cy,, n € Ny,
mogu definisati i pomocu rekurentne formule
dn — 2
n+1
Ovo tvrdenje je Ojler objavio 1761. godine.

Na osnovu ove rekurentne formule lako dobijamo sljede¢u tablicu prvih 13
Katalanovih brojeva.

n (001 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cpn|1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786 208012

Co=1, C,= Co_1, neN. 2)

2 Aproksimacija Katalanovih brojeva

Iz rekurentne formule (2) slijedi da Katalanovi brojevi brzo rastu i da rastu
malo sporije od eksponencijalnog niza 4™. Takode, iz ove formule dobijamo da je

4 (2n -1 5
T+l (o)l 3)
§to se moze provjeriti i matemati¢kom indukcijom.

Koristeéi ovu formulu, dalje ¢emo proucavati niz (2n — 1)!1/(2n)!!, n € N.
Ovaj niz je otito monotono opadajuéi i konvergira ka nuli. Odredimo grani¢nu
vrijednost

n

) (2n — )N
dm Ve =
Kako je
(2n -1  (2n)!!

(2n)!! 4n(n!)2’

koristeéi poznatu nejednakost
21N (g)n <n!<+V2mn (g)neﬁ,
dobijamo da je
Vi ()™ (e O iy (32)” e
TS o\ 2n
e

4n . 27n (%)271667 (2n)lt — 4”-27m( )2

)

odnosno, nakon skracéivanja
1. (2n— 1! _ eFin
N @2n)lt — Vo

(4)

1z (4) slijedi da je
. (2n—-D1!" 1
SV e e )

U vezi sa prethodnim rezultatom uradimo jedan primjer na kome éemo ilustrovati
i dokazivanje nejednakosti pomocéu matematicke indukcije.
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Primer 2.1. Dokazati nejednakosti

(7)

Dokaz. Nejednakosti (7) se lako dokazuju matematickom indukcijom.
Zan = 1 u (7) vaze jednakosti 1/2 = 1/2 = 1/2. 1z pretpostavke da lijeva

nejednakost vazi za n — 1 (n > 1), dovoljno je jos dokazati da za svako n > 1 vazi

1 2n —1 1
: >

4n—1) 2n Vin’

Ova nejednakost vazi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna sa
n(2n —1)2 > 4n’(n — 1), tj. 4n® —4n+ 1> 4n? — 4n.

Iz pretpostavke da desna nejednakost vazi za n—1 (n > 1), dovoljno je jo§ dokazati

da za svako n > 1 vazi

1 2n—1 _ 1
Van—2 2n ~ \Bn+l

Posljednja nejednakost vazi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna sa

(2n — 1)?(3n 4+ 1) < 4n2(3n —2), tj. 1203 —8n% —n +1 < 120> — 802
Iz nejednakosti (7) ocito slijede nejednakosti (6). O

Primedba 2.1. Zanimljivo je da se nejednakosti (6) ne mogu dokazati mate-
matickom indukcijom na ovaj nacin. Zaista, iz pretpostavke da lijeva nejednakost
u (6) vazi za n — 1 (n > 1), dovoljno bi bilo dokazati jo§ da za svako n > 1 vazi

1 2n—1> 1
VAan — 2 2n T VAn+2°
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Ali, ova nejednakost ne vazi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna sa
(2n —1)2(2n 4+ 1) > 4n?(2n — 1), tj. 4n® —1 > 4n?

Iz pretpostavke da desna nejednakost u (6) vazi za n—1 (n > 1), dovoljno bi bilo
dokazati da za svako n > 1 vazi

1 2n—1< 1
3(n—1) 2n ~ 3n

Medutim, posljednja nejednakost ne vazi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna

Sa

n(2n —1)? <4n’(n —1), tj. 4n* —4n+1<4n? —4n. 0O
Na osnovu formule (3) i nejednakosti (7) sada dobijamo sljedeé¢u aproksimaciju

za Katalanove brojeve

4m 4m
<0, < :
(n+1Dvan ~— "7 (n+1)V3n + 1

n € N. (8)

Poboljsajmo sada nejednakosti (7), odnosno (8). Postupkom kao u dokazu
nejednakosti(7) odredimo najmanju konstantu a i najvec¢u konstantu ¢, i konstante

b i d tako da za svaki prirodan broj n vaze nejednakosti

pri ¢emu za n = 1 vaZe jednakosti 1/2 =1/2 =1/2.
Posto za n = 1 u (9) vaze obje jednakosti, slijedi da je a +b =4 = ¢ + d.

Nejednakost
1 2n—1 S 1
aln—1)+b 2n 7 Van+b

je nakon kvadriranja ekvivalentna sa nejednakostima

(n>1)

(2n —1)*(an +b) > 4n*(an —a +b), tj. (a—4b)n+b > 0.
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Kako posljednja nejednakost vazi za svako n > 1, slijedi da je a —4b > 0. Odavde

i iz uslova a + b = 4 dobijamo da je 5a = a — 4b+ 4(a + b) > 16, tj. a > 16/5.
Zbog toga je a = 16/5 najmanje takvo a i tada je b =4/5.
Analogno je nejednakost

1 2n—1 < 1

cn—1)+d 2n ~ Ven+d

(n>1)

nakon kvadriranja ekvivalentna sa nejednakosti (¢ —4d)n +d < 0 (n > 2).
Odavde slijedi da je ¢ — 4d < 0, pa je dovoljno da ona vazi za n = 2, tj. da
je (¢ —4d) -2+ d < 0. Dalje, iz 2¢c —7d < 01ic+d = 4, dobijamo da je
9c=2c—Td+T7(c+d) <28, tj. ¢ <28/9. Zbog toga je ¢ = 28/9 najvece takvo
citada je d = 8/9.

Dakle, najbolje nejednakosti koje se mogu dobiti ovim postupkom su

1 _ (a1 1
(I6n+4)/5 ~ @n)!! = /(28n+8)/9

. (10)

Pri tome, kako za n = 1 i n = 2 u desnoj nejednakosti u (10) vaze jednakosti,
slijedi da su konstante ¢ = 28/9 i d = 8/9 u (9) najbolje moguce. Da li su i
konstante a = 16/5 i b = 4/5 u lijevoj nejednakosti u (9) najbolje moguce? Na
osnovu formule (3) i nejednakosti (10) ovim smo dokazali sljedece tvrdenje, koje

predstavlja poboljsanje nejednakosti (8).

Teorema 2.1. Za svaki prirodan broj n vaze nejednakosti

4n 4n

Oy s S y@aee o W

Ako dva izraza pod korjenima u nejednakostima (11), zamijenimo jednim iz-

razom koji je njihova aritmeticka sredina

1(16 4 28 8\ 142 33
2\ 5 5 9 9/) 45 45’
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dobijamo sljedeéu pribliznu formulu za Katalanove brojeve

47’L
(n+1)/(142n + 38) /45’

n

Neposredno provjeravamo da za n < 6 vaze nejednakosti |C,, — C,,| < 1/2, tj. da

je za n < 6 broju C, najblizi cio broj upravo C,.
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Abstract

Prime numbers are of great significance in number theory, but also in mod-
ern cryptography. Most of modern cryptographic protocols use factoring
numbers composed of product of two large prime numbers. Thus, the prob-
lem of distinguishing prime numbers from the rest is still interesting and
important as well and therefore there is a need to have efficient primality
testing algorithms. Although there had been many probabilistic algorithms
for primality testing, there was not a deterministic polynomial time algo-
rithm until 2002 when Agrawal, Kayal and Saxena came with an algorithm,
popularly known as the AKS algorithm, which could test whether a given
number is prime or composite in polynomial time. This project is an at-
tempt at understanding the idea behind this algorithm and the principles of
mathematics that are required to study it. Finally, the project provides an
implementation of the algorithm using Software for Algebra and Geometry
Experimentation (SAGE) and arrives at conclusions on how practical it is.

1 Introduction

First primality tests where known to ancient Greeks and came straightforward
from definition of prime number: to determine if a number n is a prime divide
it by every positive integer 1 < m < y/n — if any m divides n we conclude n
is composite, otherwise we get that n is prime. This test is a specialization of
the Sieve of Eratosthenes (the algorithm that generates all primes less then n)
and it was known around 240 BC. For today’s measures this test is inefficient: it
takes O(y/n) steps to determine if n is prime. An efficient test should need only a
polynomial (in the size of input = [logn]) number of steps. One of the first tests
that is near to be efficient is the test using Fermat’s Little Theorem. However, it
is not a correct test since for many composites n there are a’s such that a”~ ! =1
(mod n) holds (for all a’s in case of Carmichael numbers). Nevertheless, Fermat’s
Little Theorem became the basis for many efficient primality tests.

Since the beginning of complexity theory in the 1960s, interest in the problem
of finding polynomial primality test increased and has been investigated more
intensively. It is easy to see that the problem is in the class co-NP — complexity
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class in which a is a member if and only if its complement is in the complexity
class NP — class of nondeterministic polynomial time algorithms. In 1974, Pratt
observed that the problem is in the class NP [1] (putting it in NP N co-NP).

In 1975, Miller obtained polynomial time algorithm for primality testing using
property based on Fermat’s Little Theorem and assuming the Extended Riemann
Hypothesis [2]. Soon afterwards, this test was modified by Rabin [3|, which yielded
to an unconditional, but randomized polynomial time algorithm. Independently,
in 1974, Solovay and Strassen obtained a different randomized polynomial time
algorithm [4] using the property that for a prime n, (%) = T (mod n) for
every a. Their algorithm can be modified into deterministic assuming Extended
Riemann Hypothesis. Since then, a number of randomized polynomial time algo-
rithms have been proposed, using many different properties and tehniques.

In 1983, Adleman, Pomerance, and Rumely [5] achieved greater breakthrough by
giving a deterministic algorithm for primality that runs in log pOlogloglogn) =~ A1)
the previous deterministic algorithms required exponential time. Their algorithm
was a kind of generalization of Miller’s idea and used higher reciprocity laws. In
1986, Goldwasser and Kilian [6] proposed a randomized algorithm based on elliptic
curves running in expected polynomial time on almost all inputs (all inputs under
a widely believed hypothesis) that produces an easily verifiable short certificate
for primality. Until then, all randomized algorithms produced certificates for
compositeness only. Based on their ideas, a similar algorithm was developed
by Atkin [7]. Adleman and Huang modified the Goldwasser-Kilian algorithm
to obtain a randomized algorithm that runs in expected polynomial time on all
inputs.

In August 2002, a major breakthrough was achieved by Agrawal, Kayal and Sax-
ena who proposed an algorithm, known as the AKS algorithm [8]. The algorithm,
which is based on a slight modification of the Fermat’s Little Theorem, was the
first unconditional deterministic polynomial time algorithm for primality testing.

2 The AKS Algorithm

2.1 The Basic Idea

This test is based on the following identity for prime numbers which is a general-
ization of Fermat’s Little Theorem.

Lemma 2.1.1. Let a € Z,n > 2,n € N and (a,n) = 1. Then n is prime if and
only if

(X+a)"=X"4+a (modn) (1)
Proof: For 0 < i < n, the coefficient of X in (X +a)” — (X" +a)) is (})a™ "
Suppose n is prime. Then (7;) =0 (mod n) and hence all the coefficients are zero.
Suppose n is composite. Consider a prime ¢ that is factor of n and let ¢* || n,

i.e. ¢* is the largest power of ¢ that divides n . Then ¢* does not divide (Z) and
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is coprime to a”~9 and hence the coefficient of X9 is not zero modulo n. Thus
(X +a)” — (X™+ a)) is not identically zero over Zi,. O

The above identity suggests a simple test for primality: given an input n, choose
an a and test whether the congruence (1) is satisfied. However, this takes time
O(n) because we need to evaluate n coefficients in the left hand side in the worst
case. A simple way to reduce the number of coefficients is to evaluate both sides
of (1) modulo a polynomial of the form X" — 1 for an appropriately chosen small
r. In other words, test if the following equation is satisfied:

(X+a)"=X"4+a (mod X" —1,n) (2)

From lemma 2.1.1 it is immediate that all primes n satisfy the equation (2) for
all values of @ and r. The problem now is that some composites n may also
satisfy the equation for a few values of a and r. However, we can show that for
appropriately chosen 7, if the equation (2) is satisfied for several a’s then n must
be a prime power. The number of a’s and the appropriate r are both bounded
by a polynomial in logn and therefore, we get a deterministic polynomial time
algorithm for testing primality.

2.2 The Algorithm

The following pseudocode represents the algorithm steps.

Input: integer n > 1.

1. If (for a € N and b > 1) n = a® output COMPOSITE
2. Find the smallest 7 such that o.(n) > log?n !
3. If 1 < (a,n) < n for some 1 < a < r, output COMPOSITE

4. If n < r output PRIME 2

5. For a =1 to L\/go(r) lognJ do:
If (X+a)"#X"+a (mod X" —1,n) output COMPOSITE

6. Output PRIME

2.3 Proof of Correctness

Theorem 2.3.1. The algorithm above returns PRIME if and only if n is prime.

The theorem wiil be proved with series of lemmas that follow.

1We use log for base 2 logarithm.
2Lemma 2.3.3 shows that r < log®n, so step 4 is relevant only when n < 5690034
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Lemma 2.3.2. If n is prime, the algorithm returns PRIME.

Proof: If nis prime then steps 1 and 3 can never return COMPOSITE. By Lemma
2.1.1, the for loop also cannot return COMPOSITE. Therefore the algorithm will
identify n as PRIME either in step 4 or in step 6. O

The converse of the above lemma requires a little more work. If the algorithm
returns PRIME in step 4, then n must be prime since otherwise step 3 would have
found a non-trivial factor of n. So the only remaining case is when the algorithm
returns PRIME in step 6. For the purpose of subsequent analysis we assume this
to be the case.

The algorithm has two main steps (2 and 5): step 2 finds an appropriate r and
step 5 verifies the equation (2) for a number of a’s. We first bound the magnitude
of the appropriate r.

Lemma 2.3.3. There exists r € (0,log’n] such that o,(n) > log’n, n > 2.

Proof: Let us assume that there is no such r in given interval. That is, assume
that for all integers r € (0,log’n] we have o,.(n) < log?n. Next, consider the
product [ p,i.e. the product of all primes p < N where N = log®n.

p<N
Llogsz 4
Our assumption givesus: [[ p| [ (n"—1).
p<N =1

Now, using the Prime Number Theorem one can deduce asymptotic bound: eV <

[I »

p<N
Llog2nJ ‘
Above observations together imply: eV < (n* —1).
i=1
|log?n | |log?n | louZm(lox2
. . og“n(log“n+1)
But we have: [[ (n'=1)< J] n'<n N < plog'n — glog’n,
i=1 i=1

Eventually, this gives: e” < 2% what is an obvious contradiction. Therefore, the
assumption from the beginning of the proof is false, as we wanted to show. O

Now, let us give the sense to what we have just proved. We know that o,(n) > 1.
Therefore, there must exist prime p which divides n such that o.(p) > 1. We can
take that p > r because otherwise step 3 or 4 will find that n is composite. By
Euler’s Theorem o,(n) | ¢(r) and therefore ¢(r) > log?(n).

Having made the above observation we go to step 5 of algorithm where

l = b/gp(r) log nJ equations need to be verified. Let us assume that it does not
output COMPOSITE in this step, so we have:

(X+a)"=X"+4+a (mod X" —1,n) (Va€eZ,1<a<l).
Now, since p | n we have:

(X+a)"=X"4+a (mod X"—-1,p) (Va€Z,1<a<l).
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Also, by Lemma 2.1.1 we know that for any prime p we have:
(X+a)!=XP+a (mod X"—1,p) (Va€eZ,1<a<l).
Hence, from the above equations we have:
(XJra)% =Xr+a (mod X" —1,p) (Ma€Z,1<a<l).
Consider numbers p,r and [ fixed in the remainder of this section.

Definition 2.3.4. A number m € N is called introspective for f(X) if it holds:
[F(X)]™ = f(X™) (mod X" —1,p).
Both n and ? are introspective for X +a (Va € Z,1 < a <1).

Lemma 2.3.5. Introspective numbers are closed under multiplication.

Proof: Let m and m’ be introspective for f(X). Since m is introspective, we
have: , /
O™ = [F(X™)]™ (mod X" —1,p).

Also, since m/ is introspective for f(X) (after replacing X with X™') we have:
[FX™]™ = F(X™™) (mod X™ —1,p)
F(X™™) (mod X" —1,p), since X" — 1 divides X™ — 1
Putting this together, we get'
O™ = F(X™) (mod XT —1,p)
(X

Hence mm/ is introspective for f(X) as we wanted to prove. ]

Lemma 2.3.6. For a number m, the set of polynomials for which m is introspec-
tive is closed under multiplication.

Proof: Let m be introspective for f(X) and g(X). We have:
[f(X)g(X)™ = [FXOI" [g(X)]™
= [(X™g(X™) (mod X" — 1,p).
Hence, m is introspective for f(X)g(X) as we wanted to prove. O
The above two lemmas together imply that every member of the set
i
I = {(Z) Pli,j > 0} is introspective for every polynomial in the set
l
P={ 1L (X + @les 2 0}
a=0
We now define two abelian groups based on these sets.

The first group is the set of all residues of numbers in I modulo 7. Since p,n € Z;,
this is a subgroup of Z*. Let G be this group and |G| = t.

To define the second group, we need some basic facts about cyclotomic polyno-
mials over finite fields. More about that one can find in [11].
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Theorem 2.3.7. Consider the r'" cyclotomic polynomial Q.(X) over the finite
field Fpp. Qr(X) divides the polynomial X" — 1 and factors into monic irreducible
factors of degree o,(p).

Proof: Let ; be a primitive r** root of unity over Fp. Then p € Fpr if and only

if iP* = u. This is equivalent to p* = 1 (mod 7). The smallest such number k is
d = or(p). Thus, u € F,a and in no proper subfield thereof. Hence, the minimal
polynomial of y over F), has degree o,(p) and since p is arbitrary root the desired
results follows. O

Now, let h(X) be one such factor. Since o,(p) > 1 the degree of h(X) is bigger
than 1. To construct the second group (G2 consider the residues of all the polyno-
mials in P modulo p and h (X)) . Then this group is generated by X, X+1,..., X+
in the field F' =TF,[X]/h(X).

Lemma 2.3.8. |G| > (fﬁ)

Proof: Consider polynomials of degree less than ¢. First, we will show that f(X)
and ¢g(X) map differently in Ga. Suppose f(X) = g¢(X) in F' and let m € I.
Since m is introspective to both f(X) and g(X) we have f (X™) =g (X™) in F.
If we replace Y = X™ in Q(Y) = f(Y) — g(Y) we deduce that it has roots of
form X™,Vm € Gy . Therefore, we know that number of its roots is |G1| = .
But this cannot be true, since we assumed that f and g have degree less than t.
Hence, this contradiction implies f(X) # ¢g(X) in F.

Now, | = [\/gp(r) lognJ < y/rlogn < r and since r < p elements X + 1, X +
2,...,X + [ are all different in F,. Also, for any a,1 < a <[, since the degree of
h(X) is greater than one it holds X + a # 0. This shows that there are at least
I+ 1 polynomials of degree one in G2. So, the number of polynomials with degree
less than ¢ equals to number of polynomials of form X - (X + 1) .-+ (X 4 1)
which is exactly number of solutions of the equation eg +e1 + --- +¢; <t in the
set of non-negative integers, hence (ffi) O

Lemma 2.3.9. If n is not power of p, then |Ga| < nVvt.

Proof: Let I* be subset of the set of introspective numbers I with

i
It = {(g) P’ ‘0 <i,j< ﬁ} Since n is not power of p, number of different
elements in I* equals (L\/ﬂ + 1)2 > t. This implies that when the elements of I*
are taken modulo 7, at least two of them will be equivalent since |G| = t.
Now, let these two numbers in I* which are equivalent modulo r» be mi, ms and

mi > mg . Then X™ = X™ (mod X" — 1,p). If f(X) € P, then since

my,mo € I, we have:

f(XO)™ = f(X™)=f(X"™)=f(X)™ (mod X" —1,p).
So f(X)™ = f(X)™ in F = Fp[X]/h(X). Furthemore, this implies that all
f(X) € Ga are roots of polynomial Q(Y) = Y™ — Y"™2_ Since the number of
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roots of this polynomial is at most m; and m; < n‘/i, combining this with the
previous fact we easily conclude |Ga| < nVt. O

Lemma 2.3.10. If the algorthim returns PRIME then n is prime.

Proof: Given that the algorithm returns PRIME, we conclude it can be done so
only in steps 4 and 6 of it. Having already seen the step 4 case, we now have
to see that if the algorithm returns PRIME in step 6 then n is indeed a prime
number.

By Lagrange’s theorem we know that order of any finite group is divisible by
order of its subgroup. Since G is a subgroup of Z}, t|¢ (r) holds. Hence, [ >
L\/flog nJ Using this inequality and inequalities ¢ > log?n , i.e. t > v/tlogn and

2 1
( nt ) > 2"+ which holds for n > 1 we have:

n
|G| > <t+l) > (2 [Vtlogn] + 1) > gl Vilogn]+1 5 Vi
“\t-1)~ [Vtlogn| -
Vi

Suppose n is not a prime power. Then, as we have already showed, |Ga| < nV".
This is contradiction with above inequality. Hence, we conclude that n = p*
where p is a prime and k£ > 1. The algorithm did not stop on step 1 from where
we get k < 1. Therefore, we conclude £ = 1 and n is a prime what confirms
correctness of the algorithm. O

3 Time Complexity Analysis

In this section we will analize time complexity of the algorithm. We will first
introduce some notations that will be used for that purpose.

Definition 3.1 (Big O notation). Let f(x) and g(x) be two functions defined
on some subset of the real numbers and xqg an arbitrary real number. One writes

f(x) =0(g(x)) as © — oo if and only if:
(VY > xo)(IM > 0) such that |f(z)] < M|g(z)].
In other words, Big O notation describes the limiting behavior of a function when

the argument tends towards a particular value or infinity, usually in terms of
simpler functions.

Definition 3.2 (Soft O notation). A function f(n) is of O(a(n)) complezity if
f(n) is of O(a(n)log® a(n)) complexity.
In other words it is an variant of big O that ignores logarithmic factors.

For next calculations we use the fact that addition, multiplication and division
operations between two m bits numbers can be performed in time O(m). Similarly,
these operations on two degree d polynomials with coefficients at most m bits in
size can be done in time O(d - m) steps [12].
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Theorem 3.3. The asymptotic time complezity of the algorithm is O(log% n).

Proof: The first step of the algorithm takes asymptotic time O(log®n) [12].

In step 2, we find an 7 with o,(n) > log?n. This can be done by trying out
successive values of 7 and testing if n*¥ # 1 (mod r) for every k < log? n. For
a particular r, this will involve at most (~)(log2 n) multiplications modulo r and
so will take time O(log?nlogr). By Lemma 2.3.3 we know that only O(log®n)
different r’s need to be tried. Thus the total time complexity of step 2 is O(log7 n).
The third step involves computing greatest common divisor of r» numbers. Each
gced computation takes time O(log n) [12], and therefore, the time complexity of
this step is O(rlogn) = O(log® n).

The time complexity of step 4 is just O(logn).

In step 5, we need to verify [\/go('r) log nJ equations. Each equation requires

O(log n) multiplications of degree r polynomials with coefficients of size O(logn).
So each equation can be verified in time O(rlog?n) steps. Thus the time com-
plexity of step 5 is O(rv/p(r)log®n) = O(r% log®n) = O(log% n). This time
dominates all the other and is therefore the time complexity of the algorithm. [
The time complexity of the algorithm can be improved by improving the estimate
for . The best possible scenario would be when r = O(log? n) and in that case the
time complexity of the algorithm would be O(log6 n). There are two conjectures
that support the possibility of such an r:

Artin’s Conjecture: Given any number n € N that is not a perfect square, the
number of primes ¢ < m for which o4(n) = ¢—1 is asymptotically A(n) " where
A(n) is Artin’s constant with A(n) > 0.35.

Sophie-Germain Prime Density Conjecture: The number of primes ¢ < m
such that 2¢+1 is also a prime is asymptotically ?HCQ—Q;? where CY is the twin prime
constant (estimated to be approximately 0.66). Primes ¢ with this property are
called Sophie-Germain primes.

If Artin’s conjecture becomes effective for m = O(log?n) it immediately shows
that there is an 7 = O(log® n) with required properties. It is known that conjec-
ture holds under Generalized Riemann’s Hypothesis.

By density of Sophie-Germain primes, there must exist at least log? n such primes
between 8log? n and ¢log? n(loglog n)? for suitable constant c. For any such prime
q, either ogn < 2 or ogn > q;21. Any g for which oyn < 2 must divide n?—1 and so
the number of such ¢ is bounded by O(logn). This implies that there must exist
a prime r = O(log® n) such that o,n > log?n. Such an 7 will yield an algorithm
with time complexity O(log®n).

4 Implementation

Having proved the correctness of the AKS algorithm in Section 2 we now move on
to the implementation of the algorithm which is implemented in SAGE (Software
for Algebra and Geometry Experimentation). The implementation was done by
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defining a function AKS(n) which takes a number n as the input and outputs
whether for the given number holds that is prime or not.

The first part of the algorithm is used to check if the given number n is a perfect
power, i.e here we check if the number n can be written in the form a®, were b > 2.
Now, if n = a® then we know that the maximum value of b is log n where log here
refers to the base 2 (as has been the case throughout). Therefore the problem
here reduces to probing whether an a exists such that a® = n for b € [2,logn].
Having checked whether the given number n is a perfect power, in case of getting
negative answer, we move on to the step 2 of the algorithm: finding an appropriate
r. The objective here is to find an appropriate r such that o,(n) > log?n. Now,
in the correctness proof of the algorithm we found that such an r can be found
in the range (0,log’n]. To do so, we test all r € [2,log®n] to see if there is a
k € [1,log? n] such that n® = 1 (mod r). If there is no such k then that particular
r is the appropriate r that we want.

Here we move on to the step 5 of the algorithm which basically checks [ equa-
tions. The routines used here are Integers(), PolynomialRing() and quotient().
Integers() is used to form the ring of integers modulo any n where n will be given
as a parameter to it. The PolynomialRing() forms a polynomial ring over the
ring say s, which will be given as a parameter to it and the quotient() is used for
quotienting over polynomial rings.

4.1 The Code

Now putting together all the pieces we present the SAGE code for the AKS
algorithm:

def AKS(n):
c1
k 0
for b in range(2,ceil(log(n,2))+1):
y (log(n,2)/b).n()
c (pow(2,y)).n(30)
if (pow(floor(c),b) n) :
return false
return
m ((log(n,2))) 5
r 2
while(r floor(m)):
cO
i floor(log(n,2)) 2
for k in range(1,i+1):
if ((mk - 1) % r 0): Y%nije komentar, vec oznaka za mod r
c ct+l
if(c 0):
break
r r+l
for a in range(1l,r):
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