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Akademik prof. dr Svjetlana Terzić, Univerzitet Crne Gore, Crna Gora
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Prof. dr Huse Fatkić, Univerzitet u Sarajevu, BiH
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on Elliptic Curves Over Fp 171
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16. Gordana Maksimović – Primena Open Source softvera u nastavi
web dizajna i programiranja 197
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�CETVRTA MATEMATI�CKA KONFERENCIJA REPUBLIKE SRPSKE

Trebinje, 6. i 7. juni 2014. godine

Matemati�cke institucije u Srbiji do Velikog rata

Aleksandar M. Nikoli�c
Fakultet tehni�ckih nauka, Univerzitet u Novom Sadu

nikaca@uns.ac.rs

Pregledni rad

Apstrakt

Institucionalni razvoj matematike u Srbiji po�civa na dve nacionalne insti-
tucije: visoko�skolskoj ustanovi pod nazivom Licej, osnovanoj 1838. (od 1863.
Velika �skola a danas Univerzitet u Beogradu) i Dru�stvu srpske slovesnosti,
osnovanom 1841. (od 1864. Srpsko u�ceno dru�stvo, od 1886. Srpska Kral-
jevska Akademija - SKA, pa Srpska Akademija Nauka - SAN, danas Srpska
akademija nauka i umetnosti - SANU). Njihovom saradnjom i preplitanjem
aktivnosti, prvenstveno zaslugom Mihaila Petrovi�ca i Bogdana Gavrilovi�ca,
osnovan je na Univerzitetu u Beogradu Matemati�cki seminar koji je posle
Drugog svetskog rata, pod nazivom Matemati�cki institut SANU, prerastao u
najvi�su srpsku matemati�cku instituciju. U okviru Matemati�ckog seminara -
instituta razvijale su se Petrovi�ceva matemati�cka �skola izmedju dva svetska
rata i Karamatina �skola matemati�cke analize posle Drugog svetskog rata.
Danas su one poznate kao Beogradska �skola matematike.

AMS Mathematics Subject Classi�cation (2010): 01A72, 01A73, 01A74
Key words and phrases: Lyceum, Higher School of Belgrade, Mathematics

Seminar, Serbian Royal Academy, Mathematical Institute, University of Belgrade,
Serbian Academy of Sciences.

1 Uvod

Ovaj rad predstavlja pregled razvoja matemati�ckih institucija u Srbiji od vremena
oko sredine XIX veka, kada je osnovana prva vi�sa �skola, do Velikog rata i prve
polovine XX veka, kada su rezultati rada vi�se srpskih matemati�cara ve�c poznati
i priznati u matemati�ckom svetu. Tokom tog perioda od ne�sto vi�se od 60 god-
ina, koji je vrlo kratak u ukupnoj istoriji nau�cne misli i istoriji matematike kao
nau�cne discipline, Srbija je od jedne nerazvijene zemlje u svim aspektima obrazo-
vanja, uspela uspostaviti poziciju u svetu matematike koja bi se mogla smatrati
ravnopravnom sa najrazvijenijim evropskim zemljama.

Nakon samostalne i prosperitetne srpske dr�zave koja se kroz �citav srednji vek
u duhovnom i kulturnom smislu oslanajala na Vizantijsko carstvo, polovinom pet-
naestog veka do�slo je do velikih promena. Ukupni razvoj srpskog naroda iz temelja
je uzdrman potpunim turskim osvajanjem i okupacijom teritorije srpske drzave.
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Vladaju�ca klasa je iskorenjena, institucije uni�stene, a narod se posle mnogobro-
jnih seoba na�sao na velikom prostoru i severno od reka Save i Dunava - u okviru
Habzbur�ske monarhije - i ju�zno od reka Save i Dunava - u okviru turske carevine.
Turska vlast nad Srbima trajala je vi�se od 400 godina za deo naroda koji se oslo-
bodio ustancima u XIX veku i oslobodila�ckim Balkanskim ratom (1912), a oko
250 godina za deo naroda koji je �ziveo u Panonskoj niziji, na teritoriji Habzbur�ske
monarhije. Taj severni deo srpskog naroda, ve�cinom sa teritorije dana�snje Vojvo-
dine, izborio se kod Habzbur�skih vlasti za dozvolu otvaranja osnovnih i srednjih
�skola na srpskom jeziku, a podi�zu se i gotovo sve najva�znije institucije mlade na-
cionalne kulture srpskog naroda. Te �cinjenice kao i op�sti kulturno-prosvetni uslovi
u Habzbur�skoj dr�zavi doveli su do formiranja obrazovanog i imu�cnog gradjanskog
sloja jednog dela srpskog naroda, ali i zna�cajnog broja u�cenih ljudi, kulturnih,
umetni�ckih i nau�cnih radnika. Kulturno obrazovne prilike medju Srbima koji su
ostali pod turskom vla�s�cu bile su bitno druga�cije. Vladala je skoro potpuna nepis-
menost i obrazovna zaostalost. Organizovano otvaranje �skola po�celo je po�cetkom
XIX veka posle prvih ustanaka protiv Turaka 1804. i 1815. godine, mada je tek
Hati�serifom iz 1830. godine, Srbima dozvoljeno da sami ustanovljavaju �skole, i
druge dr�zavne institucije.

2 Licej - prva visoka �skola u Srbiji

Prva �cetvorogodi�snja srednja �skola u Srbiji, 1835. godine nazvana Gimnazijom,
otvorena je 1833. godine u Kragujevcu, tada�snjoj srpskoj prestonici, sa 16 u�cenika
i jednim nastavnikom. Bez zasebne zgrade, stru�cnog kadra, name�staja i osnovnih
u�cila, �skola je te�sko ispunjavala osnovni cilj zbog kojeg je i osnovana - da �siri
prosvetu i da obrazuje i spremi sposobne mladi�ce za dr�zavnu slu�zbu. Knez Milo�s
Obrenovi�c je Ukazom iz 1838. godine produ�zio gimnazijsko �skolovanje na �sest
godina i time osnovao Licej koji je predstavljao vrhunac dotada�snjih nastojanja
da Kne�zevina Srbija i srpski narod dobiju �skolu na kojoj bi se sticala najvi�sa
znanja i spremali dr�zavni �cinovnici.1 Kako u Srbiji tog vremena nije bilo dovoljno
kvali�kovanih profesora za rad na Liceju, Milo�s Obrenovi�c je uputio poziv svim
u�cenim Srbima koji su �ziveli �sirom Evrope da svojim dolaskom u tek oslobod-
jenu i osamostaljenu Srbiju pomognu u prvim godinama njegovog rada. Tom se
pozivu odazvao mali broj onih kojima je upu�cen, pa su �casove iz svih predmeta
i oblasti morali da dr�ze razni dr�zavni �cinovnici, tada najobrazovaniji gradjani
Srbije. Prve godine u novoosnovanom Liceju predavani su: �lozo�ja, op�sta is-
torija, �cista matematika, statistika, nema�cki jezik i crtanje. Sve te predmete
su predavala samo dva gimnazijska profesora - Petar Radovanovi�c i Atanasije
Teodorovi�c! Slede�ce godine navedenim predmetima pridodati su i �zika, ge-
ometrija i francuski jezik, pa je pove�can i broj nastavnika. Ve�cina njih jo�s uvek
nije bila stru�cno kvali�kovani za rad u �skoli i za predmete koje su predavali, ali

1U periodu Prvog srpskog ustanka 1808-1813. godine radio je Dositejev Licej kao prva vi�sa
prosvetna ustanova u Srbiji. Nakon propasti ustanka i �skola je zatvorena.
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medju prvim nastavnicima bilo je i onih koji su u srpskoj kulturi i nauci ostavili
zna�cajan trag. Nave�s�cemo samo neke od njih - Josif Pan�ci�c (1814-1888) srpski
lekar, botani�car, prvi predsednik Srpske kraljevske akademije, knji�zevnik Jovan
Sterija Popovi�c (1806-1856), osniva�c srpske drame, Matija Ban (1818-1903) koji
je bio pisac, politi�car i diplomata, osniva�c nacionalnog programa ujedinjenja i
oslobodjenja Ju�znih slovena (Srba i Hrvata), Konstantin Brankovi�c (1814-1865)
pedagog, �lozof, pravnik, vi�segodi�snji rektor Liceja, Vuk Marinkovi�c (1807-1859)
�zi�car, autor ud�zbenika iz �zike i osniva�c kabineta za �ziku na Liceju.

Najve�ci problem u nastavni�ckom kadru bio je sa �skolovanim predava�cima
matematike i sadr�zaja prirodnih nauka (�zike, hemije, biologije, geogra�je, ge-
ologije, astronomije). Nastavu matematike dr�zali su razni u�citelji, �skolski nad-
zornici, pravnici, sve�stenici, in�zenjeri. Niko od njih nije po osnovnom obrazo-
vanju bio matemati�car, mada su svi oni u toku �skolovanja slu�sali ili polagali
neke matemati�cke predmete razli�citih sdr�zaja i nivoa. Njihova predavanja nisu
bila ni na visoko�skolskom, a kamoli ne na nau�cnom nivou, ali u tada�snjoj Srbiji
prikladnijih i matemati�cki obrazovanijih ljudi nije bilo. (vidi [24, str. 85-86]).
Matemati�cke nauke - matematika, �zika, mehanika - su u svojim skromnim okvir-
ima predavane i izu�cavane uglavnom u cilju njihove primene u tehnici i vojnim
naukama. Posebnu pote�sko�cu u nastavi matemati�ckih nauka predstavljao je ne-
dostatak ud�zbenika �sto je tesno povezano sa reformom srpskog jezika �lologa Save
Mrkalja i Vuka Karad�zi�ca. Reformisana srpska �cirilica je zvani�cno uvedena u Sr-
biji 1868. godine. Skoro sve matemati�cke knjige na srpskom jeziku, od prve srpske
aritmetike iz 1767. godine Vasilija Damjanovi�ca (1734/35-1792) (vidi [17], [18])
pa sve do knjiga iz druge polovine XIX veka, nastale su u Vojvodini koja je bila u
okviru Habsbur�ske monarhije. One su napisane crkvenoslovenskim ili slavenosrp-
skim jezikom koji su bili vrlo siroma�sni matemati�ckom terminologijom evropske
matematike i koji nisu bili lako razumljivi Srbima koji su �ziveli u okviru novoosno-
vane kne�zevine Srbije. Svakodnevni govorni jezik se razlikovao od tih oblika. To je
zna�cajno ote�zavalo i prevode stranih ali i pisanje originalnih, srpskih, ud�zbenika.
Problem matemati�cke terminologije na srpskom jeziku ostao je sve do po�cetka XX
veka. To pitanje ponovo je otvoreno posle drugog svetskog rata kada je u okviru
novoosnovanog Matemati�ckog instituta formirana Komisija za terminologiju �ciji
su rezultati rada dati u dve publikacije: Matemati�cka terminologija za osnovne i

srednje �skole (Beograd, 1963) i Re�cnik matemati�ckih termina (Beograd, 1966).
Za prvog rektora Liceja postavljen je Atanasije Nikoli�c (1803-1882), koji je

po obrazovanju in�zenjer geodezije bio i prvi profesor matematike. On na Liceju
ostaje do kraja oktobra 1842. godine kada je na srpskom prestolu do�slo do smene
dinastija i kada odlazi za na�celnika Pope�citeljstva unutra�snjih dela gde ostaje 16
godina. Bio je zadu�zen za policiju, poljoprivredu, gradjevinarstvo, saobra�caj, vo-
jsku. Svojim rezultatima i delatno�s�cu u svim tim oblastima ostavio je zna�cajan
trag.2 Atanasije Nikoli�c je za u�cenike Liceja napisao prve ud�zbenike iz alge-

2Kova�cek, B., Teatar Atanasija Nikoli�ca, Zbornik radova Srpskom narodnom pozori�stu 1861-
1986, Novi Sad, 1986, s. 207-222.
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bre Algebra - ustrojena za upotrebljenije sli�satelja �loso�je u Liceumu Knja�zestva

Serbije (1839) i geometrije Elementarna geometrija - ustrojena za upotrebljenije

sli�satelja �loso�je u Liceumu Knja�zestva Serbije (1841). Ud�zbenici su bili na el-
ementarnom nivou i nisu bili originalno delo. On se verovatno poslu�zio nekim
sli�cnim ud�zbenicima kori�s�cenim u Austrougarskoj koje je prilagodio tada�snjim
potrebama u Srbiji (vidi [11], [28]). Nikada ni�sta nije napisao iz matematike kao
nauke, pozivao je na �sirenje nau�cnih znanja bez rada u nauci i bez li�cnog stvar-
ala�stva, a u svojim javnim istupima �cak je �cesto govorio protiv svakog nau�cnog
rada, posebno u matematici, jer, po njegovom mi�sljenju, neobrazovana ili polu-
obrazovana sredina kakva je tada bila Srbija, to ne bi mogla razumeti niti pri-
hvatiti (vidi [20, str. 36]). Izdvajamo i Emilijana Josimovi�ca (1823-1897) koji
je bio medju istaknutijim profesorima na Liceju, Vojnoj akademiji i, kasnije, na
Velikoj �skoli. In�zenjersko obrazovanje i diplomu stekao je na Be�ckoj Politehnici,
bio je �clan Dru�stva srpske slovesnosti i Srpskog u�cenog dru�stva, rektor Velike
�skole, pisac prvog, obimnog u tri dela napisanog, visoko�skolskog matemati�ckog
ud�zbenika Na�cela vi�se matematike3 na srpskom jeziku, prvi srpski urbanista poz-
nat kao autor urbanisti�ckog plana Beograda iz 1867. godine. Pored matematike,
predavao je geodeziju, arhitekturu, mehaniku i nacrtnu geometriju. Josimovi�c je
imao ugled matemati�cara, mada nije objavio nijedan rad iz ove nauke.

Osnivanjem i radom Liceja ostvaren je jedan veoma va�zan cilj - omogu�citi
novim nara�stajima nastavak studija na evropskim univerzitetima, i, posle sticanja
univerzitetskog obrazovanja i diploma, povratak u Srbiju i preno�senje budu�cim
generacijama tamo ste�cenog znanja, iskustva, kulture, i na taj na�cin pribli�ziti
svoju mladu, tek oslobodjenu srpsku dr�zavu ve�cini naprednih evropskih zemalja.

3 Velika �skola - zora srpske matematike

Na inicijativu svojih profesora, Licej je 1841. godine preme�sten u Beograd, nas-
tava se u po�cetku odvijala u jednoj privatnoj ku�ci, a od 1844. godine, kada se u
�skolskom sistemu zvani�cno uvodi mesto i rang Liceja kao velikog u�cili�sta, u Konaku
kneginje Ljubice. Na Licej se svake godine upisuje prose�cno po 50 djaka-licejaca.
Godine 1863. Licej je reformisan i prerasta u Veliku �skolu koja je preseljena u
Kapetan-Mi�sino zdanje, palatu Mi�se Anastasijevi�ca, tada najbogatijeg �coveka u
Srbiji. Kao naslednica Liceja i prethodnica dana�snjeg Beogradskog univerziteta,
Velika �skola je postala kombinacija klasi�cne gimnazije i visoke �skole, a Zakonom
o ustrojstvu de�nisana kao nau�cna institucija za visoko i stru�cno obrazovanje. To
je bila najvi�sa obrazovna institucija u Srbiji do 1905. godine. Veliku �skolu su u
po�cetku �cinila tri fakulteta - Filozofski, Tehni�cki i Pravni. Studije na Filozofskom
fakultetu trajale su tri godine (do 1880. godine), a na Pravnom i Tehni�ckom
fakultetu �cetiri. Ni u okviru Velike �skole matematika se jo�s uvek nije studirala

3Prvi deo je iza�sao 1858. na 253 strane, drugi deo 1860. i ima 296 strana, a tre�ci 1872. i
ima 198 strana. U prvom delu je izlo�zena teorija funkcija, teorija jedna�cina i teorija redova.
U drugom delu je izlo�zen diferencijalni i integralni ra�cun funkcija jedne i vi�se promenljivih i
varijacioni ra�cun. Tre�ci deo je sadr�zao analiti�cku geometriju u ravni.
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kao posebna nau�cna oblast, ve�c su studenti dobijali �siroko prirodno-nau�cno obra-
zovanje na Filozofskom fakultetu, ili su slu�sali vi�su matematiku i sticali upotrebno
znanje matematike na Tehni�ckom fakultetu. U okviru Liceja kao i u prvim go-
dinama rada Velike �skole, najvi�se su se razvijale "nacionalne" nauke, dru�stvene
nauke korisne za dr�zavu i one prirodne nauke - botanika, zoologija, mneralogija,
geologija - koje su se odnosile na upoznavanje zemlje i njenih prirodnih bogat-
stava. Matematika, �zika, hemija, astronomija razvile su se kasnije i njihov razvoj
je tekao sporije jer se u politi�ckim krugovima smatralo da nije potrebno tro�siti
energiju i novac na nauke od kojih dr�zava nema koristi (vidi [3], str. 151])!

Paralelno sa otvaranjem prvih gimnazija i Velike �skole, 1841. godine osnovano
je Dru�stvo srpske slovesnosti kao prete�ca dana�snje Srpske akademije nauka i umet-
nosti. U njemu se prvenstveno vodila borba za srpski jezik, dok su ostale nauke bile
vrlo slabo zastupljene. To naro�cito va�zi za matemati�cke i prirodne nauke. Godine
1864. Dru�stvo srpske slovesnosti je preraslo u Srpsko u�ceno dru�stvo, a u Odeljenje
za prirodne i matemati�cke nauke u�sli su E. Josimovi�c i K. Brankovi�c. U XXV kn-
jizi Glasnika U�cenog dru�stva za 1869. godinu izlazi i prva matemati�cka rasprava
in�zenjera Dimitrija Stojanovi�ca (1841-1905) pod naslovom "�Sturmova teorema".
To je bio elementaran rad u kome je prepri�cano re�senje francuskog (�svajcarskog)
matemati�cara �Sturma (Jacques Charles Fran�cois Sturm) koji je formulisao teo-
remu koja danas nosi njegovo ime i koja se odnosi na lokalizaciju i utvrdjivanje
broja realnih korena polinomske jedna�cine koji se nalaze izmedju datih granica.
Na osnovu tog rada Stojanovi�c je primljen u Srpsko u�ceno dru�stvo. Godine 1886.
Srpsko u�ceno dru�stvo dolazi u sukob sa Ministarstvom obrazovanja, i na jednu
godinu je suspendovan njegov rad. Tokom slede�cih godina �clanstvo Dru�stva se
zna�cajno smanjilo i njegova aktivnost se odvijala paralelno sa novoosnovanom Srp-
skom kraljevskom akademijom sve do njihovog spajanja 1892. godine. U skladu
sa medjusobnim dogovorom, osmorica �clanova Srpskog u�cenog dru�stva postali su
redovni �clanovi Srpske kraljevske akademije, dok su ostali �clanovi u�sli u novu
nau�cnu istituciju kao dopisni �clanovi.

Za po�cetak institucionalnog razvoja matematike u Srbiji va�zna je 1873. god-
ina, kada se na Velikoj �skoli u okviru Filozofskog fakulteta osnivaju dva odseka
- Istorijsko-�lolo�ski i Prirodno-matemati�cki - kao i Katedra za matematiku u
okviru Prirodno-matemati�ckog odseka. Vi�su matematiku �ce, ve�c od ranije na
Tehni�ckom, a sada i na Filozofskom fakultetu sve do 1887. godine redovno
predavati samo profesor Dimitrije Ne�si�c (1836-1904), jedna od klju�cnih li�cnosti
srpske nauke tog vremena, koje je na�s istaknuti istori�car matematike Dragan Tri-
funovi�c (1930-2008) nazvao zora srpske matematike. Kako se njegova nastavna i
nau�cna aktivnost odvijala u polju matematike, i kako je on prvi Srbin autor ve�ceg
broja matemati�ckih rasprava objavljenih u izdanjima Srpskog u�cenog dru�stva (4) i
Srpske kraljevske akademije (5), sa pravom se Ne�si�c mo�ze smatrati prvim srpskim
matemati�carom. Mada njegovi radovi ne sadr�ze velike rezultate koji se pamte i
kojima se generacije koriste, oni pokazuju �sirinu Ne�si�cevog znanja, preciznost u
dokazu i savesnost u obradi i izboru problema (vidi [31], str. 17]). Naglasi�cemo
da ni on nije imao striktno matemati�cko obrazovanje, ve�c je matematiku slu�sao
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i u�cio studiraju�ci tehni�cke nauke. On je po zavr�setku dve godine op�stih studija
prirodno-matemati�ckih nauka na Liceju, 1855. godine oti�sao na dalje �skolovanje u
inostranstvo kao dr�zavni pitomac. Po povratku sa sedmogodi�snjih studija u Be�cu
(Velika tehni�cka �skola, 1855-1858) i Karlsrueu (Politehnika, 1858-1862) preuzeo je
predavanja iz matematike na Liceju i kasnije na Velikoj �skoli. Bio je redovan �clan
Srpskog u�cenog dru�stva i jedan od prvih 16 postavljenih �clanova SKA, �clan JAZU,
kao i budu�ci rektor Velike �skole i predsednik SKA. U svojim kursevima Ne�si�c je
predavao op�stu euklidsku geometriju, trigonometriju, analiti�cku geometriju, kom-
binatoriku, algebru i diferencijalni i integralni ra�cun. Po prvi put u Srbiji uvodi
osnovne pojmove iz teorije determinanata i savremen kramerovski prilaz re�savanju
linearnih jedna�cina i linearnoj algebri. U istoriji srpske nauke osta�ce zapam�cen
kao autor kvalitetnih visoko�skolskih matemati�ckih ud�zbenika4, autor Zakona o
merama i teksta njegovog obja�snjenja (1873) �cime je u Srbiji uvedem metarski
sistem mera, inicijator reforme nastave matematike na Velikoj �skoli - uspeo je da
nedovoljno odredjen stari kurs matematike podeli na ni�zu i vi�su matematiku, da
se izbori da matemati�car predaje samo matematiku a ne i arhitekturu, mehaniku,
geogra�ju, �ziku, ali i da matematiku predaju samo matemati�cari.5

Njegovim se zalaganjem Katedra za matematiku Prirodno-matemati�ckog od-
seka Filozofskog fakulteta 1885. godine podelila na dve katedre - za vi�su i za
ni�zu matematiku. Kurs ni�ze matematike je obuhvatao analiti�cku geometriju i
trigonometriju, a u okviru kursa vi�se matematike predavani su algebarska anal-
iza, kombinatorika i osnovni elementi in�nitezimalnog ra�cuna. Usled zna�cajno
pove�canog obima posla, Ne�si�c je od ministarstva tra�zio pomo�c u ljudstvu, ali ju
sve do 1887. godine nije dobijao6. Te godine za profesora ni�ze matematike na
Velikoj �skoli dolazi Bogdan Gavrilovi�c (1864-1947), doktor �lozo�je-matematike
Univerziteta u Budimpe�sti. Odbraniv�si tezu "O predstavljanju jednogranih anal-
iti�ckih funkcija" (1887) (na madjarskom), postao je drugi matemati�car u Srbiji
sa doktoratom nauka. Pre nego �sto je doktorirao, Gavrilovi�c je 1883. godine na
Univerzitetu u Budimpe�sti polo�zio profesorski ispit i usavr�savao se na univerzite-
tima u Berlinu, Pragu i Parizu. U Berlinu je slu�sao predavanja kod �cuvenog Karl
Vajer�strasa. Po nau�cnom radu on je predstavljao prelaz od Ne�si�ca ka Mihailu
Petrovi�cu, iako se sa nau�cnim radovima javio znatno posle Petrovi�ca. Nije bio
plodan nau�cnik i ni on nije objavljivao radove u inostranim �casopisima, ve�c su
�stampani samo na srpskom jeziku u izdanjima Srpske akademije nauka u Beogradu
i Jugoslovenske akademije znanosti u umetnosti u Zagrebu, i uglavnom su elemen-

4Trigonometrija, Beograd 1875, s. 496, Nauka o kombinacijama, Beograd 1883, s. 132,
Algebarska analiza I i II, Beograd 1883, s. 582 i 667.

5Op�sirnije o Dimitriju Ne�si�cu videti u [36].
6Tako se 1871. iz Ciriha sa diplomom VI-A odeljenja Ciri�ske politehnike, odeljenja na kome

su kasnije studirali i Albert Ajn�stajn i njegova supruga Mileva Mari�c, u Srbiju vratio Petar
�Zivkovi�c (1847-1924). Pre odlaska na studije u Cirih on je zavr�sio i Tehni�cki fakultet Velike
�skole (1867). Iako je Ne�si�cu trebao asistent i iako je �Zivkovi�c zavr�sio takve dve �skole i direktno
uputio molbu ministarstvu da se razmotri njegovo postavljenje i zaposlenje na Velikoj �skoli, bio
je odbijen. Radio je kao gimnazijski profesor, ali i sa te pozicije uspeo je da postane redovan
�clan Srpskog u�cenog dru�stva i dopisni �clan SKA (vidi [33]).
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tarnog nivoa. Njegova dva ud�zbenika - Teorija determinanata, (1899) i Analiti�cka
geometrija (1896) - napisana na visokom univerzitetskom nivou i danas pokazuju
izvesnu sve�zinu i modernost pristupa ([35, str. 10]). Bio je dugogodi�snji profesor
Velike �skole i Univerziteta u Beogradu, kasnije rektor Beogradskog univerziteta,
dopisni �clan JAZU i redovan �clan i predsednik SKA. U srpskoj istoriji nauka osta�ce
zabele�zene njegove ogromne zasluge u stvaranju matemati�cke �skole u Beogradu i
u nastanku Beogradskog univerziteta.7

Nije bio lak rad srpskih matemati�cara druge polovine 19. veka. U sredini
u kojoj se gradjanska kultura tek radjala, sa skoro nikakvim materijalnim sred-
stvima, u narodu rascepkanom u vi�se dr�zava, nije bilo povoljnih uslova ni za kakav
nau�cni rad, a najmanje za matemati�cke teorije (vidi [9, str. 201-204]). Bogdan
Gavrilovi�c je u takvu sredinu do�sao kao mlad nau�cnik, sa evropskim shvatanjem
nauke i kulture, i sav se posvetio nauci i Univerzitetu. Tada u istoj nameri nije
uspeo Dimitrije Dani�c (1862-1932) berlinski djak koji je 1885. doktorirao u Jeni
i tako postao prvi doktor matematike u srpskom narodu8.

U prvim godinama rada Velike �skole najve�ci problem bio je veliki nedostatak
ud�zbeni�cke i nau�cne literature. Pomalo je nejasno kako su prvi srpski diplomci
uop�ste uspevali da polo�ze te�ske prijemne ispite po visokim �skolama Evrope. To je
bio njihov veliki uspeh! Profesor Ne�si�c je dobro znao da nauka nema granica, da su
matemati�cke nauke svojina celog sveta, da ne mo�ze biti nacionalnih medja. Sma-
trao je da je nu�zno da matemati�cari u Beogradu budu u stalnom dodiru sa stranim
stvaraocima, da strane nau�cne rezultate treba prikazati u Beogradu, ali i srpske
u svetu. Razmena, saradnja, ali i savremena literatura i otkrivanje matemati�ckih
problema, to su njemu tada bili najva�zniji i neophodni preduslovi za razvoj nauke.
Kao rezultat takvih ideja i nastojanja gostovao je u Srpskoj kraljevskoj akademiji
eminentni �ce�ski matemati�car iz Brna Matijas Lerh (Mathias Lerch (1860-1922))
kao prvi strani matemati�car koji je objavio �cak tri nau�cna rada u Glasu SKA9

i 1888. godine odr�zao predavanje na Akademiji. Ne�si�c je takodje 1871. godine
osnovao prvu matemati�cku biblioteku i polako po�ceo da prikuplja najzna�cajnija

7Ovo su njegova razmi�sljanja o univerzitetu: "Da li se u na�soj sada�snjoj Velikoj �skoli uistinu
mogu negovati nauke; da li se u njoj talenti mogu razvijati na �sirokoj osnovi; da li jednom
re�ci vi�se potrebe na�seg intelektualnog i moralnog �zivota imperativno ne zahtevaju da izadjemo
iz uske oblasti one atmosfere u kojoj se danas na�sa cela vi�sa nastava kre�ce? Da, nama treba
jedan ja�ci centar nauke, jedan univerzitet, jedna nova velika �skola s novim pravcem i s novim
duhom, �skola kojoj �ce pasti udeo i �cast da na sve�zem i toplom vrelu nauke i istine podmladi
intelektualni, moralni i politi�cki �zivot na�seg naroda. Stoga nije megalomanija, niti ta�sta sujeta
ili nezrela ambicija to �sto mi ho�cemo univerzitet. Ko tako misli, taj ne zna u �cemu je mo�c
univerziteta, taj ne zna da je univerzitet jedini rasadnik �ciste nauke, a to �ce re�ci pravi apostol
slobode i prosve�cenosti, toplo gnezdo ideja i idealizma." (vidi [7, str. 189-204]). Op�sirnije o
Bogdanu Gavrilovi�cu videti u [8], [14] i [35].

8Demeter Danitsch, "Conforme Abbildung des elliptischen Paraboloids auf die Ebene",
Fakult�at zu Jena, 1885, s.41. Kao honorarni profesor jedno vreme je dr�zao predavanja iz ni�ze
matematike na Filozofskom fakultetu, ali kada je na to mesto postavljen Bogdan Gavrilovi�c
odlazi na Vojnu akademiju u Beogradu. Tu je stekao ugled strogog i korektnog profesora, kao i
autora ud�zbenika koje su osim pitomaca Vojne akademije koristili i studenti Velike �skole.

9Glas SKA (knj. XI, Prvi razred, knj. 6, 1989) na srpski preveo D. Ne�si�c.
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dela klasika i savremenika, ali i strane nau�cne �casopise, �sto je odmah po dolasku
na Veliku �skolu nastavio da radi i mladi Bogdan Gavrilovi�c. Ta biblioteka �ce
vremenom prerasti u mesto okupljanja i rada beogradskih matemati�cara poznato
kao Matemati�cki seminar, a posle Drugog svetskog rata kao Matemati�cki institut,
koji �ce do danas opstati i postati najja�ca i najzna�cajnija matemati�cka institucija
u Srbiji.

4 Vreme Mihaila Petrovi�ca

Prelomni trenutak u razvoju srpske matematike predstavlja konkurs za profesora
matematike na Filozofskom fakultetu, na mesto koje je ostalo upra�znjeno od-
laskom profesora Dimitrija Ne�si�ca u penziju. Te 1894. godine na konkurs su se pri-
javila �cak tri mlada doktora nauka, sva trojica sa evropskim diplomama: Djordje
Petkovi�c (1863-1913) doktorirao u Be�cu iz teorije funkcija, Petar Vuki�cevi�c (1862-
1941) doktorirao u Berlinu na diferencijalnim jedna�cinama i Mihailo Petrovi�c
(1868-1943) doktorirao na �Ecole Normale Sup�erieure u Parizu takodje iz teorije
diferencijalnih jedna�cina10. Izabran je M. Petrovi�c, a prva dvojica nikada nisu
ostvarili univerzitetsku karijeru. Osnovni razlog tome je bio Numerus Clausus
koji je odredjivao ta�can broj profesora na Velikoj �skoli. Tako se Srbija kao mlada
dr�zava, i u politi�ckom i u nau�cnom smislu, u vrlo kratkom periodu od dvadese-
tak godina odrekla pravih mogu�cnosti tri doktora matemati�ckih nauka i jednog
diplomiranog matemati�cara Ciri�ske Politehnike (�Zivkovi�c)!

Mihailo Petrovi�c je djak Dimitrija Ne�si�ca sa Velike �skole. I pored svog neospor-
no velikog talenta, da je ostao u Beogradu verovatno bi i on "tavorio u nau�cnom
lokalitetu beogradske varo�si" i nikada ne bi postao tako veliko i cenjeno ime srpske
i svetske matematike. Umesto toga on je posle zavr�sene trogodi�snje Velike �skole,
upisao i �Ecole Normale Sup�erieure u Parizu i zavr�sava je kao jedan od najboljih u
generaciji. Ta �skola, koja simboli�se jednu epohu u razvoju matemati�ckih nauka,
bila je naro�cito u doba Petrovi�cevog �skolovanja na glasu po svojim profesorima11,
ali i po djacima. Povratkom sa studija u Parizu, svojim nau�cnim radom i radom na
Univerzitetu, Petrovi�c se izborio za najvi�se mesto u istoriji srpske nauke. Posebno
�ce ostati zabele�zeno da je njegov rad "Sur les int�egrales uniformes des �equations
du premier ordre et du genere z�ero" iz 1894. godine prvi pravi, originalan nau�cni
rad u srpskoj matematici objavljen u nekom uglednom evropskom �casopisu12.

10Djordje Petkovi�c, "Abels Theorem beweisen algebraisch und mit der Hilfe von Riemanns
Funktion", Be�c, 1893, s. 25. Michel Petrowitch, "Sur les z�eros et les in�nis des integrales des
�equations di��erentiel alg�ebriques", Gauthier-Villars, Paris, 1894, p. 109. Petar L. Vuki�cevi�c,
"Die Invarianten der linearen homogenen Di�erential-Gleichungen II-ter Ordnung", Friedrich
Wilhelms Universit�at zu Berlin, 1894, s. 48. Posle Dani�ca i Gavrilovi�ca, Petkovi�c je bio tre�ci
matemati�car u Srbiji sa doktoratom nauka, Petrovi�c se iz Pariza vratio kao �cetvrti od prvih pet
matemati�cara u Srbiji sa doktoratom nauka, a Vuki�cevi�c je postao peti.

11Jules Tannery (1848-1910), Paul Painlev�e (1863-1933), Charles Hermite (1822-1901), Emile
Picard (1856-1941), Henry Poencar�e (1854-1912), Jean Gaston Darboux (1842-1917)

12Comptes Rendus de L'Academie des Sciences, Paris, 1894, t. CXVIII, pp. 1190-1193.
Rezultate iz tog rada je E. Pikar uneo u svoju monogra�ju Trait�e d' Analyse, Paris 1896, tome
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Izborom Mihaila Petrovi�ca za profesora matematike na Filozofskom fakul-
tetu Velike �skole, Bogdan Gavrilovi�c preuzima celokupnu nastavu matematike
na Tehni�ckom fakultetu. Rezultati Dimitrija Ne�si�ca prepu�steni su pro�slosti, a
na scenu su iza�sla dva matemati�cara koji su, svaki na svoj na�cin, �cesto potpuno
razli�cito, �sirom otvarali vrata srpske nauke i trasirali put ka velikoj nauci Za-
pada. Njih dvojica �ce jedan dugi period biti jedini predstavnici matemati�ckih
nauka na Velikoj �skoli i od 1905. godine na Univerzitetu u Beogradu, gde �ce
predavati i teorijsku i primenjenu matematiku. Matematika je na Univerzitetu
u Beogradu sve do dvadesetih godina pro�slog veka bila zamrznuta u kadrovskim
temeljima Petrovi�c-Gavrilovi�c i niko nije mogao da do tog jezgra dosegne. Oni
su bili komplementarni po svojim interesovanjima u matematici. Petrovi�ca je,
pre svega, interesovala matemati�cka analiza, diferencijalne jedna�cine, ali i pri-
mena ra�cunskih ma�sina na re�savanje diferencijalnih jedna�cina. Nasuprot tome,
Gavrilovi�c se bavio algebrom i geometrijom, posebno kombinatorikom, teorijom
brojeva, analiti�ckom geometrijom, determinantama, pisanjem ud�zbenika. Njihov
nau�cni ali i organizacioni rad na prelazu iz XIX u XX vek predstavljao je prelom
u srpskoj nau�cnoj sredini. Na�cinjen je ogroman zaokret i odvajanje od trivijalnih
matemati�ckih tema i problema i napravljen zapa�zen proboj u svetsku matematiku.
To se posebno odnosi na Petrovi�ca. Njihovom zaslugom, na predlog Petrovi�ca a
uz svesrdnu podr�sku Gavrilovi�ca i saglasnost Filozofskog fakulteta, 1909. godine
za vanrednog profesora primenjene matematike (racionalna mehanika, teorijska
�zika i nebeska mehanika) iz Be�ca u Beograd dolazi Milutin Milankovi�c (1879-
1958). On je svojim prisustvom i aktivnostima na Beogradskom univerzitetu i u
Matemati�ckom seminaru ostavio zna�cajan trag u nacionalnoj, ali nau�cnim rezul-
tatima iz klimatologije i geologije i u svetskoj nauci. Odmah po dolasku u Beograd
u Glasu SKA je objavljen njegov rad "Osobine kretanja u jednom specijaliziranom
problemu triju tela", kao prvi nau�cni rad u Srbiji iz nebeske mehanike i racionalne
mehanike. U srpskoj istoriji nauka �ce trajno ostati upam�cen i po, za to vreme
veoma naprednom i savremenom, trogodi�snjem kursu koji je uklju�civao poglavlja
racionalne mehanike, teorijske �zike i nebeske mehanike. U toku kursa predavana
je vektorska analiza, teorija �zi�ckih polja, nauka o provodjenju toplote, hidro-
dinamika, elektrostatika sa magnetostatikom, Maksvelova teorija elektriciteta i
teorija elektrona.

Tokom prve �cetiri godine rada na Velikoj �skoli, Petrovi�c je predavao po zate-
�cenom stanju u skladu sa postoje�cim uslovima i sistemom ni�ze i vi�se matematike.
Strogo�s�cu na ispitima uticao je da se pove�ca ozbiljnost pri u�cenju i pripremanju
ispita i samim time podigne nivo studiranja. Ali mu je odmah postalo jasno da
se nastava matematike mora menjati, osavremeniti i uskladiti sa onom u svetu,
�sto je za njega zna�cilo u Francuskoj, s kojom je on kao pariski djak bio najbolje
upoznat. Smatrao je da samo kvalitetna, savremena nastava mo�ze dati nove
generacije uspe�snih nau�cnika-matemati�cara. Da bi bio u mogu�cnosti da preob-
likuje nastavu u skladu sa svojim zamislima i stavovima, znao je da prvo mora

III, Chap. XIII, V. ([34]). GLAS SKA, Knj. 79, s. 218-222.
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da postane uticajan i cenjen nau�cnik. A jedan univerzitetski profesor to mo�ze
da postane prvenstveno svojim vrhunskim nau�cnim rezultatima. Kako se vratio
iz Pariza pun zacrtanih ideja, skiciranih rasprava, donev�si sa sobom savremenu
literaturu, on u te �cetiri godine objavljuje i veoma zapa�zene rasprave, skoro 50,
�sto je za tada�snju nau�cnu Srbiju bilo pravo �cudo. I to ne samo u Glasu Akademije
i Nastavniku (na srpskom), ve�c i na francuskom i nema�ckom jeziku u tada naju-
glednijim svetskim �casopisima Mathematische Annalen (Leipzig), Comptes Ren-
dus de l'Acad�emie des Sciences de Paris, American Journal of Mathematics,
Bulletin de la Soci�et�e Math�ematique de France, Rendiconti del Circolo Matem-
atico di Palermo, i kasnije L'Enseignement Math�ematique. Na takav na�cin on je
stekao svetski nau�cni ugled - po�stenim i iskrenim radom, originalno�s�cu, individ-
ualno�s�cu, univerzalno�s�cu, ingeniozno�s�cu. Njegovi radovi su iz razli�citih oblasti
matematike - teorije funkcija, diferencijalnih jedna�cina, algebre, in�nitezimalnog
ra�cuna, matemati�cke fenomenologije, matemati�ckih spektara, primenjene matem-
atike. Pisao je radove i iz verovatno�ce, istorije matematike, geometrije, teorije
gre�saka. Pravi francuski djak, univerzalni matemati�car! Godine 1895. imao je i
prvo istupanje u SKA, 1897. godine je ve�c izabran u SKA i JAZU, a 1899. godine
postaje redovan �clan SKA. A to je period od njegove 27. do 31. godine (vidi
[19])! Kao �sto je Dimitrije Ne�si�c u periodu od vi�se od 20 godina bio jedini profe-
sor matemati�ckih predmeta u srpskom visokom �skolstvu, tako je, uz Gavrilovi�ca
na Tehni�ckom fakultetu sve do 1924. godine, i Mihailo Petrovi�c punih 18 godina
bio na Filozofskom fakultetu jedini profesor Teorijske matematike. Do odlaska u
penziju predavao je �cak 16 redovnih i specijalnih kurseva.

Godine 1912. odbranjen je prvi doktorat matemati�ckih nauka na Beograd-
skom univerzitetu. Pred komisijom koju su sa�cinjavali Mihailo Petrovi�c i Mi-
lutin Milankovi�c, doktorsku tezu pod nazivom "Figurativni poligoni diferenci-
jalnih jedna�cina prvog reda i njihova veza sa osobinama integrala" odbranio je
Mladen Beri�c (1885-1935). Odmah je primljen za docenta za Teorijsku matem-
atiku. Ve�c slede�ce, 1913. godine, Petrovi�c uvodi u nauku i Simu Markovi�ca
(1888-1939) koji kao drugi doktor nauka Univerziteta u Beogradu pred istom
komisijom kao i Mladen Beri�c, brani tezu "Op�sta Riccati-eva jedna�cina prvog
reda". Bez obzira �sto njihove univerzitetske karijere nisu trajale dugo - Beri�c je
kao vanredan profesor napustio Univerzitet 1921. godine, a Markovi�c se posvetio
politici ubrzo po odbrani teze ([32, str. 241-247]) - odbranom ovih teza zapo�cinje,
za razvoj srpske matematike, ali po rezultatima i u svetskim okvirima, zna�cajna
Petrovi�ceva �skola matematike.

4.1 Matemati�cki seminar

Za godinu osnivanja i po�cetka rada Matemati�ckog seminara uzima se 1896, kada
je donesena Uredba na Velikoj �skoli kojom je, pored ostalog, predvidjeno i formi-
ranje seminara na odsecima Filozofskog fakulteta, samim tim i Matemati�ckog
seminara. Petrovi�c se odmah po dolasku na Veliku �skolu pridru�zio Gavrilovi�cu
u organizovanju matemati�cke biblioteke. On je sve svoje matemati�cke knjige
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done�sene iz Francuske preneo u biblioteku Seminara. Po jedinoj sa�cuvanoj svesci
prvog Inventara knjiga Matemati�ckog kabineta Velike �skole iz 1902. godine ostalo
je zabele�zeno da su u Biblioteci, izmedju ostalih, bili slede�ce knjige: H. Laurent,
Traite d'Analyse, M. Cantor, Geschichte der Mathematik, B. Riemann, Gesam-
melte mathematische Werke, R. Lipschitz, Di�erential und Integral rechnung,
B. Pascal, Determinanten, E. Borel, Le�cons sur les s�eries divergentes; kolekcije:
Collection de m�emoires des math�ematiques, Collection de th�eses de doctorat �a
la Facult�e des Sciences des Paris, i �casopisi: Comptes Rendus De l'Academie
des Sciences de Paris, Bulletin de la Soci�et�e math�ematique de France, Bulletin
des Sciences Math�ematiques, Mathematische Annalen, Revue semestrielle des
publications math�ematiques, Annales de la Facult�e des Sciences de Toulouse,
L'Enseignement Math�ematiques, Zeitschrift f�ur Mathematik und Physik, Acta
Mathematica, Crelle Journal f�ur die reine und angewandte Mathematik. Bib-
lioteka Matemati�ckog seminara se tokom godina razvijala, pa�zljivo i sistematski
popunjavala, i, zahvaljuju�ci prvenstveno Petrovi�cu i Gavrilovi�cu, a kasnije i mlad-
jim matemati�carima, postala zavidno snabdevena najaktuelnijom matemati�ckom
literaturom. Po zavr�setku Prvog svetskog rata Petrovi�c je u okviru ratne od�stete
tra�zio i dobio veliki broj kapitalnih matemati�ckih dela.

�Sta je, u stvari, bio Matemati�cki seminar Beogradskog univerziteta? Svi
fakulteti Univerziteta su se tada nalazili u Kapetan-Mi�sinom zdanju, a prostorije
Matemati�ckog seminara na prvom spratu. Po pisanju Milutina Milankovi�ca, kada
je 1909. godine do�sao u Beograd, on i Petrovi�c su imali samo jednu slu�saonicu
sa velikom tablom i jednu zajedni�cku profesorsku sobu (vidi [15, str. 11]). Ta
prostorija je nazvana Matemati�cki seminar, jer je u njoj bila sme�stena i bib-
lioteka matemati�ckih nauka. Neposredno posle njegovog osnivanja, ali i u vreme
Milankovi�cevog dolaska u Beograd, Matemati�cki seminar su �cinila samo dva ma-
temati�cara Beogradskog univerziteta - Mihailo Petrovi�c sa Filozofskog fakulteta i
Bogdan Gavrilovi�c sa Tehni�ckog fakulteta. Posle Prvog svetskog rata Beri�cevom
i Markovi�cevom odbranom prvih doktorskih disertacija iz matematike na Uni-
verzitetu u Beogradu, razvojem Univerziteta i stvaranjem novih katedri, broj
nastavnika i �clanova Matemati�ckog seminara se polako uve�cavao pa su mu do-
deljene �cetri prostorije u koje je sme�stena biblioteka i tako je dobijen prostor
za redovna okupljanje �clanova, kao i za njihove svakodnevne nastavne i nau�cne
aktivnosti.

Tri su glavne karakteristike institucionalnog razvoja matematike u okviru
Matemati�ckog seminara Beogradskog univerziteta. Prva je �cinjenica da su Petrovi�c
i Gavrilovi�c ve�c bili �clanovi Srpske kraljevske akademije, prvi od 1897. a drugi
od 1905. godine, pa je delatnost Seminara, bez obzira �sto je on zvani�cno pri-
padao Univerzitetu u Beogradu, neodvojiva od akademijskih delatnosti, ta�cnije
Akademije prirodnih nauka SKA. �Cak se mo�ze kazati da je Akademija imala
zna�cajniji uticaj na njegov rad nego Univerzitet. Kasnije je i ve�cina najistaknu-
tijih matemati�cari bila iz �clanstva SKA. Posledica toga je da se svaka medju-
narodna aktivnost Akademije prirodnih nauka SKA svodila na aktivnost �clanova
Seminara. Druga karakteristika se odnosi na oblasti matematike kojima su se u
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jednom du�zem periodu bavili srpski matemati�cari. Svi su oni, vi�se ili manje direk-
tno, bili Petrovi�cevi djaci pa su se bavili prvenstveno problemima koji pripadaju
matemati�ckoj analizi i diferencijalnim jedna�cinama. Po�cetkom dvadesetih god-
ina teorije matrice i linearne algebre jo�s uvek nema, o problemima kontinuuma
nije se �cula ni jedna re�c; teorija skupova, matemati�cka logika, aksiomatizacija
algebre bili su veoma daleko od srpskih matemati�cara tih generacija. Vektorski
ra�cun i vektorska analiza bili su najvi�se zastupljeni u predavanjima i ud�zbenicima
Milutina Milankovi�ca, dakle u primenjenoj matematici. Poneka raznolikost nji-
hovih oblasti interesovanja i rada je posledica Petrovi�cevog �sirokog matemati�ckog
obrazovanja karakteristi�cnog za Parisku �skolu matematike. Tre�ca karakteristika,
tesno povezana sa prethodnom, jeste skoro potpuno odsustvo geometrije u okviru
nauke ali i nastave. Petrovi�ceva matemati�cka �skola nije negovala geometriju i
toj, staroj i tako va�znoj oblasti nauke nije bila naklonjena. Kako nije bila zastu-
pljena kao posebni predmet, geometrija nije imala ni posebnog nastavnika u okviru
�clanova Matemati�ckog seminara. Tek se po�cetkom tridesetih godina pri�slo osni-
vanju i sredjivanju nastave geometrije i na inicijativu M. Petrovi�ca na Univerzitet
je primljen Milo�s Radoj�ci�c (1903-1975), ciljno za geometrijske predmete, mada
je u toku svoje karijere predavao veliki broj razli�citih predmeta, a u nau�cnom
radu se prvenstveno bavio teorijom analiti�ckih kompleksnih funkcija i teorijom
relativnosti.

Rezultat nau�cnih i organizacionih aktivnosti tandema Gavrilovi�c-Petrovi�c je
nemerljiv u okviru kulturne i intelektualne istorije Srbije. Gavrilovi�c, kao jedan
od najuticajnijih profesora zaslu�zan je za prerastanje Velike �skole u Univerzitet
(1905), a Petrovi�c za organizovanje Matemati�ckog seminara Beogradskog uni-
verziteta, budu�ceg jezgra matematike kao nauke i nastave matematike. Mo�ze se
kazati da je Petrovi�c otvorio vrata svetske nauke kroz koja su djaci njegove �skole,
prvenstveno Jovan Karamata (1902-1967) i Vojislav G. Avakumovi�c (1910-1990)
kao najpriznatiji, u velikom stilu pro�sli i uveli srpsku matematiku u svetske tokove.

5 �Sta je bilo posle?

Period izmedju dva svetska rata posta�ce najzna�cajniji period rada Matemati�ckog
seminara i institucionalizacije Petrovi�ceve matemati�cke �skole kao temelja celokup-
nog razvoja matematike u Srbiji. Ogroman uticaj na kvalitativni rast srpske
matematike tog perioda imala su dva, poreklom ruska matemati�cara, koji su
dvadesetih godina pro�slog veka do�sli u Beograd be�ze�ci iz revolucionarne Rusije.
To su bili Anton Bilimovi�c (1879-1970) i Nikola Saltikov (1866-1961).13 Oni su

13Anton Bilimovi�c je rodjen u �Zitomiru, u dana�snjoj Ukrajini. Diplomirao je na Fizi�cko-
matemati�ckom fakultetu Kijevskog univerziteta i postavljen za asistenta, da bi 1915. godine bio
izabran za redovnog profesora Novorosijskog univerziteta u Odesi. Januara 1920. godine, kao
ve�c priznato ime u nauci, do�sao je u Beograd gde je postao profesor na Univerzitetu, i ve�c 1925.
izabran je za dopisnog, a 1936. godine za redovnog �clana SKA. Prvenstveno se bavio primenom
Pfafovih diferencijalnih formi i diferencijalnih sistema u mehanici. Nikola Saltikov je rodjen u
mestu Vi�snji-Volo�cek u Rusiji. Studije zavr�sio na Univerzitetu u Harkovu kao u�cenik Ljapunova
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zna�cajno doprineli ugledu srpske matematike izmedju dva svetska rata. Doda�cemo
i ne�sto mladjeg Vja�ceslava �Zardeckog (1896-1962) koji se bavio primenjenom
matematikom (teorijskom �zikom). U to vreme, sa zavr�senih studija matem-
atike na Sorboni u Parizu, u Srbiju dolazi i Radivoj Ka�sanin (1892-1989), jedan
od retkih srpskih matemati�cara koji nije studirao u Beogradu izmedju dva rata -
pre Pariza studirao je u Be�cu, Zagrebu i Pe�sti. Zapo�sljava se 1922. godine kao
asistent na Tehni�ckom fakultetu i ve�c 1924. godine doktorira kod M. Petrovi�ca i
A. Bilimovi�ca. Po odlasku Bogdana Gavrilovi�ca u penziju 1929. godine, preuzima
sva matemati�cka predavanja na Tehni�ckom fakultetu gde je 1939. godine izabran
za redovnog profesora. Poznat je i visoko cenjen njegov ud�zbenik Vi�sa matem-

atika (Beograd, 1934, s. 627), koji je imao zna�cajnu ulogu u podizanju nivoa
nastave matematike i tehnike na Tehni�ckom fakultetu u Beogradu. U svom radu
bavio se nekim problemima diferencijalnih jedna�cina, klasi�cnom teorijom funkcija,
teorijom realnih i kompleksnih funkcija, geometrijom, statistikom, mehanikom i
astronomijom. Radove je ve�cinom objavljivao u akademijinim i univerzitetskim
izdanjima. Dopisni �clan SAN postao je 1946, a redovan 1955. godine. ka�sanin je
ostavio neizbrisiv trag u srpskoj matematici i univerzitetskoj nastavi, ali kako nije
objavljivao radove na stranim jezicima u svetskim �zurnalima, ostao je nezapa�zen
i nepoznat van Srbije.

Sa takvim nau�cnicima nivo Petrovi�cevog Matemati�ckog seminara je zna�cajno
podignut. Dvadesetih godina 20. veka Matemati�cki seminar je imao 15 �clanova.
Sedmorica od njih bili su �clanovi SKA, a svi profesori Beogradskog univerziteta.
Rezultati njihovog nau�cnog rada su pripadali ravnopravno kako teorijskoj tako i
primenjenoj matematici i redovno su objavljivani, ne samo u Akademijinim i uni-
verzitetskim publikacijama u Srbiji (GLAS SAN i Bulletin de L'Academie Serbe
des Sciences, serie Math�ematiques, Publications math�ematiques de l'Universit�e de
Beograd) koje su u�zivale lep ugled i u stranom svetu, ve�c i u izdanjima evropskih
akademija nauka kao i u presti�znim svetskim nau�cnim �casopisima. Kao rezultat
intenzivnog i kvalitetnog rada na Univerzitetu i u okviru Matemati�ckog semi-
nara, pojavila se grupa mladih i darovitih matemati�cara. Sve njih je iznedrio
prvenstveno Mihailo Petrovi�c. To su bili Tadija Pejovi�c (1892-1982), doktori-
rao 1923. godine, Milo�s Radoj�ci�c, doktorirao 1928. godine i Jovan Karamata,
doktorirao 1926. godine. Novi nara�staji nau�cnika po�cinju da ispoljavaju svoj
sopstveni interes za najsavremenije grane matematike i u toj interakciji starih i
novih shvatanja, puteva i metoda, srpska matematika posti�ze velike uspehe.

Za vreme rata i okupacije od aprila 1941. do oktobra 1944. godine Akademija,
Univerzitet i Matemati�cki seminar nisu zvani�cno niti javno radili. Na �zalost, cela

i Steklova. Radio je kao profesor racionalne mehanike na Tehnolo�skom institutu u Tomsku i
Politehni�ckom institutu u Kijevu. Po odbranjenoj doktorskoj tezi iz matematike 1906. godine
postaje profesor na Univerzitetu u Harkovu, a 1919. godine profesor teorijske matematike na
Gruzijskom univerzitetu i Ruskom politehni�ckom institutu u Tbilisiju. Ubrzo napu�sta Rusiju,
dolazi u Beograd i ve�c 1921. godine izabran je za redovnog profesora matematike na Filozofskom
fakultetu Univerziteta u Beogradu. Godine 1934. izabran je za dopisnog �clana SKA a 1946.
godine za redovnog �clana SAN. Bavio se prvenstveno diferencijalnim jedna�cinama.
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zgrada Filozofskog fakulteta, pa i Biblioteka i prostorije Matemati�ckog seminara,
tokom povla�cenja okupatora krajem Drugog svetskog rata spaljena je i do temelja
je izgorela. Od bogatog fonda ostalo je svega nekoliko knjiga koje su bile poza-
jmljene za li�cnu upotrebu. Tako je u vihoru rata sve, osim ljudi, nestalo. Vi�se
nije bilo knjiga, �casopisa, prostorija, Seminara. Zavr�silo se jedno veliko poglavlje
u institucionalnom razvoju srpske matematike. Ostala su samo se�canja, poneki
arhivski zapis i velika ljubav i entuzijazam pre�zivelih pojedinaca.14
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Prirodno-matematički fakultet odgorica

radoje@rc.pmf.ac.me

Pregledni rad

Apstrakt

Evo nekoliko podataka o razvoju pojma funkcije. Značajnu ulogu u zas-
nivanju ovoga pojma odigrao je metod koordinata koji su zasnovli francuski
matematičari P. Ferma (1601-1665) i R. Dekart (1596-1650). Metod koor-
dinata se široko koristio za grafičko ispitivanje funkcija i grafičko rješavanje
jednačina. Termin ”funkcija” prvi je uveo njemački matematičar G. Lajbnic
(1646-1710), povezujući ga sa grafikom (crtanjem). L. Ojler (1707-1783) i
J. Bernuli (1667-1748) počinju koristiti i analitički zapis funkcije. Kod L.
Ojlera se pojavljuje i šire shvatanje pojma funkcije: kao zavisnosti jedne
promjenljive veličine od druge veličine. Ovaj pojam dalje razvijaju ruski
matematičar N. I. Lobačevski (1792-1856), njemački matematičar P. Dirihle
(1805-1859) i drugi. Kao rezultati ovih istraživanja počinju se razmatrati
brojevne funkcije: Promjenljiva y je funkcija promjenljive x, x∈[a,b], ako
se svakoj vrijednosti x pridruži odredena vrijednost y, bez obzira na način
kako se to radi: formulom, grafikom, tabelom ili prosto riječima. Iz ovoga
vremena potiče i tzv. Dirihleova funkcija

D(x) =

{

1, ako je x ∈ Q
0, ako je x /∈ Q

.

Dalji razvoj pojma funkcije je povezan sa pridruživanjem izmedu skupova
čiji elementi mogu biti ne samo brojevi, nego i objekti proizvoljne prirode.

1 Uvod

1.1 Definicija linearnog preslikavanja

Neka su zadati skupovi X i Y.

Definicija 1.1. Preslikavanje f :X→Y koje zadovoljava uslove:

1. ∀x,y∈X : f (x+y)=f (x )+f (y) (svojstvo aditivnosti),

2. ∀λ∈R ∀x∈X :f (λx )= λf (x ) (svojstvo homogenosti)

nazivamo linearnim preslikavanjem.
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Slika 1:

Posljedica 1. Ako je f :X→Y linearno preslikavanje, tada je
f (λ1x 1+λ2x 2)=λ1f (x 1)+λ2f (x 2),
gdje su λ1 i λ2 proizvoljni realni brojevi.
Ako su X i Y skupovi brojeva (funkcija), tada se umjesto preslikavanje,

obično, kaže funkcija (operator).

1.2 Primjeri linearnih preslikavanja

Primer 1.1. Već u osnovnoj školi sretamo se sa linearnom funkcijom f :R→R

, f (x )=ax, gdje je a fiksirani realni broj. Medutim, preslikavanje f (x )=ax+b,
b 6=0 nije, saglasno definiciji 1, linearno. Lako se provjerava da nije ispunjen ni
jedan od uslova linearnosti funkcije (aditivnost i homogenost). U literaturi se
odomaćio izraz da je funkcija f (x )=ax+b linearna (b 6=0). Netačno korǐsćenje
ovoga termina proističe, vjerovatno, iz činjenice da se svaka funkcija čiji je grafik
prava naziva linearnom funkcijom. Pravilno je kazati: grafik linearne funkcije
f (x )=ax je prava. I grafik funkcije f (x )=ax+b je takode prava.

Primer 1.2. Neka je −→a fiksirani vektor u prostoru
−→
V3. Preslikavanje f.

−→
V3 → R,

f(x) = −→a · −→x (skalarni proizvod) je linearno.

Slika 2:

Primer 1.3. Neka je −→a fiksirani vektor u prostoru
−→
V3. Preslikavanje f :

→
V3 →

→
V3,

f(x) =
→
a ×

→
x (vektorski proizvod) je linearno.

Primer 1.4.
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Slika 3:

Neka je −→a fiksirani vektor u prostoru
−→
V3. Preslikavanje f :

→
V3 → R, f(x) = pr→

a

→
x

(projekcija vektora −→x na vektor −→a ) je linearno.

Svakom uredenom paru (x,y) realnih brojeva odgovara u koordinatnoj ravni
tačka M. I obratno, svakoj tački M u koordinatnoj ravni odgovara uredeni par
realnih brojeva (x,y), koji nazivamo koordinate tačke M, pǐsemo M (x,y). Ovo
pridruživanje je bijektivno. Radi jednostavnijeg pisanja uvedimo zapise:

M=(x,y),
λM = λ (x, y) = (λx, λy) ,

M1 +M2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) .

Primer 1.5. Simetrija ravni α u odnosu na osu apscisa je linearno preslikavanje.

Ako jeM proizvoljna tačka ravni α sa koordinatama (x,y), tada njoj simetrična
tačka M ′ u odnosu na osu apscisa Ox ima koordinate (x,−y) (vidi sliku). Ovu
simetriju označimo sa SOx. Saglasno prethodnom, imamo da je SOx(M )=M ′,
odnosno SOx(x,y)=(x,−y). Dokažimo da je ovo preslikavanje linearno:

a) ∀λ∈R∀M∈α: SOx(λM )=SOx(λx,λy)=(λx,−λy)= λ(x,−y) =λSOx(M ).

b) ∀M 1,M 2∈α:

SOx(M 1+M 2)=

=SOx(x 1+x 2,y1+y2)=(x 1+x 2,−y1−y2)=(x 1,−y1)+(x 2,−y2)=SOx(M 1)+SOx(M 2).

Na sličan način se dokazuje da je i simetrija u odnosu na osu ordinara Oy :
OOy(x,y)=(−x,y) je linearno preslikavanje.

Primer 1.6. Centralna simetrija ravni α u odnosu na koordinatni početak je
linearno preslikavanje.

Ako je M (x,y) proizvoljna tačka ravni α, tada njoj simetrična tačka M ′ u
odnosu na koordinatni početak O ima coordinate (−x,−y) (vidi sliku). Označimo
ovo preslikavanje sa SO. Imamo da je SO(M )=M ′, odnosno SO(x,y)=(−x,−y).
Lako se uvjeravamo da je:
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Slika 4:

Slika 5:

a) ∀λ∈R∀M∈α:
SO(λM )=SO(λx,λy)=(−λx,−λy)=λ(−x,−y)= =λSO(M ).
b) ∀M 1,M 2∈α:
SO(M 1+M 2)=
=SO(x 1+x 2,y1+y2)=(−x 1−x 2,−y1−y2)=(−x 1,−y1)+(−x 2,−y2)=
=SO(M 1)+SO(M 2).

Primer 1.7. Rotacija ravni α za ugao ϕ oko koordinatnog početka je linearno
preslikavanje.

Neka je M (x,y) proizvoljna tačka ravni α. Može se dokazati da tački M,
pri rotaciji oko koordinatnog početka O za ugao ϕ odgovara tačka M ′ čije su
coordinate (xcosϕ−ysinϕ,x sinϕ+ycosϕ) (vidi sliku). Označimo ovo preslikavanje
sa RO,ϕ. Saglasno prethodnom, imamo da je RO,ϕ(M )=M ′, odnosno RO,ϕ(x,y)=
(xcosϕ−ysinϕ,x sinϕ+ycosϕ). Dokažimo da je ovo preslikavanje linearno.

a) ∀λ∈R∀M∈α:

RO,ϕ(λM )=

RO,ϕ(λx,λy)=(λ(xcosϕ−ysinϕ),λ(x sinϕ+ycosϕ))=

(λxcosϕ−λysinϕ,λx sinϕ+λycosϕ)=

λ(xcosϕ−ysinϕ,x sinϕ+ycosϕ)=

λRO,ϕ( M ).

b) ∀M 1,M 2∈α:
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Slika 6:

Slika 7:

RO,ϕ(M 1+M 2)=

=RO,ϕ(x 1+x 2,y1+y2)=((x 1+x 2)cosϕ−(y1+y2)sinϕ,(x 1+x 2)sinϕ+(y1+y2)cosϕ)
=(x 1cosϕ−y1sinϕ,x 1sinϕ+y1cosϕ)+(x 2cosϕ−y2sinϕ,x 2sinϕ+y2cosϕ)=

RO,ϕ(M 1)+ RO,ϕ(M 2).

Primer 1.8. Ortogonalna projekcija ravni α na osu apscisa je linearno preslika-
vanje.

Ako je M (x,y) proizvoljna tačka ravni α, tada njena ortogonalna projekcija
M ′ na osu apscisa ima koordinate (x,0) (vidi sliku). Ovo preslikavanje označimo
sa POx. Dakle, POx(M )=M ′, odnosno POx(x,y)= (x,0). Lako se dokazuje da je
preslikavanje POx linearno. I preslikavanje POy (ortogonalna projekcija na osu
Oy) je linearno.

Primer 1.9. Homotetija ravni α u odnosu na koordinatni početak je linearno
preslikavanje.

Neka je λ koeficijenat homotetije H u odnosu na koordinatni početak O.
Označimo sa HO,k ovo preslikavanje. Tada, svakoj tačkiM (x,y) ravni α pridružuje
se tačkaM ′ te iste ravni sa koordinatama (λx,λy) (vidi sliku). Dakle, HO,k(M )=M ′,
odnosno HO,k(x,y)=(λx,λy). Lako se dokazuje da je preslikavanje HO,k linearno.
Napomenimo, ako je |λ|<1, tada govorimo o kontrakciji (srezanju), a ako je |λ|>1
govorimo o dilataciji (rastezanju). Za λ=1 homotetija postaje inentičko preslika-
vanje, a za λ=−1 centralna simetrija u odnosu na koordinatni početak.

Primer 1.10. Translacija za nenulti vektor u ravni nije linearno preslikavanje.
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Slika 8:

Primer 1.11. Za dva linearna operatota A i B u opštem slučaju ne važi svojstvo
(zakon) komutacije.

Evo primjera koji to dokazuje. Neka je A linearni operator projekcije na osu
apscisa (osa Ox ), a B linearni operator simetrije u odnosu na simetralu I i III
kvadranta (prava y=x ) (vidi sliku). Tada je A(x,y)=(x,0) i B(x,y)=(y,x ). Slijedi,
A(B(x,y))=A(y,x )=(y,0) i B(A(x,y))= B(x,0)=(0,x ). Kako je (y,0)6=(0,x ), to je
A ◦B 6= B ◦ A.

Primer 1.12. Lako se dokazuje da su sljedeći operatori A i B linearni i komu-
tativni:
A(x,y)=(x+y,y), B(x,y)=(x−y,y).

Primer 1.13. Razmotrimo linearni operator A1(x,y)=(x,λy), λ∈R. Za λ=0 op-
erator A1 je projekcija na osu apscisa, za λ=1 radi se o identičkom (kaže se i
jediničnom) preslikavanju ravni u samu sebe, za λ=−1 operator A1 je simetrija u
odnosu na osu apscisa. Ako je |λ|<1 operator A1 nazivamo kontrakcia (stezanje,
sažimanje) prema osi apscisa, a za |λ|>1 –dilatacija (rastezanje) prema osi op-
scisa. Na sličan način se definǐse linearni operator A2(x,y)=(λx,y) koji steže ili
rasteže koordinatnu ravan u smjeru ose ordinata u zavisnosti od toga da li je |λ|<1
ili |λ|>1. Interesantno je pogledati kako operator sažimanja (rastezanja) djeluje
na neke od geometrijskih likova, na primjer, kružnicu. Podjetimo se: jednačina
jedinične kružnice K glasi x 2+y2=1. Operatorom A1(x,y)=(x,2y) kružnica K se
preslikava u liniju x2 + 4y2 = 1 (kružnica ′′stegnuta′′ u pravcu ose apscisa dva
puta u odnosu na kružnicu K, elipsa). Operatorom A1 (x, y) =

(

x, 1
3
y
)

kružnica
K se preslikava u liniju x2 + 1

9
y2 = 1 (kružnica ′′ rasstegnuta ′′ u pravcu ose ap-

scisa tri puta, elipsa). Na sličan način se mogu razmatrati stezanja i rasrezanja
kružnice K u pravcu ose ordinata. Operator A(x,y)=A1A2(x,y)=(λ1x,λ2y) pred-
stavlja stezanje ili rastezanje u smjeru koordinatnih osa, opet u zavisnosti od toga
da li su parametri λ1 ili λ2 po modulu veći ili manji od 1. Na primjer, oprtator
A (x, y) = (2x, 3y) predstavlja rastezanje duž ose apscisa dva puta i rastezanje
duž ose ordinate tri puta. Kružnica K se ovim preslikavanjem prevodi u elipsu
4x2+9y2 = 1. Za vježbu predlažemo da se razmotri slučaj da se umjesto kružnice
K uzme pravougaonik P : 1≤x≤3, 2≤y≤5.

Napomena: Sva prethodna razmatranja imaju svoje analoge u prostoru. Naved-
imo samo primjer operatora projektovanja. Neka je M (x,y,z ) proizvoljna tačka
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iz prostora R3. Preslikavanje POx(x,y,z )=(x,0,0) se naziva operatorom projekto-
vanja (ili projektor) iz R3 na osu apscisa Ox toga prostora. Preslikavanje POx je
linearno. Uočimo da je

M=(x,y,z )=POx(M )+POy(M )+POz(M ). P2(M )=P(P(M ))=P(M ).
I sljedeća preslikavanja
POxy(x,y,z )=(x,y,0), POyz(x,y,z )=(0,y,z ), Pxz(x,y,z )=(x,0,z )
su linearna (redom, ortogonalna projekcija na ravan Oxy, Oyz, Oxz ). Lako se

dokazuje da je P2(M )=P(P(M ))=P(M ), gdje je P neki projector.

Primer 1.14. Afine transformacije. Podsjetimo, transformaciju ravni nazivamo
afinom ako predstavlja neprekidnu bijekciju koja svaku pravu prevodi u pravu.
Svaka afina transformacija ravni može se predstaviti u obliku
(x,y)=(ax+by+e, cx+dy+f ),
za neke konstante a, b, c, d, e, f (zbog bijektivnosti je ad−bc 6=0). Obično se
prikazuje u formi matrice

(

x′

y′

)

=

(

a b
c d

)(

x
y

)

+

(

e
f

)

.

Sva izometrijska preslikavanja u ravi (translacija, rotacija, osna i centralna simetrija)

su afine transfprmacije. Matrica A =

(

a b
c d

)

se, sa razlogom, naziva linearni

dio afinog preslikavanja. Vektor q =

(

e
f

)

nazivamo vektorom translacije.

Afina transformacija L se, na prirodan način, sa tačaka prenosi na vektore:

L
(−−→
AB

)

=
−−−−−−−−→
L (A)L (B). Preslikavanje L na skupu vekora je linearno, jer zadovol-

java uslove:

L
(−→
0
)

=
−→
0 , L (−→x +−→y ) = L (−→a ) + L

(−→
b
)

, L (λ−→a ) = λL (−→a ) .

1. Preslikavanje D (f) = f\ (x)je linearno

1. Preslikavanje I (f )=
∫

f(x)dx je linearno.

2 Linearne jednačine

Neka je f :X→Y linearno preslikavanje. Za pereslikavanje f bitna su tri objekta:
domen (skup X ), način pridruživanja (f ) i kodomen (skup Y ). Ako su poznata
dva od tri navedena objekta, tada se treći objekat može naći. Istina, to ne mora
biti na jednoznačan način.

a) Neka je poznato f i B, gdje je B⊂Y. Traži se skup A⊂ X za koji je f (A)=B.
Ovdje je f (A)={y∈Y : y=f (x ), x∈A}. Ako je B={b}, tada se problem svodi na
rješavanje jednačine f (x )=b u skupu X, tj. odredivanje svih vrijednosti x∈X za
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Slika 9:

koje je je f (x )=b. Jednačina f (x )=b može, ali ne mora, imati rješenja u skupu
X.

b) Neka je poznato A, A⊂X i f. Traži se skup B=f (A), B⊂Y.
c) Neka su poznati A i B, gdje su A⊂X i B⊂Y. Traži se f takvo da je f (A)=B.

Na primjer, neka je A=B=[0,1]. Ako je f (x )=x, tada je f (A)=B. Isti se rezultat
dobija, ako je f(x) = x2, što znači da postoji vǐse funkcija f za koje je f (A)=B.

Definicija 2.1. Jednačinu

f(x) = b (1)

gdje je f :X→Y linearno preslikavanje i b fiksirani elemenat iz skupa Y nazivamo
linearna jednačina.

Ako je b=0, tada jednačinu

f(x) = 0 (2)

nazivamo homogena linearna jednačina, u suprotnom – nehomogena linearna
jednačina.

Rješenjem jednačine 1 nazivamo elemenat x 0∈X takav da je f (x 0)=b. Riješiti
jednačinu 1 znači naći sva njena rješenja ili dokazati da ona nema rješenja.

Za početak razmotrimo homogenu linearnu jednačinu 2. Kako je f aditivno
preslikavanje, to je f (0+0)=f (0)+f (0), tj. f (0)=0, tj. homogena jednačina 2 uvi-
jek ima rješenje. Ovo rješenje može biti jedinstveno, ali ih može biti i beskonačno
mnogo.

Primer 2.1. 1. Jednačina 2x=0 u skupu realnih brojeva ima jedinstveno
rješenje x=0.

2. Jednačina 0.x=0 ima beskonačno mnogo rješenja, njeno rješenje je svaki
realni broj.

3. Jednačina −→a ·−→x = 0 u prostoru vektora
−→
V3 ima beskonačno mnogo rješenja.

Njeno rješenje je svaki vektor −→x koji je normalan na vektor −→a (vidi sliku).

Ako je
→
a 6=

→
0 , tada su rješenja svi vektori koji pripadaju ravni koja je

normalna na vektor
→
a i koja sadrži koordinatni početak. Podsjetimo, ravan

je dvodimenzionalni prostor. Ako je
→
a =

→
0 , tada je rješenje proizvoljni

vektor iz prostora
→
V3, tj. prostor rješenja je upravo

→
V3.
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Slika 10:

Slika 11:

4. Jednačina −→a ×−→x = 0 u prostoru vektora
−→
V3 ima beskonačno mnogo rješenja.

Neka je
→
a 6=

→
0 . Tada je rješenje svaki vektor −→x koji je kolinearan sa

vektorom −→a (vidi sliku). Skup rješenja čine svi vektori koji pripadaju
pravoj odredenoj vektorom −→a i kojoj pripada koordinatni početak. Ako je
→
a =

→
0 , tada je rješenje proizvoljni vektor iz prostora

→
V3, tj. prostor rješenja

je upravo
→
V3.

5. Jednačina pr−→a
−→x = 0 ima beskonačno mnogo rješenja. Njeno rješenje je

svaki vektor −→x koji je normalan na pravu odredenoj vektorom −→a (vidi
sliku).

6. Jednačina SOx (x, y) = (0, 0) ima jedinstveno rješenje (0,0).

7. Jednačina RO,ϕ (x, y) = (0, 0) ima jedinstveno rješenje (0,0).

8. Homogeni sistem linearnih jednačina

{

a1x+ b1y = 0
a2x+ b2y = 0

uvijek ima rješenje.

Ako je ∆ ≡ a1b2 − a2b1 6= 0, tada ima samo trivijalno rješenje x=y=0.
Ako ∆ = 0, tada dati sistem jednačina ima beskonačno mnogo rješenja.
Ako je bar jedan od koeficijenata sistema: a1, b1, a2, b2 različit od nule,
tada rješenja, geometrijski posmatrano, pripadaju jednoj pravoj koja sadrži
koodinatni početak, tj. skup rješenja je jednodimenzionalni linearni prostor.
Ako je a1 = b1 = a2 = b2 = 0, tada skup rješenja grade proizvoljne uredene
dvojke (α,β) realnih brojeva. Skup rješenja u ovome slučaju je koordinatna
ravan, tj. dvodimenzionalni prostor.

9. Jednačina D(f )=0 ima beskonačno mnogo rješenja f (x )=C, gdje je C pro-
izvoljna konstanta.

10. Jednačina I (f )=0, tj.
∫

f(x)dx = 0 ima jedinstveno rješenje f (x )=0.
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Označimo sa Ω skup svih rješenja jednačine (2), tj. Ω={x∈X : f (x )=0}.
Uočimo jedno bitno svojstvo skupa Ω: Ako su x 1 i x 2 rješenja jednačine (2), tada
je njeno rješenje i linearna kombinacija

λ1x 1+λ2x 2,

gdje su λ1 i λ2 proizvoljni realni brojevi. Stvarno, kako je f (x 1)=0 i f (x 2)=0,
to je f (λ1x 1+λ2x 2)=λ1f (x 1)+λ2f (x 2)=λ1.0+λ2.0=0, što je i trebalo dokazati.
Na strogom matematičkom jeziku kazano: Ω je linearni prostor. Kako se pojam
linearnog prostora ne uvodi u srednjoškolsku matematiku, to je dovoljno um-
jesto njega navesti svojstvo da je rješenje jednačine (2) i linearna kombinacija
λ1x 1+λ2x 2 njenih rješenja x 1 i x 2. Sva ova razmatranja o linearnim preslikavan-
jima može pregledno, efikasno i elegantno da se izloži pomoću matrica, što ovdje
nećemo raditi.

Pogledajmo strukturu rješenja nehomogene jednačine 1. Označimo sa xh
opšte (proizvoljno) rješenje pripadajuće homogene jednačine 2 i sa xp jedno
partikularno (konkretno) nehomogene jednačine 1. Tada je opšte (proizvoljno)
rješenje xo nehomogene jednačine 1 jednako zbiru rješenja xh i xp, tj.

xo = xh + xp. (3)

Dokaz da je formulom 3 dato rješenje jednačine 1 je vrlo prost. Kako je, po
pretpostavci, f (xh)=0 i f (xp)=b, to je f (xo)=f (xh+xp)= f (xh)+ f (xp)=0+b=b,
što je i trebalo dokazati. Ovo svojstvo imaju sve linearne jednačine (algebarske,
vektorske, diferencijalne, integralne, operatorske ....). Iz prethodnog slijedi, da bi
riješili nehomogenu linearnu jednačinu dovoljno je naći opšte rješenje pripadajuće
homogene jednačine i jedno partikularno rješenje polazne nehomogene jednačine
i sabrati ta dva rješenja.

Primer 2.2. 1. Razmotrimo jednačinu ax=b. Odgovarajuća homogena jednačina
ax=0 može da ima jedinstveno rješenje xh=0 (za a 6=0), ili beskonačno
mnogo rješenja xh=ν, ν∈R (za a=0). U prvom slučaju imamo da je xp =

b
a
,

a u drugom slučaju ne postoji partikularno rješenje (jer je b 6=0). Slijedi,
data nehomogena jednačina ima jedinstveno rješenje za a 6=0: xo = xh+xp =
0 + b

a
= b

a
. Za a=0, odgovarajuća nehomogena jednačina nema rješenja.

2. Riješimo sistem jednačina

{

2x+ y = 0
−x+ 3y = 7

. Pripadajući homogeni sistem

jednačina

{

2x+ y = 0
−x+ 3y = 0

ima samo trivijalno rješenje (0,0). U ovom

slučaju dati sistem ima samo jedno (partikularno) rješenje (−1,2). Slijedi,
dati sistem ima jedinstveno rješenje (0,0)+(−1,2)=(−1,2), tj. x=−1, y=2.

3. Riješimo jednačinu: x+y=2. Radi se o sistemu od jedne jednačine sa dvije
promjenljive. Rješenje pripadajuće homogene jednačine x+y=0 je svaki
uredeni par (ν,−ν), gdje je ν∈R. Jedno partikularno rješenje nehomogene
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Slika 12:

jednačine je, na primjer, (1,1). Slijedi, proizvoljno rješenje date jednačine je
zbir rješenja (ν,−ν) i (1,1), tj. (ν+1,−ν+1), gdje je ν proizvoljni realni broj.
U drugim oznakama, rješenje je x=ν+1, y=−ν+1, gdje je ν proizvoljni
realni broj.

4. Jednačina
→
a ·

→
x = b, b 6=0 u

→
V3ima beskonačno mnogo rješenja. Stvarno,

neka je
→
xp

→
xo

→
xh

→
xp

→
xo

→
xh

→
a = (a1, a2, a3) i

→
x = (x1, x2, x3). Tada je

→
a ·

→
x =

b⇔a1x1 + a2x2 + a3x3 = b. Slijedi, rješenje date jednačine je svaki vektor
→
x čije su koordinate (x1, x2, x3) rješenja linearnr jednačine a1x1 + a2x2 +
a3x3 = b. Uočimo da je sa a1x1 + a2x2 + a3x3 = b data jednačina ravni u
prostoru. Označimo je sa β. Skup rješenja homogene jednačine

→
a ·

→
x = 0

gradi linearni prostor. Geometrijski posmatrano, to je ravan α koja sadrži
koordinatni početak i normalna je na vektor

→
a (vidi sliku). Označimo sa

→
xh

proizvoljno rješenje jednačine
→
a ·

→
x = 0, i sa

→
xp partikularno (konkretno)

nehomogene jednačine
→
a ·

→
x = b. Tada je proizvoljno rješenje

→
xo nehomo-

gene jednačine
→
a ·

→
x = b jednako zbiru rješenja

→
xh i

→
xp, tj.

→
xo =

→
xh+

→
xp

(ponovo vidi sliku). Ravni α i β su paralelne, ravan β nastaje translacijom

ravni α za vektor
→
xp, gdje je

→
xp je proizvoljno partikularno rješenje neho-

mogene jednačine
→
a ·

→
x = b.

5. Jednačina
→
a ×

→
x =

→
b ,

→
b 6=

→
0 u

→
V3 ima beskonačno mnogo rješenja. Ova

rješenja se dobijaju kao zbir rješenja
→
xh homogene jednačine

→
a ×

→
x =

→
0

i partikularnog rješenja
→
xp nehomogene jednačine

→
a ×

→
x =

→
b (vidi sliku).

Rješenja homogene jednačine su vektori koji pripadaju pravoj p koja sadrži
koordinatni početak i ima vektor pravca

→
a . Skup rješenja nehomogene

jednačine su vektori
→
xo koji pripadaju pravoj q koja nastaje translacijom

prave p za vektor
→
xp. Slično prethodnim primjerima, imamo da je

→
xo =

→
xh+

→
xp (ponovo vidi sliku).

6. Jednačina D(f )=g(x ), ima rješenje f (x) =
∫

g (x) dx+C, gdje je C proizvoljna
konstanta.

7. Jednačina I (f )=g(x ), ima rješenje f (x )=g ′(x ).
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Slika 13:
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Pregledni rad

Apstrakt

Dokazane su tri ergodi�cke teoreme kojima je data veza izmedu operatora

koji se pojavljuju u ergodi�ckim limesima i pozitivnog kvadratnog korijena

iz in�nitezimalnog generatora ograni�cene jako neprekidne kosinusne opera-

torske funkcije u kompleksnom Banach-ovom prostoru i na jednoj u�zoj klasi

Banach-ovih prostora.

1 Uvod

Ergodi�ckim teoremama za kosinusne operatorske funkcije na Banachovim pros-
torima, bavili su se mnogi autori (vidjeti npr. [2], [4]). Uovom radu dokazujemo
tri ergodi�cke teoreme. U prvoj teoremi (Teorema 2.1) dokazujemo da je skup
slika operatora koji se pojavljuje u jakom ergodi�ckom limesu u beskona�cnosti
ograni�cene jako neprekidne kosinusne operatorske funkcije C(t) sa in�nitezimal-
nim generatorom A u kompleksnom Banachovom prostoru, jednak skupu kojega
pozitivan kvadratni korijen iz −A prevodi u 0. U drugoj teoremi (Teorema 2.2)
dokazujemo da je u slu�caju kada 0 ne pripada punktualnom spektru operatora A,

familija operatora
{

S(T )
T

}
T>0

,

S(T ) :=

∫ T

0

C(t)dt, T > 0, ∥C(t)∥ ≤ 1 za sve t ∈ R

jako Cesaro-1 ergodi�cna u beskona�cnosti, tj. za svaki x ∈ X postoji

(C, 1)− lim
T→+∞

S(T )

T
x := lim

T→+∞

1

T

∫ T

0

S(T )

T
dt

i jednak je 0. Primjenjuju�ci dobijene rezultate (Teorema 2.1 i Teorema 2.2)
na ograni�cenu jako neprekidnu kosinusnu operatorsku funkciju C(t) takvu da
je ∥C(t)∥ ≤ 1 za sve t ∈ R u re�eksivnom striktno konveksnom Banachovom
prostoru X sa G�ateaux-diferencijabilnom normom dobijamo da je operator P1

de�nisan sa

P1x := (C, 1)− lim
T→+∞

S(T )

T
x za x ∈ X,

37



ograni�cen linearni projektor ovakvog prostora X na nul-podprostor pozitivnog
kvadratnog korijena iz −A (Teorema 2.4).
Uvedimo pojmove i njihove osobine koje �cemo koristiti u radu.
Neka je X kompleksan Banachov prostor, B(X) kompleksna Banachova algebra
svih ograni�cenih linearnih operatora na X.

De�nicija 1.1. Funkciju C : R → B(X), (R = (−∞,+∞) takvu da je:

a) C (0) = I, gdje je I identi�cki operator;

b) C (t+ s) + C(t− s) = 2C (t)C (s) , t, s ∈ R;

nazivamo kosinusnom operatorskom funkcijom.
Ako je pri tome vektorska funkcija C(t)x neprekidna (u normi na X) na R za
svaki x ∈ X, onda za C(t) ka�zemo da je jako neprekidna kosinusna operatorska
funkcija. Ako pored toga, postoji konstantaM(M ≥ 1), takva da vrijedi ∥C(t)∥ ≤
M za sve t ∈ R, tada za jako neprekidnu kosinusnu operatorsku funkciju ka�zemo
da je ograni�cena.

In�nitezimalni generator A jako neprekidne kosinusne operatorske funkcije
C(t) je de�nisan sa

Ax = lim
t→0

2
C(t)x− x

t2

za sve x ∈ X za koje ovaj limes postoji.
Znamo da je A zatvoren operator sa domenom D(A) gustim u X.
U ovom radu, C(t) je jako neprekidna kosinusna operatorska funkcija za koju
vrijedi ∥C(t)∥ ≤ 1, za sve t ∈ R. Pridru�zimo datoj funkciji C(t) familiju
operatora Fa, a ≥ 0 de�nisanu na sljede�ci na�cin

Fax := lim
α↘0

Fa,αx, x ∈ X, a ≥ 0 (1)

gdje je

Fa,αx :=
1

πi

a∫
0

du

α+iu∫
α+i0

[
λR(λ2, A) + λR(λ

2
, A
]
dλ, λ = α+ iy, i =

√
−1.

Ovdje je rezolventa operatoraA ozna�cena saR(λ2, A), tj. R(λ2, A) = (λ2−A)−1 ∈
B(X).

U [3] je dokazano da limes u (1) postoji za sve x ∈ X i a ≥ 0, i vrijedi

Fax =
2

π

∞∫
0

(
sin at

t

)2

C(2t)xdt =
2a

π

∞∫
0

(
sin at

t

)2

C

(
2t

a

)
xdt. (2)

Kako je ∥C(t)∥ ≤ 1 za sve t ∈ R, iz jednakosti (2), slijedi

∥Fa∥ ≤ a za sve a ≥ 0, (3)
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i funkcija a 7−→ Fa je jako neprekidna [0,+∞).
Navedimo sada neke osobine operatora Fa, a ≥ 0 (proved in [3]):

i)

lim
a→+∞

Fax

a
= x, x ∈ X (4)

ii)

FaFbx = FbFax = 2

a∫
0

Fuxdu+ (b− a)Fax, x ∈ X, 0 ≤ a ≤ b. (5)

iii)

C(t)Fax = −
a∫

0

[(a− u) cosut]
′

u dFux =

= cos atFax+

a∫
0

[(a− u) cosut]
′′

uu Fuxdu =

= cos atFax+ 2t

a∫
0

sin tuFuxdu−

− t2
a∫

0

(a− u) cos tuFuxdu, a ≥ 0, t ∈ R, x ∈ X.

(6)

Iz (4) slijedi da je skup vektora oblika Fax, a ≥ 0, x ∈ X gust u X.
Na ovom skupu je de�nisan operator A0 na sljede�ci na�cin

A0Fax := aFax− F 2
ax, x ∈ X, a ≥ 0.

Dokazano je ( [5]) da se operator A0 mo�ze zatvoriti i njegovo zatvorenje je naz-
vano pozitivan kvadratni korijen iz −A i ozna�ceno sa A+. Vrijedi (vidjeti [5]):

A = −A2
+ na D(A). (7)

O osobinama ovog operatora pogledati radove [5] i [6]. Posmatrajmo funkciju
⟨·, ·⟩ : X ×X → R de�nisanu sa

⟨x, y⟩ := ∥x∥ lim
t↘0

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

x, y ∈ X. (8)

Za nju vrijede sljede�ce osobine (vidjeti [7])

a) ∥x∥ = ⟨x, x⟩ , x ∈ X,

b) |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥ (nejedna�cina Caushy-Schwarz-Buniakovsky)
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c) ⟨ax, y⟩ = ⟨x, ay⟩ = a ⟨x, y⟩ , a ≥ 0,

d) ∥⟨x, y1⟩ − ⟨x, y2⟩∥ ≤ ∥x∥ ∥y1 − y2∥ x, y1, y2 ∈ X.

Iz posljednje osobine lahko se vidi da je funkcija ⟨·, ·⟩ neprekidna po drugoj kom-
ponenti.

De�nicija 1.2. Ako u normiranom linearnom prostoru X postoji

lim
t→0

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

za svaki x, y ∈ X,

tada za normu u X ka�zemo da je G�ateaux-diferencijabilna.

De�nicija 1.3. Za normirani linearni prostorX ka�zemo da je striktno konveksan,
ako

∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ ⇒ x = ay

za neki realni a ≥ 0 i x, y ∈ X.

Treba�ce nam sljede�ca teorema (dokazan u [5]).

Teorema 1.1. Neka je X re�eksivan, striktno konveksan Banachov prostor sa
G�ateaux-diferencijabilnom normom i neka jeA in�nitezimalni generator ograni�cene
jako neprekidne kosinusne operatorske funkcije C(t), t ∈ R. Tada broj 0 ne pri-
pada rezidualnom spektru operatora A.

2 Ergodi�cke teoreme

Lema 2.1. Ako je X (kompleksan) Banachov prostor, C(t) ograni�cena jako neprekidna
kosinusna operatorska funkcija sa in�nitezimalnim generatorom A, familija oper-
atora Fa, a ≥ 0 de�nisana sa (1), A+ pozitivan kvadratni korijen iz −A, operatori
S(T ), T > 0 de�nisani sa

S(T ) :=

T∫
0

C(t)dt, T > 0, (9)

tada za sve x ∈ X, a > 0, T > 0 vrijedi

A+S(T )Fax = sin aT · Fax+

a∫
0

[(a− u) sinTu]
′′

uu Fuxdu (10)

Dokaz 2.1. Prema de�niciji operatora A+, (6) i (5), za x ∈ X, a > 0, t ∈ R

C(t)A+Fax = C(t)(aFax− F 2
ax) = aC(t)Fax− C(t)FaFax =
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= a cos atFax+ 2at

a∫
0

sin tuFuxdu− at2
a∫

0

(a− u) cos tuFuxdu

− cos atF 2
ax− 2t

a∫
0

sin tuFuFaxdu+ t2
a∫

0

(a− u) cos tuFuFaxdu =

= a cos atFax+ 2at

a∫
0

sin tuFuxdu− at2
a∫

0

(a− u) cos tuFuxdu−

− cos atF 2
ax− 2t

a∫
0

sin tu

2 u∫
0

Fsds+ (a− u)Fu

xdu+
+ t2

a∫
0

(a− u) cos tu

2 u∫
0

Fsds+ (a− u)Fu

xdu =

= a cos atFax− cos atF 2
ax− 4t

a∫
0

sin tu

 u∫
0

Fsds

xdu+
+ 2t

a∫
0

u · sin tuFuxdu+ 2at2
a∫

0

cos tu

 u∫
0

Fsds

xdu−
− 2t2

a∫
0

u cos tu

 u∫
0

Fsds

xdu− t2
a∫

0

u cos tu(a− u)Fuxdu =

= a cos atFax+ cos atF 2
ax− 2

a∫
0

cos tuFuxdu− 2at

a∫
0

sin tuFuxdu+

+ 4t

a∫
0

u · sin tuFuxdu− at2
a∫

0

u cos tuFuxdu+ t2
a∫

0

u2 cos tuFuxdu,

jer je, nakon parcijalne integracije,

−4t
a∫
0

sin tu

[
u∫
0

Fsds

]
xdu = 2 cos atF 2

ax− 4
a∫
0

cos tuFuxdu,

2at2
a∫
0

cos tu

[
u∫
0

Fsds

]
xdu = at sin atF 2

ax− 2at
a∫
0

sin tuFuxdu,

−2t2
a∫

0

u cos tu

 u∫
0

Fsds

xdu = − cos atF 2
ax− ta sin taF 2

ax+

+ 2

a∫
0

cos tuFuxdu+ 2t

a∫
0

u sin tuFuxdu.
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Dakle, za x ∈ X, a > 0, t ∈ R

C(t)A+Fax = a cos atFax− 2

a∫
0

cos tuFuxdu− 2at

a∫
0

sin tuFuxdu+

+ 4t

a∫
0

u · sin tuFuxdu− at2
a∫

0

u cos tuFuxdu+ t2
a∫

0

u2 cos tuFuxdu.

Odavde, nakon integraljenja po t u granicama od 0 do T, T > 0 dobijamo

T∫
0

C(t)A+Faxdt = aFax

T∫
0

cos atdt− 2

a∫
0

Fux

 T∫
0

cos tudt

 du−
− 2a

a∫
0

Fux

 T∫
0

t sin tudt

 du+ 4

a∫
0

uFux

 T∫
0

t sin tudt

 du−
− a

a∫
0

uFux

 T∫
0

t2 cos tudt

 du+

a∫
0

u2Fux

 T∫
0

t2 cos tudt

 du =

= sin aT · Fax− 2a

a∫
0

1

u
sinuT · Fuxdu−

− 2a

a∫
0

Fux

[
1

u2
sinuT − 1

u
T cosuT

]
du+ 4

a∫
0

uFux

[
1

u2
sinuT − 1

u
T cosuT

]
du−

− a

a∫
0

uFux

[
2

u2
T cosuT +

T 2

u
sinuT − 2

u3
sinuT

]
du+

+

a∫
0

uFux

[
2

u2
T cosuT +

T 2

u
sinuT − 2

u3
sinuT

]
du =

= sin aT · Fax− 2T

a∫
0

cosuTFuxdu−

− aT 2

a∫
0

Fux sinuTdu+ T 2

a∫
0

u sinuTFuxdu.
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Dakle, za x ∈ X, a > 0, T > 0

S(T )A+Fax = sin aT · Fax− 2T

a∫
0

cosuTFuxdu− T 2

a∫
0

(a− u) sinTuFuxdu =

= sin aT · Fax+

a∫
0

[(a− u) sinTu]
′′

uu Fuxdu

(11)
Kako je A+ zatvoren operator i C(t)A+Fax = A+C(t)Fax (jer C(t) i Fa komuti-
raju), to je A+S(T )Fax = S(T )A+Fax za sve x ∈ X, a > 0, t ∈ R.
Odavde i iz (11) direktno slijedi (10), �cime je lema dokazana.

De�ni�simo operator P sa

Px := lim
T→+∞

S(T )

T
x (12)

za sve one x za koje limes postoji. Ovdje su operatori S(T ) de�nisani sa (9).
Ozna�cimo sa R(P ) skup slika operatora P ,a sa Ker(A+) nul-podprostor operatora
A+,
tj. Ker(A+) := {x ∈ X|A+x = 0} .

Teorema 2.1. Ako je X (kompleksan) Banachov prostor, C(t), t ∈ R ograni�cena
jako neprekidna kosinusna operatorska funkcija sa in�nitezimalnim generatorom
A, A+ pozitivan kvadratni korijen iz −A, operator P de�nisan sa (12), tada je
R(P ) = Ker(A+).

Dokaz 2.2. Predpostavimo da postoji lim
T→+∞

S(T )
T x = x za neki x ∈ X. Tada,

zbog toga �sto je za svaki a > 0 operator A+Fa ograni�cen operator, za svaki a > 0

postoji lim
T→+∞

A+Fa
S(T )
T x i jednak je A+Fax.

Odavde i iz lim
T→+∞

S(T )
T Fax = Fax i zatvorenosti operatora A+, slijedi postojanje

lim
T→+∞

A+
S(T )
T Fax(= lim

T→+∞
A+Fa

S(T )
T x = A+Fax) za svaki a > 0.

Prema (10), za svaki a > 0

lim
T→+∞

A+
S(T )

T
Fax =

= lim
T→+∞

sin aT
T

Fax− 2

a∫
0

cosTu · Fuxdu− T

a∫
0

(a− u) sinTuFuxdu

 =

(= A+Fax)
(13)

Poka�zimo da je limes na lijevoj strani od (13) jednak nuli za svaki a > 0.
Kako smo utvrdili njegovo postojanje dovoljno je pokazati da vrijedi (14), (15) i
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(16), �sto u daljem i �cinimo.
O�cito, zbog (3) za svaki a > 0

sin aT

T
Fax→ 0 (T → +∞). (14)

Neka su a > 0, y ∈ X proizvoljni, ali �ksni.
Stavimo φ(u) := ⟨y, Fux⟩ (u ≥ 0), gdje je ⟨·, ·⟩ funkcija de�nisana sa (8).
Tada je φ(0) = 0 i φ(u) je neprekidna funkcija po u ∈ [0, a] . Prema Riemannovoj
lemi,

a∫
0

cosTuφ(u)du→ 0 (T → +∞). (15)

Poka�zimo jo�s

(C, 1)− limT

a∫
0

(a− u) sinTu · φ(u)du :=

:=
1

M

M∫
0

T a∫
0

(a− u) sinTu · φ(u)du

 dT → 0 (M → +∞).

(16)

O�cito je

1

M

M∫
0

T a∫
0

(a− u) sinTu · φ(u)du

 dT =

=

a∫
0

(a− u)φ(u)du
1

M

a∫
0

T sinTudT =

= −
a∫

0

(a− u)φ(u)du
cosMu

u
du+

1

M

a∫
0

(a− u)
sinMu

u2
φ(u)du

(17)

(nakon parcijalne integracije).

Kako je funkcija (a− u)φ(u)u neprekidna na u ∈ (0, a] i∣∣∣∣(a− u)
φ(u)

u

∣∣∣∣ ≤ a · ∥y∥ · ∥x∥ na u ∈ [0, a] ,

to je funkcija (a− u)φ(u)u integrabilna na 0 ≤ u ≤ a, pa prema Riemannovoj lemi

a∫
0

(a− u)
φ(u)

u
· cosMudu→ 0 (M → +∞).
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Za posljednji integral u (17) vrijedi

1

M

a∫
0

(a− u)
sinMu

u2
φ(u)du =

1

M
· a ·

a∫
0

sinMu

u2
φ(u)du− 1

M

a∫
0

sinMu · φ(u)
u

du.

Zbog integrabilnosti funkcije φ(u)
u na u ∈ [0, a], prema Riemannovoj lemi

a∫
0

sinMu · φ(u)
u

du→ 0 (M → +∞),

a prema L'Hospitalovom pravilu je

lim
M→+∞

a∫
0

sinMu

u2
φ(u)du = lim

M→+∞

a∫
0

cosMu · φ(u)
u

du,

ako limes na desnoj strani jednakosti postoji. Ali, kako je funkcija φ(u)
u integra-

bilna na u ∈ [0, a], prema Riemannovoj lemi, posljednji limes je jednak nuli.
Dakle, dokazali smo da je A+Fax za svaki a > 0. Otuda je lim

a→+∞
A+

Fa
a x = 0.

Odavde i iz Fa
a x→ x (a→ +∞)( prema (4) i zatvorenosti operatora A+, slijedi

x ∈ D(A+) i A+x = 0.

Obratno, neka je x ∈ D(A+) takav da je A+x = 0. Tada je, prema (7), Ax = 0.

Ovo povla�ci C(t)x− x

(
=

t∫
0

(t− u)C(u)Ax

)
= 0 za svaki t ∈ R, pa je

C(t)x = x za svaki t ∈ R.

Otuda, S(T )
T x

=

T∫
0

C(t)xdt

T

 = x za svaki T > 0, pa je

lim
T→+∞

S(T )

T
x = x,

�cime je lema dokazana.

Lema 2.2. Neka jeX re�eksivan, striktno konveksan Banachov prostor sa G�ateaux-
diferencijabilnom normom, C(t) ograni�cena jako neprekidna kosinusna opera-
torska funkcija sa in�nitezimalnim generatorom A, familija operatora Fa, a ≥ 0
de�nisana sa (1), A+ pozitivan kvadratni korijen iz −A. Ako 0 ne pripada punk-
tualnom spektru operatora A, tada vrijedi:

i)
Fa

a
x→ 0 kada a→ 0 za svaki x ∈ X; (18)
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ii)
Fa

a2
x→ 0 kada a→ 0 na skupu R(A+) gustom u X; (19)

iii)
Fa

a3
x→ 0 kada a→ 0 na skupu R(A) gustom u X; (20)

pri �cemu smo sa R(A) i R(A+) ozna�cili skupove slika operatora A i A+ respek-
tivno.

Dokaz 2.3. Prije svega primijetimo sljede�ce:
Iz predpostavke da 0 ne pripada punktualnom spektru operatora A i Teoreme 1.1
slijedi da je R(A) operatora A gust u X. Odavde i iz (7) slijedi da je R(A+)
operatora A+ takoder gust u X.
Iz de�nicije operatora A+ slijedi

za x ∈ D(A+), a ≥ 0 FaA+x = aFax− F 2
ax. (21)

Odavde, nakon dijeljenja sa a > 0, dobijamo

Fa

a
A+x = Fax− F 2

ax

a
za sve x ∈ D(A+) i a > 0.

Kako Fax→ 0 (a→ 0) (∀x ∈ X)

i kako F 2
ax
a → 0 (a→ 0) (∀x ∈ X) (jer je prema (3)

∥∥∥F 2
ax
a

∥∥∥ ≤ a ∥x∥),
iz posljednje jednakosti, dobijamo

Fa

a
A+x→ 0 (a→ 0) (∀x ∈ D(A+)). (22)

Prema (3), ∥∥∥∥Fa

a

∥∥∥∥ ≤ 1 (∀a > 0). (23)

Kako je R(A+) gust u X, prema Banach-Steinhaus-ovom teoremu, iz (22) i (23)
slijedi (18).
Iz (21), dobijamo za a > 0

Fa

a2
A+x =

Fa

a
x− Fa

a

Fa

a
x (∀x ∈ D(A+)).

Iz (23) i (22), imamo∥∥∥∥Fa

a

Fa

a
x

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥Fa

a
x

∥∥∥∥→ 0 (a→ 0) za x ∈ D(A+).

Zbog ovoga i (18) iz posljednje jednakosti slijedi (19).
Kona�cno, iz (21) dobijamo za a > 0

Fa

a3
A+x =

Fa

a2
x− Fa

a

Fa

a2
x (∀x ∈ D(A+)).
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Odavde, imamo

Fa

a3
A2

+x =
Fa

a2
A+x− Fa

a

Fa

a2
A+x (∀x ∈ D(A2

+)).

Iz (23) i (19) slijedi∥∥∥∥Fa

a

Fa

a2
A+x

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥Fa

a2
A+x

∥∥∥∥→ 0 (a→ 0) za x ∈ D(A2
+).

Zbog toga i (19) iz posljednje jednakosti dobijamo (20).
Dokaz leme je zavr�sen.

Teorema 2.2. Neka je X re�eksivan, striktno konveksan Banachov prostor sa
G�ateaux-diferencijabilnom normom, C(t) jako neprekidna kosinusna operatorska
funkcija sa in�nitezimalnim generatorom A i familija operatora Fa, a ≥ 0 de�n-
isana sa (1). Ako 0 ne pripada punktualnom spektru operatora A, tada postoji

(C, 1)− lim
T→+∞

S(T )
T x = x i jednak je 0 za svako x ∈ X.

Dokaz 2.4. Iz (6), lako se dobija da za sve x ∈ X, a > 0, T > 0 vrijedi:

S(T )

T
Fax =

1

T

T∫
0

cos aTFaxdt+
1

T

a∫
0

Fux


T∫
0

[(a− u) cosut]
′′

uu dt

 du =

=
sin aT

aT
Fax+

a∫
0

[
(a− u)

sinuT

uT

]′′
uu

Fuxdu.

Otuda, za sve x ∈ X, a > 0, T > 0 imamo

1

T

T∫
0

S(t)

t
Faxdt =

1

T

T∫
0

sin at

at
dtFax+

1

T

a∫
0

(a− u)

T∫
0

sinut

ut
dt


′′

uu

Fuxdu. (24)

Kako je, prema (23),
∥∥Fa

a x
∥∥ ≤ ∥x∥ (∀a > 0) i kako je

∞∫
0

sin at
at dt = π

2
za a > 0, to

o�cito

1

T

T∫
0

sin at

at
dtFax→ 0 (T → +∞).

Za drugi sabirak na desnoj strani od (24), vrijedi

I =
1

T

a∫
0

(a− u)

T∫
0

sinut

ut
dt


′′

uu

Fuxdu =

∣∣∣∣ ut = τ
∣∣∣∣ =

=
1

T

a∫
0

a− u

u

uT∫
0

sin τ

τ
dτ


′′

uu

· Fuxdu.

(25)
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Kako je a− u

u

uT∫
0

sin τ

τ
dτ


′′

uu

=
2a

u3

uT∫
0

sin τ

τ
dτ − 3a

u3
sinuT+

+
sinuT

u2
− T

cosuT

u
+ aT

cosuT

u2
,

to iz (25) dobijamo

I =
1

T
2a

a∫
0

Fux

u3

 uT∫
0

sin τ

τ
dτ

 du− 1

T
3a

a∫
0

Fux

u3
· sinuTdu+

+
1

T

a∫
0

Fux

u2
· sinuTdu−

a∫
0

Fux

u
· cosuTdu+ a

a∫
0

Fux

u2
· cosuTdu

(26)

Neka je x ∈ R(A) prozvoljan, ali �ksan.
Stavimo

φ(u) := Fux, u ∈ [0, a] .

Funkcije φ(u)
u , φ(u)

u2 i φ(u)
u3 su neprekidne na u ∈ [0, a] .

Prema Lemi 2.2 za svaki ϵ > 0, mo�zemo na�ci δ > 0 takav da je δ2 ≤ 1
a i da vrijedi∥∥∥∥Fux

u

∥∥∥∥ < ϵ,

∥∥∥∥Fux

u2

∥∥∥∥ < ϵ

∥∥∥∥Fux

u3

∥∥∥∥ < ϵ za u ∈ [0, δ) . (27)

Otuda su funkcije φ(u)
u , φ(u)

u2 i φ(u)
u3 apsolutno integrabilne na u ∈ [0, a] .

Zbog toga i zato �sto je |sinuT | ≤ 1 za svako u ∈ [0, a] i T > 0, drugi i tre�ci sabirak
na desnoj strani od (26) te�zi nuli kada T → +∞.
Poka�zimo da i prvi sabirak na desnoj strani od (26) takoder te�zi nuli kada T →
+∞. Zaista,

1

T
· 2a

a∫
0

Fux

u3

 uT∫
0

sin τ

τ
dτ

 du =
1

T
· 2a

δ∫
0

Fux

u3

 uT∫
0

sin τ

τ
dτ

 du+
+

1

T
· 2a

a∫
δ

Fux

u3

 uT∫
0

sin τ

τ
dτ

 du = I1 + I2.

Zbog δ2 ≤ 1
a i zbog (27) i

∣∣ sin τ
τ

∣∣ ≤ 1 (∀τ) je o�cito |I1| < a · δ2 · ϵ ≤ ϵ.

Zbog apsolutne integrabilnosti funkcije φ(u)
u3 na segmentu [δ, a] i zbog toga �sto je

1
T

uT∫
0

sin τ
τ dτ , pri konstantnom T (> 0), integrabilna po u ∈ [δ, a] i zbog toga �sto
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1
T

uT∫
0

sin τ
τ dτ → 0 (T → +∞) ravnomjerno po u ∈ [δ, a], vrijedi

lim
T→+∞

I2 = lim
T→+∞

2a ·
a∫

δ

Fux

u3

 1

T

uT∫
0

sin τ

τ
dτ

 du =

= 2a

a∫
δ

Fux

u3

 lim
T→+∞

1

T

uT∫
0

sin τ

τ
dτ

 du = 0.

Ovim smo pokazali da za svaki x ∈ R(A) i a > 0 postoji lim
T→+∞

1
T

T∫
0

S(t)
t Faxdt i

jednak je nuli. Za a = 0 je o�cito.
Iz predpostavke da 0 ne pripada punktualnom spektru od A i Teoreme 1.1 slijedi
da je skup R(A) gust u X. Kako je funkcija C(t) ograni�cena i vrijedi (3), to je∥∥∥∥∥ 1
T

T∫
0

S(t)
t dtFax

∥∥∥∥∥ ≤ a ∥x∥ za svaki x ∈ X i a ≥ 0, tj. za svaki a ≥ 0 operatori{
1
T

T∫
0

S(t)
t dtFa

}
T>0

su ravnomjerno ograni�ceni.

Otuda, prema Banach-Steinhaus-ovoj teoremi 1

T

T∫
0

S(t)

t
dt

 (Fax) → 0 (T → +∞) (∀x ∈ X i a ≥ 0).

Odavde i zbog toga �sto je i skup ∪
a≥0

Fa [X] gust u X i operatori

{
1
T

T∫
0

S(t)
t dt

}
T>0

ravnomjerno ograni�ceni, ponovo prema Banach-Steinhaus-ovoj teoremi, slijedi

1

T

T∫
0

S(t)

t
dt→ 0 (T → +∞) (∀x ∈ X),

�cime je teorema dokazana.

U [5] je dokazana sljede�ca teorema (vidi [5] Teorema 7.)

Teorema 2.3. Neka jeX (kompleksan) re�eksivan i striktno konveksan Banachov
prostor sa G�ateaux-diferencijabilnom normom i C(t) ograni�cena jako neprekidna
kosinusna operatorska funkcija sa in�nitezimalnim generatorom A. Ako ta�cka 0
pripada punktualnom spektru i ako je nul-podprostor operatora A ozna�cen sa L,
tada postoji podprostor M prostora X takav da je X direktna suma podprostora
L i M prostora X za koju vrijedi

i) C(t)x = x (∀x ∈ L, ∀t ∈ R);
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ii) podprostorM je invarijantan relativno u odnosu na sve opeartore C(t), t ∈ R;

iii) ako posmatramo funkciju C(t) i njen generator A na M onda ta�cka 0 ne
pripada punktualnom spektru operatora A.

Iz navedene Teoreme i upravo dokazanih Teorema 2.1 i 2.2 i zbog Ker(A+) =
L. (vidi [6] Remark 1.), kao direktnu posljedicu dobijamo sljede�cu teoremu.

Teorema 2.4. Ako je X re�eksivan, striktno konveksan (kompleksan) Banach-
ov prostor sa G�ateaux-diferencijabilnom normom, C(t) jako neprekidna kosinusna
operatorska funkcija sa in�nitezimalnim generatorom A, A+ pozitivan kvadratni
korijen iz −A, tada je operator P1 de�nisan sa

P1 : (C, 1)− lim
T→+∞

S(T )

T
x, x ∈ X, S(T ) =

T∫
0

C(t)dt, T > 0,

ograni�cen linearan, gdje su operatori S(T ), T > 0 de�nisan sa (9) projektor
prostora X na Ker(A+).
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Apstrakt

Posljednjih godina objavljen je veliki broj radova koji se bave Sturm-

Liouvilleovim problemima sa ka�snjenjem, kao i obrnutim Sturm-Liouvilleovim

problemima sa ka�snjenjem, u kojima se mogu na�ci i rezultati vezani sa

asimptotiku svojstvenih vrijednosti pripadaju�ceg diferencijalnog operatora.

Medutim, odredivanje svojstvenih vrijednosti klasi�cne Sturm-Liouvilleove

jedna�cine nije nimalo trivijalan zadatak, pa samim time se postavlja pi-

tanje kako odrediti svojstvene vrijednosti Sturm-Liouvilleovog problema sa

ka�snjenjem.

U ovom radu navedeni su poznati rezultati za neke metode diskretizacije

kod klasi�cnog problema, a zatim je izvr�sena potrebna modi�kacija nave-

denih metoda u svrhu njihove primjene na pribli�zno odredivanje prvih neko-

liko svojstvenih vrijednosti Sturm-Liouvilleovog problema sa konstantnim

ka�snjenjem. Pri tome su navedeni i uslovi koje Sturm-Liouvilleova jedna�cina

sa ka�snjenjem treba ispunjavati. Na kraju smo za dvije Sturm-Liouvilleove

jedna�cine sa ka�snjenjem pribli�zno odredili prvih nekoliko svojstvenih vri-

jednosti, te izvr�sili poredenje sa ranije poznatim asimptotskim relacijama.

Va�zno je napomenuti da su u rad uvr�stene i sugestije koje su proistakle iz

diskusije tokom Tre�ce matemati�cke konferencije Republike Srpske.

1 Uvod

Sturm-Liovilleov problem sastoji se u odredivanju spektra diferencijalne jedna�cine

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), (1)

uz zadane grani�cne uslove, tj. u odredivanju onih vrijednosti λ za koje gornja
jedna�cina ima netrivijalna rje�senja. U op�stem slu�caju funkcija q(x) je komplek-
sna funkcija prostora L1[0, π] i naziva se potencijal. Vi�se o Sturm-Liovilleovim
problema se mo�ze na�ci u [3].

Poznato je (npr. iz [2]) da kada je q(x) ∈ L1[0, π] i y(0) = y(π) = 0 grani�cni
uslovi, da svojstvene vrijednosti gornjeg problema imaju asimptotsko pona�sanje

λn = n2 +
ω

π
+ o

(
1

n

)
(n→ ∞),
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gdje je ω =
π∫
0

q(x)dx.

Imaju�ci ovo u vidu, da bi pribli�zno odredili spektar mogu�ce je na�ci nekoliko
prvih svojstvenih vrijednosti, a ostatak spektra aproksimirati gornjom asimptot-
skom relacijom.

Najjednostavniji metod za pribli�zno odredivanje prvih nekoliko �clanova spek-
tra je takozvani matri�cni metod koji se sastoji od prevodenja gornjeg problema u
sistem od kona�cno mnogo jenda�cina na�cin naveden ispod. Napomenimo da ovaj
postupak daje svojstvene vrijednosti uz grani�cni uslov y(0) = y(π) = 0.

1.1 Matri�cni metod

Ovdje �cemo opisati postupak koji se mo�ze na�ci u npr. [4]. Neka je data Sturm-
Liouvilleova jedna�cina 1, pri �cemu je q(x) realna neprekidna funkcija bez oscilacija
i neka su grani�cni uslovi y(0) = y(π) = 0. Izvr�simo podjelu segmenta [0, π] na
N ∈ N jednakih dijelova ta�ckama 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = π,
tako da je xi+1 − xi = h, i = 0, 1, . . . , N − 1, gdje je h = π

N . Sada se gornja
jedna�cina mo�ze posmatrati kao sistem jedna�cina:

−y′′(x0) + q(x0)y(x0) = λy(x0)

−y′′(x1) + q(x1)y(x1) = λy(x1)

...

−y′′(xN ) + q(xN )y(xN ) = λy(xN ),

tj. zbog grani�cnih uslova y(x0) = y(0) = 0 i y(π) = y(xN ) = 0

−y′′(x1) + q(x1)y(x1) = λy(x1)

−y′′(x2) + q(x2)y(x2) = λy(x2)

...

−y′′(xN−1) + q(xN−1)y(xN−1) = λy(xN−1).

Uzimaju�ci da je y′′(xi) ≈ 1
h2 (y(xi−1) − 2y(xi) + y(xi+1)) i uvr�stavaju�ci u gornji

sistem dobijamo

− 1

h2
(y(x0)− 2y(x1) + y(x2)) + q(x1)y(x1) = λy(x1)

− 1

h2
(y(x1)− 2y(x2) + y(x3)) + q(x2)y(x2) = λy(x2)

...

− 1

h2
(y(xN−2)− 2y(xN−1) + y(xN )) + q(xN−1)y(xN−1) = λy(xN−1).
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�sto nakon sredivanja svodimo na matri�cnu jedna�cinu

AY = λY,

pa se odredivanje spektra se svodi na odredivanje svojstvenih vrijednosti ma-
trice A = 1

h2M +Q, gdje je

M =



2 −1 0 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . 0 −1 2


,

a

Q =


q(x1) 0 . . . 0 0
0 q(x2) . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . q(xN−2) 0
0 0 . . . 0 q(xN−1)

 .

Pri tome je nepoznata matrica Y = (y(x1), y(x2), . . . , y(xN−1)
T .

Gre�ska dobivena primjenom ove metode brzo raste sa porastom svojstvenih
vrijednosti i mo�ze se koristi samo za dobijanje prvih nekoliko svojstvenih vrijed-
nosti. Naime u [4] navedena je procjena gre�ske koja je reda O(n4h2).

Pobolj�sanje metode dobija se kori�stenjem Numerovog metoda za jedna�cinu
y′′ = f(x, y), pri �cemu je gre�ska reda O(n6h4). Kod Numerovog metoda se uzima

y(xi−1)− 2y(xi) + y(xi+1) =
h2

12
(fi−1 + 10fi + fi+1),

gdje je fi = f(xi, y(xi)), pa se gornji sistem svodi na matri�cnu jedna�cinu

AY = λBY,

gdje je A = 1
h2M+BQ iB = I− 1

12
M , pri �cemu su matriceQ iM matrice kori�stene

i kod metode centriranih razlika, a rje�savanje Sturm-Liouvilleovog problema na
odredivanje generalizovanih svojstvenih vrijednosti para matrica (A,B).

Metoda korekcije gre�ske pobolj�sava gre�sku i to za metodu centriranih raz-
lika na O(nh2), a za Numerovu metodu na O(n3h4). Ova metoda zasniva se na
rezultatu koji govori da gre�ska kod navedenih metoda ne zavisi u velikoj mjeri
od potencijala [1]. Dakle, za q(x) ≡ 0 mogu�ce je na�ci ta�cne svojstvene vrijed-
nosti, a zatim na osnovu numeri�cki dobijenih svojstvenih vrijednosti, mogu�ce je
odrediti gre�sku svake svojstvene vrijednosti. Ovu gre�sku zatim ispravljamo kod
svojstvenih vrijednosti za zadani potencijal.
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2 Sturm-Liouvilleov problem sa ka�snjenjem

U posljednje vrijeme veliki broj istra�ziva�ca, medu kojima se na na�sim prostorima
mo�ze spomenuti dr. Milenko Pikula i saradnici, se bavi tzv. Sturm-Liovilleov
problemom sa pomakom, �sto predstavlja izuzetno slo�zenu problematiku. Pri tome
se posmatra diferencijalna jedna�cina

−y′′(x) + q(x)y(α(x)) = λy(x), (2)

gdje α(x) predstavlja funkciju pomaka. Ako je α(x) > x govorimo o preticanju, a
α(x) < x govorimo o ka�snjenju. U zavisnosti od oblika funkcije α(x) vr�si se dalja
klasi�kacija ka�snjenju i to:

• α(x) = x− τ (0 ≤ τ ≤ π) - konstantno ka�snjenje,

• α(x) = α · x (0 < α < 1) - homogeno ka�snjenje,

• α(x) = x− τ(x) (0 < τ(x) < x, 0 < τ ′(x) < 1)) - promjenjivo ka�snjenje,

• α(x) (0 < α′(x) < 1) - op�ste ka�snjenje.

Postavlja pitanje kako odrediti spektar ovakvih problema. U nastavku rada
izvr�sili smo modi�kaciju prethodno navedenog postupka za odredivanje spektra za
slu�caj α(x) = x− τ , τ > 0, tj. za slu�caj konstantnog ka�snjenja, pri Dirichletovim
grani�cnim uslovima y(0) = y(π) = 0.

2.1 Modi�kacija matri�cnog metoda

Stavljaju�ci α(x) = x− τ , τ > 0 u jedna�cinu (2) dobijamo

−y′′(x) + q(x)y(x− τ) = λy(x).

Posmatra�cemo ovu jedna�cinu uz grani�cne uslove y(0) = y(π) = 0. Takoder �cemo
staviti da je q(x) ≡ 0 za x ≤ τ i da je q(x) realna neprekidna funkcija bez
oscilacija.

Za ka�snjenje τ �cemo postaviti i dodatni uslov na sljede�ci na�cin. Neka je N
broj podjela segmenta [0, π]. Tada je h = π

N mjera intervala. Neka je τ takvo da
je τ = k · h za neko k ∈ {0, . . . , N}. Primjenjuju�ci isti ideju kao kod klasi�cnog
problema uzimaju�ci da je

xi − τ = ih− kh = (i− k)h = xi−k,

dobijamo sistem

−y′′(x0) + q(x0)y(x0−k) = λy(x0)

−y′′(x1) + q(x1)y(x1−k) = λy(x1)

...
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−y′′(xi) + q(xi)y(xi−k) = λy(xi),

...

−y′′(xN−1) + q(xN−1)y(xN−k−1) = λy(xN−1)

−y′′(xN ) + q(xN )y(xN−k) = λy(xN ).

Izrazi q(xi)y(xi−k) za koje je i−k ≤ 0 su jednaki nuli zbog q(x) ≡ 0 za x ≤ τ .
Nakon �sto smo zbog y(0) = 0 i y(π) = 0 izbacili prvu i posljednju jedna�cinu
kona�cno dobijamo

−y′′(x1) = λy(x1)

...

−y′′(xk+1) + q(xk+1)y(x1) = λy(xk+1)

...

−y′′(xi) + q(xi)y(xi−k) = λy(xi) (i > k)

...

−y′′(xN−1) + q(xN−1)y(xN−k−1) = λy(xN−1)

Sada, analogno klasi�cnom slu�caju vidimo da je matrica Q kvadratna matrica
reda N − 1 sljede�ceg izgleda

Q =



0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

q(xk+1) 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 q(xk+2) . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . q(xN−k−2) 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 q(xN−k−1) 0 . . . 0


.

Pri tome je prvih k redova i zadnjih k kolona sastavljeno od samih nula.
Matricu M odredujemo kao i u prethodnom slu�caju, pa je matrica M je tridi-

jagonalna kvadratna matrica formata N − 1 oblika

M =



2 −1 0 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . 0 −1 2


.
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Dakle, kao i kod klasi�cnog slu�caja Sturm-Liouvilleova jedna�cina se svodi na sistem
jedna�cina, tj. na matri�cnu jedna�cinu

AY = λY,

gdje je nepoznata matrica Y = (y(x1), y(x2), . . . , y(xN−1)
T , a problem odredivanja

svojstvenih vrijednosti Sturm-Liovulleovog problema sa ka�snjenjem svodi se na
odredivanje svojstvenih vrijednosti matrice A.

Takoder, uvode�ci oznake uvedene kod klasi�cnog problema, dobijamo general-
izovanu matri�cnu jedna�cinu za Numerov metod

AY = λBY,

i problem odredivanja svojstvenih vrijednosti Sturm-Liovulleove jedna�cine sa ka-
�snjenjem se svodi na odredivanje generalizovanih svojstvenih vrijednosti para ma-
trica (A,B).

3 Numeri�cki primjeri

Za odredivanje spektra napisali smo program u Javi koji za dati potencijal q(x)
koji je zadan kao eksplicitna funkcija i ka�snjenje τ pribli�zno izra�cunava spektar.
Pri tome su kori�stene java biblioteke: Matrix Toolkits for Java (MTJ v0.9.14.) [6],
koji je kori�sten za manipulaciju matricama, te Simple Mathematical Expression
Parser for Java (exp4j v0.3.11) [7], koji je kori�sten za ra�cunanje vrijednosti funkcije
potencijala.

Isprogramirali smo Numerov metod i Numerov metod sa korekcijom gre�ske.
Ovdje �cemo koriste�ci se ovim alogoritmom odrediti dio spektara za potencijale

q1(x) = ex i q2(x) = 1/x. U oba slu�caja spektar �cemo odrediti za dva ka�snjenja
τ1 = 64 · π

1000
≈ 0, 2 i τ2 = 7 · π

1001
≈ 0, 022. Da bi mogli koristi algoritam

odgovaraju�ce podjele �ce biti N11 = 125, N12 = 500 za prvo ka�snjenje i N21 = 143,
N22 = 572 za ka�snjenje τ2.

Pored dobijenih vrijednosti za svojstvene vrijednosti navedene su asimptotske
vrijednosti svojstvenih vrijednosti koja se mo�ze na�ci u [5] koju je u svojoj dok-
torskoj disertaciji izveo Vladmir Vladi�ci�c, a koje za potencijal iz L2 imaju sljede�ci
oblik

λn ≈ n2 +
cos(τn)

π

π∫
τ

q(t)dt− 1

π

π∫
τ

q(t) cos(2t− τ)dt (n→ ∞).

3.1 Numeri�cki primjer 1

U prvom numeri�ckom primjeru posmatrali smo potencijal q(x) = ex. U Tabeli
1 smo naveli �cetrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo do�sli primjenom Nu-
merovog metoda, i to za podjele od N = 125 i N = 500 bez i sa primjenom
korekcije gre�ske (KG), za ka�snjenje τ1.
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n N11 = 125 N11 = 125 KG N12 = 500 N12 = 500 KG ASIM. V.

1 5,2534 5,2534 5,2534 5,2534 64,3482
2 10,6326 10,6326 10,6326 10,6326 10,0467
3 16,6400 16,6400 16,6401 16,6401 14,9142
4 23,2442 23,2442 23,2451 23,2451 21,1189
5 30,6904 30,6905 30,6934 30,6934 29,0453
6 39,6542 39,6543 39,6596 39,6596 38,7927
7 50,6440 50,6442 50,6511 50,6511 50,4263
8 63,8006 63,8011 63,8088 63,8088 64,0064
9 79,1473 79,1482 79,1562 79,1562 79,5921
10 96,6979 96,6996 96,7072 96,7073 97,2410
15 218,0376 218,0567 218,0570 218,0571 218,1266
20 395,5360 395,6434 395,6310 395,6314 395,4898
30 905,4019 906,6400 906,6290 906,6337 906,7274
40 1591,6309 1598,6921 1598,6992 1598,7258 1598,7442

Tabela 1: Dio spektra za potencijal q(x) = ex i ka�snjenje τ1 ≈ 0, 2

U Tabeli 2 smo naveli �cetrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo do�sli
primjenom gore navedenog algoritma, i to za podjele od N = 143 i N = 572 bez
i sa primjenom korekcije gre�ske (KG), za ka�snjenje τ2.

n N21 = 143 N21 = 143 KG N22 = 572 N22 = 572 KG ASIM. V.

1 4,9306 4,9306 4,9306 4,9306 4,5188
2 10,1022 10,1022 10,1022 10,1022 10,3639
3 16,0913 16,0913 16,0913 16,0913 15,8583
4 23,3370 23,3370 23,3371 23,3371 22,9597
5 32,3203 32,3203 32,3205 32,3205 31,9859
6 43,2565 43,2566 43,2569 43,2569 42,9868
7 56,1944 56,1945 56,1950 56,1950 55,9754
8 71,1389 71,1392 71,1399 71,1399 70,9565
9 88,0879 88,0884 88,0893 88,0893 87,9320
10 107,0389 107,0398 107,0410 107,0410 106,9027
15 231,7766 231,7877 231,7904 231,7905 231,6992
20 406,4165 406,4791 406,4838 406,4840 406,4108
30 904,9310 905,6504 905,6586 905,6613 905,6049
40 1600,4667 1604,5570 1604,5601 1604,5757 1604,5299

Tabela 2: Dio spektra za potencijal q(x) = ex i ka�snjenje τ2 ≈ 0, 022
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3.2 Numeri�cki primjer 2

U prvom numeri�ckom primjeru posmatrali smo potencijal q(x) = 1
x . U Tabeli 3

smo naveli �cetrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo do�sli primjenom gore
navedenog algoritma, i to za podjele od N = 50 i N = 500 bez i sa primjenom
korekcije gre�ske (KG), za ka�snjenje τ1.

n N11 = 125 N11 = 125 KG N12 = 500 N12 = 500 KG ASIM. V.

1 1,6618 1,6618 1,6618 1,6618 1,4206
2 4,7813 4,7813 4,7814 4,7814 4,7187
3 9,7724 9,7724 9,7727 9,7727 9,7071
4 16,6944 16,6945 16,6949 16,6949 16,6267
5 25,5713 25,5713 25,5720 25,5720 25,5059
6 36,4171 36,4172 36,4181 36,4181 36,3578
7 49,2429 49,2431 49,2443 49,2443 49,1919
8 64,0585 64,0589 64,0603 64,0603 64,0168
9 80,8728 80,8737 80,8752 80,8752 80,8405
10 99,6940 99,6957 99,6972 99,6972 99,6709
15 224,1250 224,1441 224,1443 224,1444 224,1445
20 399,3126 399,4201 399,4170 399,4175 399,4300
30 899,6003 900,8385 900,8324 900,8372 900,8409
40 1592,7873 1599,8485 1599,8289 1599,8556 1599,8470

Tabela 3: Dio spektra za potencijal q(x) = 1
x i ka�snjenje τ1 ≈ 0, 2

U Tabeli 4 smo naveli �cetrnaest svojstvenih vrijednosti do kojih smo do�sli
primjenom gore navedenog algoritma, i to za podjele od N = 50 i N = 500 bez i
sa primjenom korekcije gre�ske (KG), za ka�snjenje τ2. .

Primijetimo da su sve dobijene svojstvene vrijednosti bile realne. Prilikom nu-
meri�ckog rje�savanja svi imaginarni dijelovi svojstvenih vrijednosti su bili jednaki
nuli. Dakle, dobijeni dio spektra je bio realan.

Takoder, mo�zemo primijetiti da sa podjelama N12, tj. N22 za prvih 20 svo-
jstvenih vrijednosti imamo ta�cnost do 3 decimalna mjesta, jer se vrijednosti do-
bijene bez i sa korekcijom gre�ske ne razlikuju na tri decimalna mjesta.

4 Zaklju�cak

U ovom radu dat pregled Sturm-Liouvilleovih jedna�cina sa ka�snjenjem i pregled
metoda za odredivanje svojstvenih vrijednosti. Takoder je naveden i algoritam za
odredivanje svojstvenih vrijednosti Sturm-Liouvilleovih jedna�cina sa ka�snjenjem.
U numeri�ckom dijelu dati su rezultati dobiveni kori�stenjem napisanog programa
za numeri�cko odredivanje svojstvenih vrijednosti.

Ovaj rad predstavlja samo jedan mali dio projekta �ciji je cilj izrada programa
za numeri�cko rje�savanje Sturm-Liouvilleovog problema sa ka�snjenjem i za druge
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n N21 = 143 N21 = 143 KG N22 = 572 N22 = 572 KG ASIM. V.

1 1,7225 1,7225 1,7225 1,7225 1,7896
2 4,9451 4,9451 4,9451 4,9451 5,1717
3 10,0720 10,0720 10,0721 10,0721 10,2724
4 17,1567 17,1567 17,1570 17,1570 17,3288
5 26,2183 26,2183 26,2188 26,2188 26,3663
6 37,2651 37,2651 37,2659 37,2659 37,3929
7 50,3016 50,3018 50,3028 50,3028 50,4125
8 65,3305 65,3308 65,3321 65,3321 65,4269
9 82,3533 82,3539 82,3556 82,3556 82,4375
10 101,3712 101,3722 101,3744 101,3744 101,4448
15 226,4029 226,4140 226,4191 226,4192 226,4484
20 401,3384 401,4010 401,4099 401,4102 401,4137
30 900,5525 901,2718 901,2894 901,2922 901,2669
40 1596,9565 1601,0468 1601,0660 1601,0816 1601,0428

Tabela 4: Dio spektra za potencijal q(x) = 1
x i ka�snjenje τ2 ≈ 0, 022

grani�cne uslove. Takoder za preciznije odredivanje spretra porebno je izvr�siti
i implementaciju drugih numeri�ckih metoda. Glavni problem ostaje rje�savanje
obrnutog problema, tj. na osnovu datog spektra odrediti ka�snjenje, a zatim i
nepoznati potencijal. Teoretsko rje�senje ovog problema moze se na�ci u [2] i dosta
inovativnije i bolje, koriste�ci metodu Fourierovih redova, u [5].
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Apstrakt

Uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, c) zovemo Pitagorina trojka ako

su a i b katete, a c hipotenuza nekog pravouglog trougla. U ovom �clanku

�cemo navesti neke va�zne osobine Pitagorinih trouglova i opisati algoritam za

generisanje Pitagorinih trojki.

Pitagora, koji je roden na gr�ckom otoku Samosu (oko 582. godine pr.n.e. �
oko 496. godine pr.n.e.), se smatra prvim "pravim" matemati�carem. Uz njegovo
ime se naj�ce�s�ce ve�ze Pitagorin teorem koji ka�ze da je povr�sina kvadrata kon-
struisanog nad hipotenuzom pravouglog trougla, jednaka zbiru povr�sina kvadrata
konstrusanih nad njegovim katetama. Pitagorin teorem se mo�ze iskazati i u ob-
liku da je kvadrat du�zine hipotenuze pravouglog trougla jednak zbiru kvadrata
du�zina kateta tog trougla. Pitagora nije prvi otkrio Pitagorin teorem, koji je bio
poznat jo�s Babiloncima oko 1000 godina prije Pitagore, nego ga je prvi dokazao i
zbog toga se i naziva tako. Pitagora je do�sao do saznanja da za neparan prirodan
broj k > 1, formule a = k, b = (k2 − 1)/2 i c = (k2 + 1)/2 daju du�zine stranica
pravouglog trougla. Do sli�cnog zaklju�cka je do�sao i Platon koji je dao formule u
obliku a = 2k, b = k2 − 1 i c = k2 + 1. Medutim, pokazalo se da te formule ne
daju sve mogu�ce vrijednosti za du�zine stranica pravouglog trougla, jer se pomo�cu
njih npr. ne dobija pravougli trougao �cije su du�zine stranica jednake 20, 21 i 29.

1 Uvod

De�nicija 1.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, c) zovemo Pitagorina tro-

jka ako su a i b katete, a c hipotenuza nekog pravouglog trougla, tj. ako vrijedi

a2 + b2 = c2.

Ako su a, b, c relativno prosti brojevi, onda ka�zemo da je (a, b, c) primitivna

Pitagorina trojka.

Napomena 1.1. Trougao �cije su du�zine stranica Pitagorina trojka se naziva
Pitagorin trougao, a trougao �cije su du�zine stranica primitivna Pitagorina trojka
se naziva primitivni Pitagorin trougao.
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Napomenimo da su svake dvije du�zine stranica primitivnog Pitagorinog trougla
relativno prosti brojevi, tj. vrijedi nzd(a, b) = nzd(a, c) = nzd(b, c) = 1. Kada bi
bilo npr. nzd(a, b) = d > 1, tada bismo imali

a = da1, b = db1 ⇒ c2 = (da1)
2 + (db1)

2 = d2(a21 + b21),

�sto bi zna�cilo da d2|c2, tj. d|c, iz �cega bi slijedilo nzd(a, b, c) = d > 1, �sto je
kontradikcija. Analogno se poka�ze i za ostala dva para.

O�cito je da su u svakom primitivnom Pitagorinom trouglu du�zine kateta ra-
zli�cite parnosti, iz �cega slijedi i da je du�zina hipotenuze neparan broj.

Kada bi a i b bili parni brojevi, onda bi i njihovi kvadrati bili parni brojevi,
pa i zbir njihovih kvadrata a2 + b2 bi takoder bio paran broj, tj. c2 bi bio paran
broj. Kako je jedino kvadrat parnog broja paran broj, to bi i c morao biti paran
broj, ali u tom slu�caju uredena trojka (a, b, c) ne bi bila primitivna, jer bi tada
bilo nzd(a, b, c) ≥ 2.

Kada bi a i b bili neparni brojevi, npr. a = 2m− 1 i b = 2n− 1, gdje su m i
n prirodni brojevi, imali bismo

a2 + b2 = 4(m2 + n2 −m− n) + 2 ≡ 2 (mod 4).

Medutim, zbog neparnosti od a i b, morao bi biti c = 2k, k ∈ N paran, a kako bi
u tom slu�caju bilo

c2 = 4k2 ≡ 0 (mod 4),

to bismo imali kontradikciju.
Ako sve �clanove Pitagorine trojke (a, b, c) pomno�zimo prirodnim brojem k,

dobijamo trojku (ka, kb, kc) za koju vrijedi

(ka)2 + (kb)2 = k2(a2 + b2) = k2c2 = (kc)2.

Zaklju�cujemo da ako je (a, b, c) Pitagorina trojka, onda je i (ka, kb, kc) takoder
Pitagorina trojka, za svaki prirodan broj k. Takve Pitagorine trojke se nazivaju
sli�cne Pitagorine trojke.

2 Generisanje Pitagorinih trojki

Va�zan korak u prou�cavanju Pitagorinih trojki je odredivanje formula koje generi�su
rje�senja jedna�cine a2 + b2 = c2.

Teorema 2.1. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, c), u kojima je b paran, su
dane formulama

a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2,

gdje je m > n, a m i n su relativno prosti prirodni brojevi razli�cite parnosti.
Svaka primitivna Pitagorina trojka, dobijena na ovaj na�cin, se pojavljuje samo
jednom.
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Dokaz 2.1. Jedna�cinu a2 + b2 = c2 mo�zemo napisati u obliku

b2 = (c+ a)(c− a).

Neka je b paran, tj. oblika b = 2z. Tada su a i c neparni, pa su brojevi c + a i
c − a, kao zbir i razlika dva neparna broja, parni brojevi. Zato postoje prirodni
brojevi x i y takvi da je

c+ a = 2x, c− a = 2y.

Poka�zimo da su brojevi x i y relativno prosti. U tu svrhu pretpostavimo da
nisu, tj. da je nzd(x, y) = d > 1. Tada je d zajedni�cki djelilac od c + a = 2x i
c− a = 2y, pa imamo da

d2|(c+ a)(c− a) = c2 − a2 = b2,

iz �cega slijedi da d|b. Kako je a = x− y i c = x+ y to zaklju�cujemo da d|a i d|c,
�sto je u suprotnosti s �cinjenicom da su a, b i c relativno prosti. Zato zaklju�cujemo
da su x i y relativno prosti.

Sada je

4z2 = b2 = c2 − a2 = (c+ a)(c− a) = 2x · 2y = 4xy ⇒ z2 = xy.

Dobili smo da je proizvod dva relativno prosta prirodna broja x i y kvadrat
prirodnog broja z, pa slijedi da postoje relativno prosti prirodni brojevi m i n
takvi da je x = m2 i y = n2.

Sada je

a = m2 − n2, c = m2 + n2, b = 2mn.

Kako je a = m2 − n2 neparan, to brojevi m i n moraju biti razli�cite parnosti.
Provjerimo sada da dobijene vrijednosti za a, b i c zadovoljavaju jedna�cinu

a2 + b2 = c2.

a2 + b2 =
(
m2 − n2

)2
+ (2mn)2 = m4 + 2m2n2 + n4 =

(
m2 + n2

)2
= c2.

Jo�s nam ostaje za provjeriti da su a, b i c relativno prosti. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je nzd(a, c) = d > 1. Tada je d neparan (jer su a i c neparni) i
vrijedi

d|(c+ a) =
(
m2 + n2

)
+
(
m2 − n2

)
= 2m2

i
d|(c− a) =

(
m2 + n2

)
−
(
m2 − n2

)
= 2n2.

Medutim, ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da su m i n, pa samim tim i m2

i n2, relativno prosti.
Na kraju trebamo jo�s pokazati da se svaka primitivna Pitagorina trojka, do-

bijena na ovaj na�cin, pojavljuje samo jednom. Kako je

2m2 = c+ a i 2n2 = c− a,
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to vidimo da su m i n potpuno odredeni s a i c. Kako je razlomak

m

n
=

2m2

2mn
=
c+ a

b

potpuno skra�cen, jer su m i n relativno prosti, to zaklju�cujemo da svaki izbor m
i n daje novu primitivnu Pitagorinu trojku.

Ukoliko, za razliku od prethodnog dokaza, polaznu jedna�cinu a2 + b2 = c2

transformiramo u jedna�cinu

a2 = c2 − b2 = (c+ b)(c− b),

gdje je b paran broj, onda na sli�can na�cin mo�zemo dokazati i sljede�cu tvrdnju.

Teorema 2.2. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, c), u kojima je b paran, su
dane formulama

a = kl, b =
k2 − l2

2
, c =

k2 + l2

2
,

gdje je k > l, a k i l su neparni relativno prosti prirodni brojevi. Svaka primitivna
Pitagorina trojka, dobijena na ovaj na�cin, se pojavljuje samo jednom.

Uzimaju�ci u obzir sve do sada re�ceno, dobijamo formule pomo�cu kojih generi�semo
sve Pitagorine trojke.

Teorema 2.3. Sve Pitagorine trojke (a, b, c) su dane identitetom[
d(m2 − n2)

]2
+ (2dmn)2 =

[
d(m2 + n2)

]2
,

gdje su d,m, n ∈ N, m > n, nzd(m,n) = 1, te m i n razli�cite parnosti.

3 Osobine Pitagorinih trojki

Navest �cemo sada neke osobine Pitagorinih i primitivnih Pitagorinih trouglova,
�ciji se dokazi mogu prona�ci u [4].

Kako su du�zine stranica Pitagorinog trougla prirodni brojevi, to su obim i
povr�sina, te polupre�cnik upisane kru�znice takoder prirodni brojevi.

Za svaki prirodan broj n > 2 postoji Pitagorin trougao kome jedna stranica
ima du�zinu n.

Postoji ta�cno 50 Pitagorinih trouglova s du�zinama stranica manjim od 100,
kojima je du�zina druge stranice paran broj.

U svakom Pitagorinom trouglu je bar jedna stranica djeljiva s 3, bar jedna
djeljiva s 4 i bar jedna djeljiva s 5. Direktna posljedica toga je da ne postoji
Pitagorin trougao �cije su du�zine svih stranica prosti brojevi, jer je bar jedna
djeljiva s 4.
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Ne postoji Pitagorin trougao �cije su bar dvije du�zine stranica kvadrati prirod-
nih brojeva.

Neka je n prirodan broj. Tada postoji Pitagorin trougao �cija hipotenuza ima
du�zinu n ako i samo ako n ima bar jedan prosti faktor oblika 4k + 1.

Za svaki prirodan broj n postoji:

• n Pitagorinih trouglova �cije su du�zine hipotenuza uzastopni prirodni brojevi,

• bar n Pitagorinih trouglova s jednakom du�zinom jedne katete,

• bar n primitivnih Pitagorinih trouglova s jednakom du�zinom jedne katete,

• bar n Pitagorinih trouglova s jednakom du�zinom hipotenuze,

• bar n Pitagorinih trouglova s jednakim obimom,

• n Pitagorinih trouglova s razli�citom du�zinom hipotenuze a jednakom povr�sinom.

Postoji beskona�cno mnogo primitivnih Pitagorinih trouglova kod kojih je du�zina:

• hipotenuze kvadrat prirodnog broja,

• jedne katete kvadrat prirodnog broja,

• jedne katete kvadrat parnog prirodnog broja.

Ne postoji Pitagorin trougao kod kojeg su du�zine bar dvije stranice kvadrati
prirodnih brojeva, niti postoji Pitagorin trougao �cija je povr�sina potpun kvadrat.

Ne postoji Pitagorin trougao �cije su du�zine jedne katete i hipotenuze jednake
du�zinama kateta drugog Pitagorinog trougla.

4 Primjeri

Zadatak 4.1. Odrediti sve Pitagorine trojke �ciji su �clanovi tri uzastopna prirodna
broja.

Rje�senje: Neka je (n − 1, n, n + 1), gdje je n > 1 prirodan broj, tra�zena
Pitagorina trojka. Tada iz uslova

(n− 1)2 + n2 = (n+ 1)2

dobijamo da je n2 = 4n, iz �cega slijedi da je n = 4. Zaklju�cujemo da je (3, 4, 5)
jedina Pitagorina trojka s tra�zenim svojstvom.

♢

Zadatak 4.2. Odrediti sve Pitagorine trojke �ciji su �clanovi tri uzastopna �clana
aritmeti�ckog niza.
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Rje�senje: Neka je (n−k, n, n+k), n, k ∈ N, n > k, tra�zena Pitagorina trojka.
Tada, kao i u prethodnom zadatku, iz uslova

(n− k)2 + n2 = (n+ k)2

dobijamo da je n2 = 4kn, iz �cega slijedi da je n = 4k. Zaklju�cujemo da su tra�zene
Pitagorine trojke oblika (3k, 4k, 5k), gdje je k prirodan broj.

♢
Prije nego �sto uradimo nekoliko zadataka u kojima �cemo pokazati kako se

generi�su Pitagorini trouglovi, kojima je zadana du�zina jedne stranice, navest �cemo
nekoliko tvrdnji koje nam olak�savaju kompletan postupak.

Propozicija 4.1. Ako je nzd(x, y) = 1, onda su svi neparni prosti faktori od
x2 + y2 oblika 4k + 1.

Propozicija 4.2. Neka su x i y cijeli brojevi. Tada vrijedi

x2 + y2 ≡


0 (mod 4), ako i samo ako su x i y parni,
1 (mod 4), ako i samo ako su x i y razli�cite parnosti,
2 (mod 4), ako i samo ako su x i y neparni.

Propozicija 4.3. Neka su x i y cijeli brojevi. Tada vrijedi

x2 − y2 ≡


0 (mod 4), ako i samo ako su x i y iste parnosti,
1 (mod 4), ako i samo ako je x neparan i y paran,
3 (mod 4), ako i samo ako je x paran i y neparan.

Zadatak 4.3. Odrediti sve Pitagorine trouglove kojima je du�zina jedne stranice
jednaka 45.

Rje�senje: Sve Pitagorine trojke, prema Teoremu 2.3, dane su identitetom[
d(m2 − n2)

]2
+ (2dmn)2 =

[
d(m2 + n2)

]2
,

gdje su d,m i n prirodni brojevi takvi da su m i n relativno prosti, razli�cite
parnosti i vrijedi da je m > n. Kako je du�zina jedne stranice 45 neparan broj, to
ne mo�ze biti druga stranica �cija je du�zina 2dmn. Iz �cinjenice da d|45 slijedi da je
d ∈ {1, 3, 5, 9, 15}, dok se slu�caj d = 45 mo�ze zanemariti. Kada bi bilo d = 45,
imali bismo da je m2 − n2 = 1 ili m2 + n2 = 1, �sto nema rje�senja u prirodnim
brojevima. Ispitajmo sve mogu�cnosti za d.

d = 1
Imamo da je 45 : 1 = 45, a kako je 45 ≡ 1 (mod 4), to jedna�cina m2 + n2 =

45 mo�zda ima rje�senja koja zadovoljavaju uslove Teorema 2.3. Medutim, kako
3|45, to prema Propoziciji 4.1 jedna�cina m2 + n2 = 45 ne mo�ze imati rje�senja.
Napomenimo kako smo to mogli zaklju�citi i direktnom provjerom svih mogu�cnosti
za m i n. Kako mora biti

√
45 > m > n > 0, nzd(m,n) = 1, te kako m i n moraju
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biti razli�cite parnosti, to su mogu�ci parovi (m,n) sljede�ci: (6, 5), (6, 1), (5, 4),
(5, 2), (4, 3), (4, 1), (3, 2) i (2, 1). Uvr�stavanjem u jedna�cinu vidimo da jedna�cina
m2 + n2 = 45 nema rje�senja medu navedenim parovima.

Pogledajmo sada jedna�cinu m2 − n2 = 45. Kako je

45 = 45 · 1 = 15 · 3 = 9 · 5,

to imamo za rije�siti sljede�ca tri sistema.

m+ n = 45 m+ n = 15 m+ n = 9
m− n = 1 m− n = 3 m− n = 5

Rje�senja (23, 22) prvog sistema i (7, 2) tre�ceg sistema zadovoljavaju potrebne
uslove, dok rje�senje drugog sistema (9, 6) ne zadovoljava potrebne uslove, jer je
nzd(9, 6) = 3 ̸= 1. Ova dva rje�senja nam generi�su dvije Pitagorine trojke.

(m,n) = (23, 22)

d(m2 − n2) = 1 · (232 − 222) = 45

2dmn = 2 · 1 · 23 · 22 = 1012

d(m2 + n2) = 1 · (232 + 222) = 1013 ⇒ (45, 1012, 1013)

(m,n) = (7, 2)

d(m2 − n2) = 1 · (72 − 22) = 45

2dmn = 2 · 1 · 7 · 2 = 28

d(m2 + n2) = 1 · (72 + 22) = 53 ⇒ (45, 28, 53)

d = 3
Sada je 45 : 3 = 15, a kako je 15 ≡ 3 (mod 4), to prema Propoziciji 4.2

jedna�cina m2 + n2 = 15 nema rje�senja.
Pogledajmo jedna�cinu m2 − n2 = 15. Kako je

15 = 15 · 1 = 5 · 3,

to imamo za rije�siti dva sistema.

m+ n = 15 m+ n = 5
m− n = 1 m− n = 3

Rje�senje prvog sistema je (8, 7) a drugog (4, 1) i oba zadovoljavaju potrebne uslove,
te generi�su dvije nove Pitagorine trojke.

(m,n) = (8, 7)

d(m2 − n2) = 3 · (82 − 72) = 45

2dmn = 2 · 3 · 8 · 7 = 336
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d(m2 + n2) = 3 · (82 + 72) = 339 ⇒ (45, 336, 339)

(m,n) = (4, 1)

d(m2 − n2) = 3 · (42 − 12) = 45

2dmn = 2 · 3 · 4 · 1 = 24

d(m2 + n2) = 3 · (42 + 12) = 51 ⇒ (45, 24, 51)

d = 5
U ovom i u svim narednim slu�cajevima ponavljamo postupak kao u prethodna

dva slu�caja. Kako je 45 : 5 = 9 ≡ 1 (mod 4), to jedna�cina m2 + n2 = 9 mo�zda
ima rje�senja, ali kako 3|9, to ona ne mo�ze imati rje�senja.

Pogledamo li jedna�cinu m2 − n2 = 9 = 9 · 1 dobijamo sistem

m+ n = 9
m− n = 1

�cije je rje�senje (5, 4). Slu�caj 9 = 3 · 3 ne uzimamo u obzir jer je m+ n ̸= m− n.

(m,n) = (5, 4)

d(m2 − n2) = 5 · (52 − 42) = 45

2dmn = 2 · 5 · 5 · 4 = 200

d(m2 + n2) = 5 · (52 + 42) = 205 ⇒ (45, 200, 205)

d = 9
45 : 9 = 5 ≡ 1 (mod 4) ⇒ Jedna�cina m2 + n2 = 5 mo�zda ima rje�senja.

Mogu�ci par (m,n) je (2, 1) i on predstavlja rje�senje jedna�cine m2 + n2 = 5.

(m,n) = (2, 1)

d(m2 − n2) = 9 · (22 − 12) = 27

2dmn = 2 · 9 · 2 · 1 = 36

d(m2 + n2) = 9 · (22 + 12) = 45 ⇒ (27, 36, 45)

Pogledamo li jedna�cinu m2 − n2 = 5 = 5 · 1 dobijamo sistem

m+ n = 5
m− n = 1

�cije je rje�senje (3, 2).

(m,n) = (3, 2)

d(m2 − n2) = 9 · (32 − 22) = 45

2dmn = 2 · 9 · 3 · 2 = 108

d(m2 + n2) = 9 · (32 + 22) = 117 ⇒ (45, 108, 117)

d = 15
45 : 15 = 3 ≡ 3 (mod 4) ⇒ Jedna�cina m2 + n2 = 3 nema rje�senja.
Pogledamo li jedna�cinu m2 − n2 = 3 = 3 · 1 dobijamo sistem
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m+ n = 3
m− n = 1

�cije je rje�senje (2, 1).

(m,n) = (2, 1)

d(m2 − n2) = 15 · (22 − 12) = 45

2dmn = 2 · 15 · 2 · 1 = 60

d(m2 + n2) = 15 · (22 + 12) = 75 ⇒ (45, 60, 75)

Na kraju zaklju�cujemo da postoji 8 Pitagorinih trouglova kod kojih je du�zina
jedne stranice jednaka 45.

(x, y, z) = (45, 1012, 1013), (45, 28, 53), (45, 336, 339), (45, 24, 51),

(45, 200, 205), (27, 36, 45), (45, 108, 117), (45, 60, 75)

♢

Zadatak 4.4. Odrediti sve Pitagorine trouglove kojima je du�zina jedne stranice
jednaka 50.

Rje�senje: Kako d|50 to slijedi da je d ∈ {1, 2, 5, 10, 25}, dok se slu�caj d = 50
zanemaruje. Kako je 50 paran broj, to mo�ze predstavljati du�zinu svake stranice
Pitagorinog trougla.

d = 1
50 : 1 = 50 ≡ 2 (mod 4) ⇒ Jedna�cina m2+n2 = 50 nema rje�senja prema

Propoziciji 4.2, jer su m i n razli�cite parnosti pa suma njihovih kvadrata mora
biti neparan broj.

Pogledamo li jedna�cinu 2mn = 50, tj. mn = 25, a kako je 25 = 25 · 1 = 5 · 5,
vidimo da ni ona nema rje�senja koja zadovoljavaju potrebne uslove.

Pogledamo li jedna�cinu m2 − n2 = 50 vidimo da, prema Propoziciji 4.3, ni
ona ne mo�ze imati rje�senja u prirodnim brojevima, jer su brojevi m i n razli�cite
parnosti pa razlika njihovih kvadrata ne mo�ze biti paran broj.

d = 2
50 : 2 = 25 ≡ 1 (mod 4) ⇒ Jedna�cina m2 + n2 = 25 mo�zda ima rje�senja.

Mogu�ci parovi (m,n) su: (4, 3), (4, 1), (3, 2) i (2, 1). Direktnom provjerom vidimo
da je (4, 3) rje�senje jedna�cine m2 + n2 = 25.

(m,n) = (4, 3)

d(m2 − n2) = 2 · (42 − 32) = 14

2dmn = 2 · 2 · 4 · 3 = 48

d(m2 + n2) = 2 · (42 + 32) = 50 ⇒ (14, 48, 50)

Pogledamo li jedna�cinu 2mn = 25 vidimo da ona nema rje�senja.
Pogledamo li jedna�cinu m2 − n2 = 25 = 25 · 1 = 5 · 5 dobijamo sistem
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m+ n = 25
m− n = 1

�cije je rje�senje (13, 12). Slu�caj 5 · 5 ne razmatramo, jer je m+ n ̸= m− n.

(m,n) = (13, 12)

d(m2 − n2) = 2 · (132 − 122) = 50

2dmn = 2 · 2 · 13 · 12 = 624

d(m2 + n2) = 2 · (132 + 122) = 626 ⇒ (50, 624, 626)

d = 5
50 : 5 = 10 ≡ 2 (mod 4) ⇒ Jedna�cina m2 + n2 = 10 nema rje�senja.
Jedna�cina 2mn = 10, tj. mn = 5, nema rje�senja, jer sum i n razli�cite parnosti,

a iz istog razloga ni jedna�cina m2 − n2 = 10 nema rje�senja.

d = 10
50 : 10 = 5 ≡ 1 (mod 4) ⇒ Jedna�cina m2 + n2 = 5 mo�zda ima rje�senje.

Jedini mogu�ci par je (2, 1) i on jeste njeno rje�senje.

(m,n) = (2, 1)

d(m2 − n2) = 10 · (22 − 12) = 30

2dmn = 2 · 10 · 2 · 1 = 40

d(m2 + n2) = 10 · (22 + 12) = 50 ⇒ (30, 40, 50)

Jedna�cina 2mn = 5 nema rje�senja, a iz jedna�cine m2−n2 = 5 = 5 ·1 dobijamo
sistem

m+ n = 5
m− n = 1

�cije je rje�senje (3, 2).

(m,n) = (3, 2)

d(m2 − n2) = 10 · (32 − 22) = 50

2dmn = 2 · 10 · 3 · 2 = 120

d(m2 + n2) = 10 · (32 + 22) = 130 ⇒ (50, 120, 130)

d = 25
50 : 25 = 2 ≡ 2 (mod 4) ⇒ Jedna�cinem2+n2 = 2, 2mn = 2 im2−n2 = 2

nemaju rje�senja.

Na kraju zaklju�cujemo da postoje 4 Pitagorina trougla kod kojih je du�zina
jedne stranice jednaka 50.

(x, y, z) = (14, 48, 50), (50, 624, 626), (30, 40, 50), (50, 120, 130)

♢
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Napomena 4.1. Kako prema Propoziciji 4.2 i Propoziciji 4.3, zbog razli�cite
parnosti od m i n, suma m2+n2 i razlika m2−n2 moraju biti neparni brojevi, to
smo mogli izbje�ci provjeru rje�sivosti jedna�cina m2 + n2 = 50/d i m2 − n2 = 50/d
za d = 1, 5, 25.

Zadatak 4.5. Odrediti sve primitivne Pitagorine trouglove kojima je du�zina jedne
stranice jednaka 85.

Rje�senje: Sve primitivne Pitagorine trojke, prema Teoremu 2.1, dane su iden-
titetom

(m2 − n2)2 + (2mn)2 = (m2 + n2)2,

gdje su d,m i n prirodni brojevi takvi da su m i n relativno prosti, razli�cite
parnosti i vrijedi da je m > n. Kako je du�zina jedne stranice 85 neparan broj, to
ne mo�ze biti druga stranica �cija je du�zina 2mn. Iz �cinjenice da je 85 ≡ 1 (mod 4),
slijedi da jedna�cina m2 + n2 = 85 mo�zda ima rje�senja koja zadovoljavaju uslove
Teorema 2.1. Provjerimo li sve mogu�cnosti zam i n dobijamo da su njena rje�senja
(9, 2) i (7, 6).

(m,n) = (9, 2)

m2 − n2 = 92 − 22 = 77

2mn = 2 · 9 · 2 = 36

m2 + n2 = 92 + 22 = 85 ⇒ (77, 36, 85)

(m,n) = (7, 6)

m2 − n2 = 72 − 62 = 13

2mn = 2 · 7 · 6 = 84

m2 + n2 = 72 + 62 = 85 ⇒ (13, 84, 85)

Pogledajmo sada jedna�cinu m2 − n2 = 85. Kako je

85 = 85 · 1 = 17 · 5,

to trebamo rije�siti dva sistema.

m+ n = 85 m+ n = 17
m− n = 1 m− n = 5

Rje�senja (43, 42) prvog sistema i (11, 6) drugog sistema zadovoljavaju potrebne
uslove.

(m,n) = (43, 42)

m2 − n2 = 432 − 422 = 85

2dmn = 2 · 43 · 42 = 3612

m2 + n2 = 432 + 422 = 3613 ⇒ (85, 3612, 3613)
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(m,n) = (11, 6)

m2 − n2 = 112 − 62 = 85

2dmn = 2 · 11 · 6 = 132

m2 + n2 = 112 + 62 = 157 ⇒ (85, 132, 157)

Na kraju zaklju�cujemo da postoje 4 primitivna Pitagorina trougla kod kojih
je du�zina jedne stranice jednaka 85.

(x, y, z) = (36, 77, 85), (13, 84, 85), (85, 3612, 3613), (85, 132, 157)

♢

Zadatak 4.6. Odrediti sve primitivne Pitagorine trouglove kojima je du�zina jedne
stranice jednaka 100.

Rje�senje: Kako je 100 paran broj, to onda predstavlja du�zinu druge stranice,
pa imamo za rije�siti jedna�cinu 2mn = 100, tj. mn = 50. Kako je

50 = 50 · 1 = 25 · 2 = 10 · 5,

to su (50, 1) i (25, 2) njena rje�senja koja zadovoljavaju potrebne uslove, dok (10, 5)
nije zadovoljavaju�ce rje�senje, jer je nzd(10, 5) = 5 ̸= 1.

(m,n) = (50, 1)

m2 − n2 = 502 − 12 = 2499

2mn = 2 · 50 · 1 = 100

m2 + n2 = 502 + 12 = 2501 ⇒ (2499, 100, 2501)

(m,n) = (25, 2)

m2 − n2 = 252 − 22 = 621

2mn = 2 · 25 · 2 = 100

m2 + n2 = 252 + 22 = 629 ⇒ (621, 100, 629)

Na kraju zaklju�cujemo da postoje 2 primitivna Pitagorina trougla kod kojih
je du�zina jedne stranice jednaka 100.

(x, y, z) = (2499, 100, 2501), (621, 100, 629)

♢
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Pregledni rad

Apstrakt

Probleme izvodjenja posljedica iz fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti u fuzzy

relacionoj bazi podataka svodimo na odgovaraju�ce probleme sa fuzzy formu-

lama koje se rje�savaju kori�stenjem principa rezolucije. De�nisa�cemo istini-

tosnu vrijednost atributa za datu �semu fuzzy relacione baze podataka, a za-

tim �cemo fuzzy zavisnostima pridru�ziti odgovaraju�ce fuzzy formule. Dokazu-

jemo da ako vrijedi fuzzy vi�sezna�cna zavisnost, onda je njoj pridru�zena fuzzy

formula zadovoljiva i obrnuto. Takodje pokazujemo, ako iz skupa fuzzy za-

visnosti slijede druge zavisnosti, onda iz skupa fuzzy formula koje im odgo-

varaju slijedi i zadovoljivost fuzzy formula koje odgvaraju tim drugim zav-

isnostima.

1 Uvod

U uvodnoj sekciji kratko, na intuitivnom nivou, opisujemo oblast na�seg istra�zivanja
i na�se ciljeve, a zatim uvodimo pojmove, terminologiju i oznake fuzzy logike koje
�cemo koristiti.

1.0 Kratak prikaz rada

Teoriju fuzzy skupova i fuzzy logiku uveo je L. Zadeh [17]. U fuzzy relacionim
bazama podataka [2, 4, 8, 16] ove teorije daju matemati�cki aparat za reprezento-
vanje i manipulisanje sa neodredjenim i nejasnim informacijama. Termini "neo-
dredjena" i "nejasna" informacija ne zna�ce da su podaci pogre�sni, ve�c da nji-
hove precizne vrijednosti nisu poznate. Postoji vi�se formalizama za predstavljanje
nepreciznih informacija koji uklju�cuju fuzzy membership vrijednost [3], relaciju
sli�cnosti [2, 14] i mogu�cu distribuciju [13].

Fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti, kao i fuzzy zavisnosti podataka uop�ste, daju for-
malan mehanizam za izra�zavanje osobina koje se o�cekuju od memorisanih po-
dataka. Ako je poznato da fuzzy baza podataka zadovoljava skup fuzzy vi�sezna�cnih
zavisnosti, onda se ta informacija mo�ze iskoristiti za pobolj�sanje �seme dizajna, za
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za�stitu podataka spre�cavanjem pogre�snih abdejtovanja ili za pobolj�sanje perfor-
mansi.

Problem izvodjenja logi�ckih posljedica iz datog skupa fuzzy vi�sezna�cnih za-
visnosti u okviru date aksiomatizacije u fuzzy relacionim bazama podataka je
odlu�civ, ali je problem ta�cne karakterizacije slo�zenosti tog izvodjenja jo�s uvijek
otvoren. Ne postoji algoritam koji bi, u op�stem slu�caju, polaze�ci od aksioma,
na svakom koraku odabrao odgovaraju�ce �cinjenice i do�sao do rje�senja, a takodje
ne postoji neka globalna strategija koja bi davala valjane rezultate, nezavisne
od polaznog skupa fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti u fuzzy relacionom modelu baze
podataka.

U ovom radu nam je primarni cilj uspostavljanje veze izmedju teorije fuzzy
vi�sezna�cne zavisnosti i jednog fragmenta fuzzy logike. Pokaza�cemo da ako relacija
r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost, onda je i istinitosna vrijednost pripadne
fuzzy formule ve�ca od 0.5 i obrnuto. Na osnovu toga rezultata uspostavljamo
ekvivalentnost jednog dijela fuzzy logike i fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti

Nakon �sto je uspostavljena ova ekvivalentnost, mogu�ce je primijeniti pravila
izvodjenja u fuzzy logici na ra�cun fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti, koriste�ci princip
rezolucije. Kori�stenje logi�ckog programiranja za adaptaciju algoritama klasi�cnih
baza podataka, koji utvrdjuju da li va�zi ili ne neka vi�sezna�cna zavisnost u bazama
podataka, takodje je jedna od mogu�cih primjena na�sih rezultata.

U literaturi je poznato vi�se razli�citih de�nicija fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti, a
takodje i vi�se razli�citih de�nicija fuzzy implikacije. Odnos na�sih rezultata prema
teorijama koje prihvataju pomenute de�nicije je predmet na�sih daljih istra�zivanja.

1.1 Fuzzy logika

Fuzzy logika [1,6,7,11] je zasnovana na konceptu fuzzy skupova i simboli�cke logike.
Logi�cki operatori konjukcije, disjunkcije i negacije de�ni�su se na sljede�ci na�cin:

(a) x1 ∧ x2 = min(x1, x2)

(b) x1 ∨ x2 = max(x1, x2)

(c) ¬x = 1− x

gdje su x, xi, (i ∈ {1, 2}), promjenljive sa vrijednostima iz intervala realnih brojeva
[0, 1].

Fuzzy formule su funkcije sa [0, 1]n u interval realnih brojeva [0, 1]. De�ni�semo
ih induktivno, pomo�cu sljede�cih pravila:

(a) 0 i 1 su fuzzy formule

(b) Fuzzy promjenljiva xi, i ∈ N je fuzzy formula

(c) Ako je f fuzzy formula, tada je i ¬f fuzzy formula

(d) Ako su f i g fuzzy formule, tada su i f ∧ g i f ∨ g fuzzy formule
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(e) Nema drugih fuzzy formula.

Istinitosna vrijednost formule u fuzzy logici mo�ze biti bilo koji realan broj iz
intervala [0, 1]. Neka je T (S) istinitosna vrijednost formule S. Tada, prema [9],
va�zi:

(i) T (S) = T (A), ako je S = A i A je atomi�cna formula

(ii) T (S) = 1− T (R), ako je R fuzzy formula i S = ¬R

(iii) T (S) = min{T (S1), T (S2)}, ako su S1, S2 fuzzy formule i S = S1 ∧ S2

(iv) T (S) = max{T (S1), T (S2)}, ako su S1, S2 fuzzy formule i S = S1 ∨ S2

(v) T (S) = inf{T (B) : x ∈ D}, gdje je S = (∀x)B(x), a D je domen prom-
jenljive x

(vi) T (S) = sup{T (B) : x ∈ D}, gdje je S = (∃x)B(x), a D je domen prom-
jenljive x

Ako je domen D = {a1, . . . , an} kona�can, tada (v) i (vi) postaju

(v') T (S) = T (B(a1)) ∧ . . . ∧ T (B(an)), ako je S = (∀x)(B(x))

(vi') T (S) = T (B(a1)) ∨ . . . ∨ T (B(an)), ako je S = (∃x)(B(x))

1.2 Zadovoljivost formula fuzzy logike

De�nicija 1.1. (vidjeti [9]) Fuzzy formula f ∈ F , gdje je F skup fuzzy formula,
je zadovoljiva u interpretaciji I ako je T (f) ≥ 0.5 u I.
Fuzzy formula f ∈ F je protivrje�cna u interpretaciji I ako je T (f) < 0.5 u I.
Fuzzy formula f je nezadovoljiva ako je protivrje�cna u svim interpretacijama.

Standardne normalne forme formula fuzzy logike i logi�cke posljedice formula
de�ni�semo na uobi�cajeni na�cin.

De�nicija 1.2. Fuzzy formula f je u konjunktivnoj (disjunktivnoj) normalnoj
formi ako je

f = C1 ∧ . . . ∧ Cp, (p ∈ N), gdje su Ci disjunkti.

(f = C1 ∨ . . . ∨ Cp, (p ∈ N), gdje su Ci konjunkti. )

De�nicija 1.3. Fuzzy formula g ∈ F , gdje je F skup fuzzy formula, je logi�cka
posljedica fuzzy formule f ∈ F , ako je formula f ∧ ¬g nezadovoljiva, tj. ako je
T (f ∧ ¬g) < 0.5.
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1.3 Rezolventa u fuzzy logici

U de�niciji rezolvente slijedimo [9]. U primjenama �cemo de�niciju prilagoditi
aktuelnim potrebama.

De�nicija 1.4. Neka su D1 : L1∨D
′
1 i D2 : L2∨D

′
2 dva disjunkta, a L1 i L2 dva

suprotna literala, to jest, L2 = ¬L1 i neka D
′
1 i D

′
2 ne sadr�ze nijedan suprotan

par literala. Tada se disjunkt D
′
1 ∨ D

′
2 naziva rezolventa disjunkta D1 i D2, sa

klju�cnom rije�ci L1.

2 Fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti i pravila izvodjenja

Pored funkcionalnih zavisnosti podataka postoji vi�se mogu�cih vrsta zavisnosti, od
kojih se vi�sezna�cne zavisnosti naj�ce�s�ce pojavljuju u realnim situacijama.

2.1 Relacija sli�cnosti i stepen bliskosti n-torki

U radu koristimo fuzzy relacioni model baza podataka, zasnovan na relaciji sli�cnosti.
Ovaj model nije pro�sirenje klasi�cnog modela realcionih baza podataka, ve�c nje-
govo uop�stenje, jer dozvoljava skup vrijednosti za neki atribut, umjesto atomi�cnih
vrijednosti, a takodje i koncept jednakosti zamjenjuje konceptom bliskosti. Oba
aspekta se zasnivaju na relaciji sli�cnosti.

2.1.1 Osnovne de�nicije

De�nicija 2.1. Relacija sli�cnosti na domenuD je preslikavanje s : D×D → [0, 1],
tako da za sve elemente domena x, y, z ∈ D vrijedi

s(x, x) = 1 (re�eksivnost)

s(x, y) = s(y, x) (simetri�cnost)

s(x, z) ≥ max
y∈D

(min(s(x, y), s(y, z))) (max-min tranzitivnost)

Relacija sli�cnosti je va�zan koncept u fuzzy relacionom modelu, jer pro�siruje
koncept jednakosti u klasi�cnom modelu i omogu�cava odabir nepreciznih informa-
cija. U klasi�cnom modelu, dvije n-torke su identi�cne ako i samo ako su im odgo-
varaju�ce vrijednosti atributa na datom domenu identi�cne. Relacija identi�cnosti je
specijalan slu�caj relacije sli�cnosti. U fuzzy modelu sli�cnost odgovaraju�cih vrijed-
nosti atributa de�ni�se se kao stepen bliskosti dvije n-torke na atributu [14].

De�nicija 2.2. Stepen bliskosti za bilo koje dvije n-torke ti i tj koje se po-
javljuju u relaciji r, u odnosu na atribut Ak, de�nisan na domenu Dk, obilje�zava
se φ(Ak[ti, tj ]) i dat je sa

φ(Ak[ti, tj ]) = min

{
min
x∈di

{
max
y∈dj

{s(x, y)}
}
,min
x∈dj

{
max
y∈di

{s(x, y)}
}}

,
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gdje je di vrijednost atributa Ak za n-torku ti, dj je vrijednost atributa Ak za
n-torku tj , s(x, y) je relacija sli�cnosti za vrijednosti x, y, a s je preslikavanje koje
svakom paru elemenata iz domena Dk pridru�zuje elemenat iz intervala realnih
brojeva [0, 1].

Dvije n-torke t1 i t2, relacione instance r, su bliske u odnosu na atribut A, sa
stepenom bliskosti θ, ako je φ(Ak[ti, tj ]) ≥ θ.

De�nicija 2.2 bliskosti u odnosu na jedan atribut, na uobi�cajeni na�cin se
pro�siruje tako da dobijemo bliskost u odnosu na skup atributa.

De�nicija 2.3. Stepen bliskosti u odnosu na skup atributa X, za bilo koje dvije
n-torke t1, t2 date u relaciji r, ozna�cava se sa φ(X[ti, tj ]) i dat je sa

φ(X[ti, tj ]) = min
Ak∈X

{φ(Ak[ti, tj ])}

2.1.2 Osobine stepena bliskosti

Sada �cemo formulisati neke osobine stepena bliskosti, koje se lako dokazuju, a
bi�ce kori�stene u daljem izlaganju.

Propozicija 2.1. Ako je X ⊇ Y, tada je

φ(Y [ti, tj ]) ≥ φ(X[ti, tj ]),

za bilo koje dvije n-torke ti, tj u relaciji r.

Propozicija 2.2. Ako je X = {A1, . . . , An} i φ(Ak[ti, tj ]) ≥ θ, 1 ≤ k ≤ n, tada
je φ(X[ti, tj ]) ≥ θ, za svake dvije n-torke ti, tj u relaciji r.

Propozicija 2.3. Ako je φ(X[ti, tj ]) ≥ θ i φ(X[tj , tk]) ≥ θ, tada je φ(X[ti, tk]) ≥
θ, za svako ti, tj , tk ∈ r.

2.2 Fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti

Pretpostavimo da je u klasi�cnoj relacionoj bazi podataka data relaciona �sema
R(X,Y, Z) sam+n+p atributa, gdje su podskupovi atributa X = {X1, . . . , Xm},
Y = {Y1, . . . , Yn}, Z = {Z1, . . . , Zp} medjusobno disjunktni. Intuitivno, "X
vi�sezna�cno odredjuje Y " ili "postoji vi�sezna�cna zavisnost Y odX", �sto ozna�cavamo
X →→ Y, ako za date vrijednosti atributa u X postoji nula ili vi�se pridru�zenih
vrijednosti za atribute od Y, pri �cemu skup ovih Y -vrijednosti ni na koji na�cin
nije povezan sa vrijednostima atributa u Z.

Formalno, ako su relacija r u R i (m+n+p)-torke t1, t2 u r, sa t1(X) = t2(X),
tada r sadr�zi (m+ n+ p)-torke t3, t4, takve da je

1. t3(X) = t4(X) = t1(X) = t2(X)

2. t3(Y ) = t1(Y ) i t3(Z) = t2(Z)
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3. t4(Y ) = t2(Y ) i t4(Z) = t1(Z).

Tada ka�zemo da X →→ Y va�zi u R.
Primje�cujemo da uslovi de�nicije nisu nezavisni, jer se posljednji uslov mo�ze

dobiti iz prethodnog mijenjaju�ci uloge t1 i t2. Tako dobivamo da ako su dvije
(m+n+p)-torke t1, t2 u relaciji r jednake na skupu atributa X, tada postoji
(m+n+p)-torka t3 relacije r tako da je t3(X) = t1(X), t3(Y ) = t1(Y ) i t3(Z) =
t2(Z).

Ova de�nicija vi�sezna�cne zavisnosti nije primjenljiva u fuzzy modelu, jer ne
postoji jasan na�cin odredjivanja kada su dvije neprecizne informacije jednake.
Zbog toga nju treba pro�siriti na neprecizne informacije. Ta pro�sirena verzija
vi�sezna�cne zavisnosti naziva se fuzzy vi�sezna�cna zavisnost. Vi�se detalja mo�ze se
na�ci u [10,12,14,16].

De�nicija 2.4. Neka je r fuzzy relacija na relacionoj �semi R(A1, . . . , An), neka
je U univerzalni skup atributa A1, . . . , An i neka su X i Y podskupovi od U.

Ka�zemo da fuzzy relacija r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y

ako za svaki par n-torki t1, t2 iz r postoji n-torka t3 u r takva da su stepeni
bliskosti

φ(X[t3, t1]) ≥ min(θ, φ(X[t1, t2])),

φ(Y [t3, t1]) ≥ min(θ, φ(X[t1, t2])),

φ(Z[t3, t2]) ≥ min(θ, φ(X[t1, t2])),

gdje je θ realan broj iz intervala [0, 1], koji ozna�cava lingvisti�cku ja�cinu zavisnosti.

Sada, prema radu [14], dajemo ispravan (sound) i kompletan (complete) sistem
�sema aksiome za fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti. Takav sistem nam omogu�cava da
pravimo logi�cka izvodjenja za vi�sezna�cne zavisnosti nad skupom atributa U.

VZ1. Ako vrijedi X
θ1→→F Y i θ1 ≥ θ2, tada vrijedi i X

θ2→→F Y (pravilo inkluz-
ije)

VZ2. {X θ→→F Y } |= {X θ→→F U −XY } (pravilo komplementiranja)

VZ3. Ako vrijedi X
θ1→→F Y i W ⊇ Z, tada vrijedi WX

θ1→→F Y Z (�sema
aksioma pribrajanja)

VZ4. {X θ1→→F Y, Y
θ2→→F Z} |= {X min{θ1,θ2}→→F Z − Y } (�sema aksioma tranzi-

tivnosti)

VZ5. {X θ→F Y } |= X
θ→→F Y (pravilo replikacije)

VZ6. Ako vrijedi X
θ1→→F Y, Z ⊆ Y i za neko W koje je disjunktno sa Y, vrijedi

W
θ2→F Z, tada vrijedi i X

min{θ1,θ2}→F Z (pravilo spajanja)
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3 Ekvivalentnost fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti i jednog

fragmenta fuzzy logike

U ovoj sekciji predstavi�cemo rezultate o vezi koju smo uspostavili izmedju fuzzy
vi�sezna�cne zavisnosti u fuzzy relacionim bazama podataka i jednog fragmenta
fuzzy logike. Dobivena veza automatizuje i olak�sava rad sa fuzzy vi�sezna�cnim
zavisnostima, jer omogu�cuje izvodjenje zaklju�caka kori�stenjem fuzzy logike i prin-
cipa rezolucije,

3.1 Korespondencija izmedju fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti i fuzzy

formula

Neka jeR(X,Y, Z) relacijska �sema takva da jeX = {A1, . . . , Am}, Y = {B1, . . . , Bn},
Z = {C1, . . . , Cp}. Fuzzy vi�sezna�cnoj zavisnosti X

θ→→F Y pridru�zujemo fuzzy
formulu

F : (A1 ∧ . . . ∧Am) ⇒ ((B1 ∧ . . . ∧Bn) ∨ (C1 ∧ . . . ∧ Cp)).

Za dokaz ekvivalentnosti fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti i jednog dijela fuzzy logike
�cemo

(i) de�nisati isinitosnu vrijednost atributa fuzzy relacije

(ii) pridru�ziti fuzzy vi�sezna�cnim zavisnostima fuzzy formule

(iii) dokazati ekvivalentnost fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti i njoj pridru�zene fuzzy
formule

(iv) dokazati ekvivalentnost skupa fuzzy funkcionalnih i fuzzy vi�sezna�cnih zav-
isnosti i skupa njima pridru�zenih fuzzy formula

Za de�nciju istinitosne vrijednosti atributa relacije r koristimo pojam ste-
pena bliskosti ili saglasnosti (conformance) dva atributa de�nisanu u de�niciji
2.2, prema [14]. Cilj nam je da uvedena istinitost bude bliska standardnoj istini-
tosti [9].

De�nicija 3.1. Neka je R = {A1, . . . , Am} relacijska �sema i neka je r(R) =
{t1, t2} dvoelementna relacija. Relaciji r pridru�zena valuacija je preslikavanje
ir : R→ [0, 1] za koje vrijedi

ir(Ak)

{
≥ 0.5 akko φ(Ak[t1, t2]) ≥ θ, θ ∈ [0, 1]
≤ 0.5 akko φ(Ak[t1, t2]) ≤ θ, θ ∈ [0, 1]

Funkcija bliskosti atributa φ(Ak[t1, t2]) je data prema de�niciji 2.2.
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3.2 Uloga dvoelementnih relacija i θ-aktivnost

Za uspostavljanje veze izmedju izvedivosti za fuzzy funkcionalne zavisnosti i izve-
divosti fuzzy formula, presudnu ulogu su imale dvoelementne relacije (vidjeti [5]).
Vi�sezna�cna fuzzy zavisnost podrazumijeva, u op�stem slu�caju, postojanje najmanje
tri n-torke u relaciji. Da bi se ideja svodjenja semanti�cke implikacije na dvoele-
mentnu relaciju mogla primijeniti na vi�sezna�cnu fuzzy zavisnost, uvodimo pojam
θ-aktivnost.

De�nicija 3.2. Neka je X
θ→→F Y fuzzy vi�sezna�cna zavisnost nad relacijskom

�semom R. Ka�zemo da relacija r zadovoljava θ-aktivno zavisnost X
θ→→F Y ako r

zadovoljava tu zavisnost i ako su sve n-torke iz relacije r saglasne (conformance) sa
stepenom ne manjim od θ, na svim atributima iz skupaX, to jest, φ(X[ti, tj ]) ≥ θ,
gdje je θ realan broj iz [0, 1] i opisuje lingvisti�cku zavisnost, a i, j su indeksi
n-torki relacije r.

Za dalja razmatranja zgodnija je formulacija data sljede�com teoremom.

Teorema 3.1. Neka je R(X,Y, Z) relacijska �sema, a X
θ→→F Y fuzzy vi�sezna�cna

zavisnost nad R i neka je r = {t1, t2} dvoelementa relacija. Tada relacija r

θ-aktivno zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y ako i samo ako

vrijedi

1. φ(X[t1, t2]) ≥ θ i φ(Y [t1, t2]) ≥ θ, ili

2. φ(X[t1, t2]) ≥ θ i φ(Z[t1, t2]) ≥ θ.

Dokaz. Pretpostavomo da relacija r = {t1, t2} zadovoljava θ-aktivno fuzzy

vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y. Tada, prema de�niciji 3.2, vrijedi φ(X[t1, t2]) ≥

θ. Odatle i iz de�nicije fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti slijedi postojanje n-torke
t3 ∈ {t1, t2} za koju vrijedi

φ(X[t3, t1]) ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])},

φ(Y [t3, t1]) ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])},

φ(Z[t3, t2]) ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])}.

Po�sto je t3 ∈ {t1, t2}, ako t3 zamijenimo sa t1, onda imamo

φ(X[t3, t1]) = φ(X[t1, t1]) = 1 ≥ min{θ, φ(X[t1, t2]},

φ(Y [t3, t1]) = φ(Y [t1, t1]) = 1 ≥ min{θ, φ(X[t1, t2]}.

Po pretpostavci teoreme, relacija r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost θ-aktivno,
pa zaklju�cujemo da vrijedi

φ(Z[t3, t2]) = φ(Z[t1, t2]) ≥ min{θ, φ(X[t1, t2]} ≥ θ.
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Iz φ(Z[t1, t2]) ≥ θ slijedi da je ispunjen uslov 2 teoreme 3.1.
Sli�cno, ako t3 zamijenimo sa t2 dobivamo da �ce biti ispunjen uslov 1 teoreme

3.1.
Dokaz obrnute tvrdnje. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi 1 ili 2 teoreme
3.1. Ako je ispunjen uslov 1, onda neposredno slijedi da vrijedi fuzzy vi�sezna�cna

zavisnost X
θ→→F Y, jer uzimaju�ci t3 = t2 imamo

φ(X[t2, t1]) ≥ θ ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])},

φ(Y [t2, t1]) ≥ θ ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])},

φ(Z[t2, t2]) = 1 ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])}.

Ako uzmemo t3 = t1 i pretpostavmo da vrijedi uslov 2, onda imamo

φ(X[t1, t1]) = 1 ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])},

φ(Y [t1, t1]) = 1 ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])}.

Po pretpostavci je φ(Z[t1, t2]) ≥ θ, pa slijedi

φ(Z[t1, t2]) ≥ min{θ, φ(X[t1, t2])}.

Po�sto se sve n-torke iz r podudaraju na svim atributima u r, slijedi da relacija r

zadovoljava θ-aktivno f.v.z. X
θ→→F Y.

3.3 Veze fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti i formula fuzzy logike

Shodno planu koji smo postavili na po�cetku podsekcije 3.1 sada formuli�semo
teoremu koja povezuje fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti i odgovaraju�ce formule fuzzy
logike.

Teorema 3.2. Neka je R(X, Y, Z) relacijska �sema, gdje je X = {A1, . . . , Am},
Y = {B1, . . . , Bn} i Z = {C1, . . . , Cp}. Neka je r = {t1, t2} dvoelementna relacija

na R i X
θ→→F Y fuzzy vi�sezna�cna zavisnost. Relacija r zadovoljava tu zavisnost

ako i samo ako je fuzzy formula

F ≡ ((A1 ∧A2 ∧ . . . ∧Am) ⇒ ((B1 ∧B2 ∧ . . . ∧Bn) ∨ (C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cp)))

zadovoljiva u interpretaciji ir.

Dokaz. Teoremu dokazujemo za implikaciju Kleene-Dienes-a:

(x⇒ y) = max(1− x, y),

gdje su x, y realni brojevi iz intervala [0, 1].
Pretpostavimo da je formula F ta�cna u datoj interpretaciji ir. To zna�ci da je

ir(F ) > 0.5, odnosno,

ir((A1 ∧A2 ∧ . . . ∧Am) ⇒ ((B1 ∧B2 ∧ . . . ∧Bn) ∨ (C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cp))) > 0.5
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Tada je ir(F ) = max((1− ir(A1), 1− ir(A2), . . . 1− ir(Am)),
min((ir(B1), ir(B2), . . . , ir(Bn)),min((ir(C1), ir(C2), . . . , ir(Cp))) > 0.5.
Mogu�ci su sljede�ci slu�cajevi:

1. Ako je 1−ir(Ai) > 0.5, za neko i ∈ {1, . . . ,m}, tada slijedi da je ir(Ai) ≤ 0.5,

pa relacija r trivijalno zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y,

jer je φ(X[t1, t2]) = min
Ai∈X

φ(Ai[t1, t2]) < θ.

2. Ako je 1− ir(Ai) ≤ 0.5, za svako i ∈ {1, . . . ,m}, tada mora biti

ir(Bj) > 0.5, za svako j ∈ {1, . . . , n},

ili
ir(Ck) > 0.5, za svako k ∈ {1, . . . , p}.

Ako je ir(Ai) > 0.5 i ir(Bj) > 0.5, tada, po de�niciji 3.1 φ(X[t1, t2]) ≥
θ, φ(Y [t1, t2]) ≥ θ. Po teoremi 3.1, relacija r zadovoljava tra�zenu fuzzy
vi�sezna�cnu zavisnost.

Dokaz je sli�can i za slu�caj ir(Ai) > 0.5 i ir(Ck) > 0.5.

Dokaz obrnute tvrdnje. Pretpostavimo da relacija r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu

zavisnost X
θ→→F Y i doka�zimo da je odgovaraju�ca formula F zadovoljiva u in-

terpretaciji ir.
Ako je φ(X[t1, t2]) ≥ θ, tada relacija r zadovoljava θ-aktivno fuzzy vi�sezna�cnu

zavisnost X
θ→→F Y.

Ako je ispunjen uslov 1. iz teoreme 3.1, tada va�zi i

φ(Y [t1, t2]) ≥ θ.

Po�sto je
φ(Y [t1, t2]) = min

Bj∈Y
{Bj([t1, t2])} ≥ θ,

slijedi da je
Bj([t1, t2]) ≥ θ, za svako j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Odatle je
ir(F ) = max(1−ir(A1), . . . , 1−ir(Am),min(ir(B1), . . . , ir(Bn)),min(ir(C1), . . . , ir(Cp))) ≥
0.5.

Ako je ispunjen uslov 2. teoreme 3.1, tada je

φ(Z[t1, t2]) = min
Ck∈Z

{Ck([t1, t2])} ≥ θ,

pa dobivamo da je

ir(C1 ∧ . . . ∧ Cp) = min(ir(C1), . . . , ir(Cp)) > 0.5,

a odatle i ir(F ) > 0.5.
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U dokazivanju teorema o osobinama fuzzy funkcionalnih zavisnosti (vidjeti
[5]) kori�stena je �cinjenica da svaka restrikcija relacije koja zadovoljava fuzzy
funkcionalnu zavisnost, takodje zadovoljava istu funkcionalnu zavisnost. Po�sto
fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti nemaju ovu osobinu, datu dvoelementnu relaciju, koja
θ-aktivno zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost, pod odredjenim uslovima, treba
zamijeniti nekom drugom, odgovaraju�com dvoelementnom relacijom. Takvu za-
mjenu dajemo u sljede�coj teoremi.

Teorema 3.3. Neka su r = {t1, t2} i s = {u1, u2} dvoelementne relacije nad
relacijskom �semom R. Pretpostavimo da za svaki atribut A iz R, za koji vrijedi
φ(A[t1, t2]) ≥ θ, slijedi da vrijedi φ(A[u1, u2]) ≥ θ. Tada, ako relacija r θ-aktivno

zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y, onda i relacija s θ-aktivno

zadovoljava istu vi�sezna�cnu zavisnost.

Dokaz.Pretpostavimo da relacija r θ-aktivno zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu za-

visnost X
θ→→F Y. Tada relacija r zadovoljava uslov 1. ili uslov 2. teoreme

3.1.
Ako je zadovoljen uslov 1. tada prema de�niciji 3.2 i teoremi 3.1 slijedi da za

svaki atribut A iz R i svaku dvoelementnu relaciju s = {u1, u2} va�zi

φ(X[u1, u2]) = min
Ai∈R

{φ(Ai[u1, u2])} ≥ θ

i
φ(Y [u1, u2]) = min

Aj∈R
{φ(Aj [u1, u2])} ≥ θ.

Prema teoremi 3.1 slijedi da relacija s = {u1, u2} θ-aktivno zadovoljava fuzzy

vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y.

Ako je zadovoljen uslov 2. teoreme 3.1, dokaz se izvodi na sli�can na�cin.

Teorema 3.4. Neka je r relacija na relacijskoj �semi R i neka je F skup fuzzy
funkcionalnih i fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti nadR.Neka je f jedna fuzzy vi�sezna�cna
ili fuzzy funkcionalna zavisnost iz F . Ako relacija r zadovoljava sve fuzzy zavis-
nosti (funkcionalne ili vi�sezna�cne) iz F , a ne zadovoljava fuzzy zavisnost f, tada
postoji dvoelementna podrelacija s, relacije r, koja zadovoljava sve fuzzy zavis-
nosti iz F , a ne zadovoljava fuzzy zavisnost f.

Dokaz. Razlikujemo dva slu�caja

(i) f je fuzzy funkcionalna zavisnost iz F

(ii) f je fuzzy vi�sezna�cna zavisnost iz F

(i) f je fuzzy funkcionalna zavisnost iz F

Neka je f funkcionalna zavisnost oblika X
θ→F Y i neka je atribut B ∈ Y.

Prema pravilu izvodjenja za fuzzy funkcionalne zavisnosti slijedi da ako relacija

r zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F Y i B ⊆ Y, tada vrijedi i

X
θ→F B u relaciji r.
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Obrnuto, ako relacija r ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F Y,

tada je za neke n-torke t1 i t2 iz r ispunjeno

φ(Y [t1, t2]) < min(θ, φ(X[t1, t2])).

Tada je i
φ(B[t1, t2]) < min(θ, φ(X[t1, t2])), za B ⊆ Y,

jer je po de�niciji
φ(Y [t1, t2]) = min

Bk∈Y
{φ(Bk[t1, t2])}.

Ovo zna�ci da relacija r ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F B.

Prema tome, u daljnjem izlaganju se mo�zemo ograni�citi na fuzzy funkcionalne

zavisnosti f oblika X
θ→F B.

Ali, uz ovo ograni�cenje, postoji bar jedna dvoelementna relacija r∗(R) koja ne

zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F B, �sto zna�ci da je

φ(B[t1, t2]) < min(θ, φ(X[t1, t2])), B ⊆ Y.

Neka je s ona medju tim relacijama koja zadovoljava maksimalan broj fuzzy
vi�sezna�cnih zavisnosti iz skupa F , a ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavis-

nost X
θ→F B. Po�sto po pretpostavci teoreme relacija r zadovoljava sve fuzzy

funkcionalne zavisnosti iz F , tada i relacija s zadovoljava sve fuzzy funkcionalne
zavisnosti iz F .

Poka�zimo da je relacija s jedina relacija koja θ-aktivno zadovoljava maksi-
malan broj fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti iz skupa F .

Neka je V
θ1→F W bilo koja fuzzy vi�sezna�cna zavisnost iz skupa F i neka je

Z = R− (W V ).
Stavimo da je relacija s = {u1, u2}.
Neka je skup {a, ai} domen atributa V, W, Z u R i neka je sli�cnost s(a, ai) =

θ
′
, gdje je θ

′
realan broj iz [0, 1]. Neka vrijedi i uslov da ako je s(a, ai) = θ

′
ve�ce ili

jednako od ja�cine θf bilo koje zavisnosti u F , tada je ai = a, a ako je s(a, ai) = θ
′

manje od ja�cine θf bilo koje zavisnosti u F , tada je ai = b i θ
′ ∈ [0, θ).

Relacija s ima dva reda, za svaki red niz a-ova i niz b-ova du�zine m. Redu odgo-
vara niz (a1, . . . , am), gdje je ai ∈ {a, b}. Svakom atributu V,W,Z je pridru�zena
vrijednost ai, (i = 1, . . . ,m).

V W Z

a,. . . ,a a,. . . ,a a,. . . ,a

a,. . . ,a b,. . . ,b b,. . . ,b

Ovdje razlikujemo dva slu�caja:

1. φ(V [u1, u2]) < θ1. U ovom slu�caju relacija s{u1, u2} zadovoljava fuzzy

vi�sezna�cnu zavisnost V
θ1→→F W, pa je to tra�zena dvoelementna relacija.
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2. Neka je φ(V [u1, u2]) ≥ θ1. Pretpostavimo da s ne zadovoljava θ-aktivno

fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost V
θ1→→F W. Neka je

u1 = (a(V ), . . . , a(V ), a(W ), . . . , a(W ), a(Z), . . . , a(Z)).

Zbog pretpostavke da relacija s ne zadovoljava θ-aktivno vi�sezna�cnu zavis-

nost V
θ1→→F W i po teoremi 3.1, slijedi

φ(W [u1, u2]) = θ
′
< θ1 < θ

i
φ(W [u1, u2]) = θ

′
< θ1 < θ.

Kako relacija s ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F B, (jer

ni relacija r ne zadovoljava ovu zavisnost) slijedi da je

φ(B[u1, u2]) < min(θ,X[u1, u2]).

Kako je φ(X[t1, t2]) ≥ θ (u suprotnom, iz φ(X[t1, t2]) = θ
′
< θ, sli-

jedilo bi da relacija s zadovoljava zavisnost X
θ→F B ), onda mora biti

i φ(B[u1, u2]) = θ
′
< θ1 < θ (u suprotnom bi bilo φ(B[u1, u2]) = θ

′ ≥ θ, pa

bi vrijedilo da je B ⊆ X+(θ), a odatle i da je i X
θ→F B iz F+. Ovo je u

kontradikciji sa pretpostavkom da X
θ→F B nije u F+).

Dakle, atribut B mora pripadati ili skupu W ili skupu Z.

Pretpostavimo da je B ∈ Z. De�ni�semo relaciju q(R) = {p1, p2} uzimaju�ci
da je

p1 = (a(V ), . . . , a(V ), a(W ), . . . , a(W ), a(Z), . . . , a(Z))

i
p2 = (a(V ), . . . , a(V ), a(W ), . . . , a(W ), b(Z), . . . , b(Z)).

Doka�zimo da je q podrelacija relacije r.

O�cigledno je p1 = u1 ∈ s ⊆ r. Dakle, n-torka p1 ∈ r.

N -torka p2 takodje mora pripadati relaciji r, zato �sto relacija r, po pret-

postavci teoreme, zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost V
θ1→→F W.Naime,

φ(V [p3, p1]) ≥ min{θ1, φ(V [p1, p2])},

φ(W [p3, p1]) ≥ min{θ1, φ(V [p1, p2])},

φ(Z[p3, p2]) ≥ min{θ1, φ(V [p1, p2])},

pa uzimaju�ci p3 = p2, dobivamo da je p2 ∈ r.
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Po�sto relacija s ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F B (a ne

zadovoljava je ni relacija r), i po�sto je za V -te komponente njenih elemenata

φ(V [u1, u2]) = θ
′ ≥ θ1,

a za V -te komponente relacije q

φ(V [p1, p2]) = θ
′ ≥ θ1

i za Z-te komponente relacije q

φ(Z[p1, p2]) = θ
′
< θ1 < θ,

slijedi da relacija q ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost

X
θ→F B,

odnosno,
φ(B[p1, p2]) < min(θ, φ(X[p1, p2]).

(U suprotnom bi vrijedilo da je φ(B[p1, p2]) = θ
′ ≥ θ, iz �cega slijedi da

je B ⊆ X+(θ) i dalje da je X
θ→F B iz F+. Ovo je u kontradikciji sa

pretpostavkom teoreme da nije X
θ→F B iz F+).

Neposredno se uo�cava da relacija q aktivno zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu

zavisnost V
θ1→→F W, jer je φ(V [p1, p2]) ≥ θ1 i φ(W [p1, p2]) ≥ θ1.

Tada, prema teoremi 3.1 relacija q zadovoljava θ-aktivno i sve fuzzy vi�sezna�cne
zavisnosti koje zadovoljava i relacija s. Po�sto relacija q zadovoljava sve fuzzy
vi�sezna�cne zavisnosti kao i relacija s, a pored toga θ-aktivno zadovoljava i

fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost V
θ1→→F W, slijedi da je s podrelacija q. Ovo

je u kontradikciji sa pretpostavkom da je podrelacija s relacije r ona koja
maximalno θ-aktivno zadovoljava vi�sezna�cne zavisnosti iz skupa F , a ne

zadovoljava fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F B.

Do kontradikcije je dovela pretpostavka da podrelacija s relacije r ne zado-

voljava θ-aktivno fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost V
θ1→→F W. Otuda slijedi da

je s tra�zena relacija.

(ii) f je fuzzy vi�sezna�cna zavisnost iz F Neka je fuzzy vi�sezna�cna zavisnost f
oblika

X
θ→→F Y

i neka je Z = R−(XY ). Svaka dvoelementna podrelacija relacije r, zadovoljava sve
fuzzy funkcionalne zavisnosti iz skupa F . Po�sto po pretpostavci teoreme relacija
r ne zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost,

X
θ→→F Y
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tada postoje u relaciji r n-torke

t1 = (a, . . . , a, a, . . . , a, a, . . . , a)

i
t2 = (a, . . . , a, b, . . . , b, b, . . . , b),

a bar jedna od n-torki

t3 = (a, . . . , a, b, . . . , b, a, . . . , a),

t4 = (a, . . . , a, a, . . . , a, b, . . . , b),

ne pripada relaciji r. Odatle imamo

φ(X[t3, t1]) ≤ min(φ(X[t1, t2]),

φ(Y [t3, t1]) ≤ min(φ(X[t1, t2]),

φ(Z[t3, t2]) ≤ min(φ(X[t1, t2]),

odnosno
φ(X[t4, t1]) ≤ min(φ(X[t1, t2]),

φ(Y [t4, t1]) ≤ min(φ(X[t1, t2]),

φ(Z[t4, t2]) ≤ min(φ(X[t1, t2]).

Izaberimo za podrelaciju s, relacije r, takve dvije n-torke t1, t2 koje omogu�cuju da
podrelacija s θ-aktivno zadovoljava maksimalan broj fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti

iz skupa F , a ne zadovoljava zavisnost X
θ→→F Y.

Ako data relacija s zadovoljava sve fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti iz skupa F ,
tada je s upravo tra�zena relacija iz pretpostavke teoreme.

U slu�caju da s ne zadovoljava sve fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti iz skupa F ,
neka je U

θ1→→F V jedna takva vi�sezna�cna zavisnost iz skupa F , koju relacija s
ne zadovoljava i neka je W = R − (UV ). Konstrui�simo s = {t1, t2} kao sljede�coj
u tabeli

Atributi Ostali atributi

t1 a,. . . ,a a,. . . ,a a,. . . ,a
t2 a,. . . ,a b,. . . ,b b,. . . ,b

De�nisa�cemo skupove V ∗ i W ∗ na sljede�ci na�cin:

V ∗ = {A ∈ V |φ(A[ti, tj ]) < θ1}

W ∗ = {A ∈W |φ(A[ti, tj ]) < θ1}.

Kako je relacija s podrelacija relacije r i kako relacija r zadovoljava fuzzy
vi�sezna�cnu zavisinost

U
θ1→→F V (∈ F),
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zbog de�nicije fuzzy vi�sezna�cne zavsinosti, relacija r mora sadr�zati n-torku

t3 = (a, . . . , a, b, . . . , b, a, . . . , a)

i n-torku
t4 = (a, . . . , a, a, . . . , a, b, . . . , b)

za koje vrijedi
φ(U [t3, t1]) ≥ min(θ1, φ(U [t1, t2]),

φ(V [t3, t1]) ≥ min(θ1, φ(U [t1, t2]),

φ(W [t3, t2]) ≥ min(θ1, φ(U [t1, t2])

i
φ(U [t4, t1]) ≥ min(θ1, φ(U [t1, t2]),

φ(V [t4, t1]) ≥ min(θ1, φ(U [t1, t2]),

φ(W [t4, t2]) ≥ min(θ1, φ(U [t1, t2])

Formirajmo podrelacije q1 i q2 relacije r na sljede�ci na�cin:

q1 = {t1, t3} i q2 = {t1, t4}.

Stavimo da je stepen sli�cnosti za n-torke t1 i t3 na skupu V
∗ manji od ja�cine zavis-

nosti θ1, stepen sli�cnosti za n-torke t1 i t4 na skupuW
∗ manji od ja�cine zavisnosti

θ1 i neka je stepen sli�cnosti za n-torke t1 i t2 na V
∗W ∗ manji od θ1. Otuda zbog

de�nicije skupova V ∗ i W ∗ slijedi za n-torke t1, t3 vrijedi φ(V [t1, t3]) < θ1, za
n-torke t1, t4 vrijedi φ(W [t1, t4]) < θ1, a za n-torke t1, t2 vrijedi φ(V [t1, t2]) < θ1
i φ(W [t1, t2]) < θ1.

Doka�zimo da relacije q1 i q2 zadovoljavaju bar jednu vi�se fuzzy vi�sezna�cnu
zavisnost iz skupa F , nego relacija s.

N -torke t1 i t3, kao i n-torke t1 i t4 su sli�cne sa stepenom sli�cnosti ve�cim od
θ1, na svakom atributu u kome su n-torke t1 i t2 sli�cne sa stepenom θ1.

Prema teoremi 3.3, relacije q1 i q2 zadovoljavaju θ-aktivno i sve fuzzy vi�sezna�cne
zavisnosti iz skupa F , koje zadovoljava i relacija s.

Osim toga q1 i q2 zadovoljavaju θ-aktivno fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost U
θ1→→F

V, jer je, prema konstrukciji relacije q1 φ(U [t1, t3]) ≥ θ1 i φ(W [t1, t3]) ≥ θ1,
odnosno za relaciju q2 je φ(U [t1, t4]) ≥ θ1 i φ(V [t1, t4]) ≥ θ1.

Status relacija q1 i q2 uzetih zajedno, a obzirom na zadovoljavanje fuzzy

vi�sezna�cnih zavisnosti X
θ→→F Y mo�ze biti sljede�ci:

(i) Barem jedna od relacija q1 ili q2 ne zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost

X
θ→→F Y. U ovome slu�caju dolazimo do kontradikcije u odnosu na izbor

relacije s. Zbog toga je relacija s tra�zena relacija. Kontradikcija je u tome
da neka od relacija q1 ili q2 θ-aktivno zadovoljava vi�se fuzzy vi�sezna�cnih

zavisnosti iz F , a ne zadovoljava zavisnost X
θ→→F Y, a to je protivno

izboru relacije s, jer je ona po pretpostavci uzeta da θ-aktivno zadovoljava
maximalan broj fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti iz F .
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(ii) Svaka od relacija q1 i q2 zadovoljava fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti

X
θ→→F Y.

Tada slijedi da one moraju i θ-aktivno zadovoljavati fuzzy vi�sezna�cnu zav-
isnost

X
θ→→F Y,

jer za n-torke t1, t2, t3 i t4 vrijedi

φ(X[t1, t2]) ≥ θ,

φ(X[t2, t3]) ≥ θ,

φ(X[t3, t4]) ≥ θ,

na svim atributima iz skupa X. Po teoremi 3.1, tada slijedi da za relaciju
q1 mora vrijediti i :

1. φ(X[t1, t3]) ≥ θ i φ(Y [t1, t3]) ≥ θ ili

2. φ(X[t1, t3]) ≥ θ i φ(Z[t1, t3]) ≥ θ.

Ako vrijedi φ(Y [t1, t3]) ≥ θ tada je V ∗ ⊆ Z, jer se n-torke t1 i t3 razlikuju
samo na skupu V ∗.

Ako vrijedi φ(Z[t1, t3]) ≥ θ tada je V ∗ ⊆ Y.

Analogno razmatranje za elemente relacije q2 pokazuje da vrijedi:

1. φ(X[t1, t4]) ≥ θ i φ(Y [t1, t4]) ≥ θ, ili

2. φ(X[t1, t4]) ≥ θ i φ(Z[t1, t4]) ≥ θ.

Ako vrijedi φ(Y [t1, t4]) ≥ θ, tada je W ∗ ⊆ Z, a ako vrijedi φ(Z[t1, t4]) ≥ θ,
tada je W ∗ ⊆ Y.

Kombinovnjem ovih mogu�cnosti dobivamo sljede�ce uslove, od kojih samo
jedan mo�ze biti realizovan:

(i) V ∗ ⊆ Y i W ∗ ⊆ Y,

(ii) V ∗ ⊆ Y i W ∗ ⊆ Z,

(iii) V ∗ ⊆ Z i W ∗ ⊆ Y,

(iv) V ∗ ⊆ Z i W ∗ ⊆ Z.

Razmotrimo kombinaciju (i). Ako ona vrijedi, tada za n-torke t1 i t2 vrijedi

φ(X[t1, t2]) ≥ θ,

φ(Y [t1, t2]) < θ,

φ(Z[t1, t2]) ≥ θ,
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jer se n-torke t1 i t2 razlikuju samo na skupu V ∗W ∗ ⊆ Y.

Otuda slijedi da relacija s = {t1, t2} zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost

X
θ→→F Y. To je u suprotnosti sa izborom relacije s. Zbog iste �cinjenice

otpada i slu�caj pod (iv), jer bi tada za n-torke t1 i t2 va�zilo

φ(X[t1, t2]) ≥ θ,

φ(Y [t1, t2]) ≥ θ,

(Z[t1, t2]) < θ,

jer se n-torke t1 i t2 razlikuju samo na skupu V ∗W ∗ ⊆ Z. Otuda slijedi da

relacija s = {t1, t2} zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y, �sto

je u suprotnosti sa izborom relacije s.

Sada pretpostavimo da vrijedi (ii), to jest, neka je V ∗ ⊆ Y i W ∗ ⊆ Z.
Kako je n-torka t1 = (a, . . . , a, a, . . . , a, a, . . . , a), a po�sto se n-torke t1 i t3
razlikuju samo na skupu V ∗, tada mora vrijediti

φ(V [t1, t3]) < θ,

odnosno n-torka t3 mora biti t3 = (a, . . . , a, b, . . . , b, a, . . . , a).

Na sli�can na�ccin, po�sto se n-torke t1 i t4 razlikuju samo na W ∗, tada je

φ(W [t2, t4]) < θ,

pa n-torka t4 mora imati oblik (a, . . . , a, a, . . . , a, b, . . . , b). Kako po pret-

postavci relacija r ne zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y,

a po konstrukciji relacije s, bar jedna od n-torki t3, odnosno t4 ne pripada
relaciji r. Otuda slijedi da bar jedna od relacija q1 ili q2 nije podrelacija
relacije r. Ovo je u kontradikciji sa konstrukcijom ovih relacija.

Do kontradikcije je dovela pretpostavka da svaka od relacija q1 i q2 zado-

voljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y. Zbog kontradikcije slijedi da

bar jedna od njih ne zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y.

Ali ovo je opet kontradikcija sa de�nicijom relacije s, jer bi opet jedna od
relacija q1 ili q2 bila ve�ca od s. Dakle, slijedi da je s tra�zena relacija.

Time je teorema dokazana.

3.4 Glavni rezultati

Teorema 3.5. Neka je C skup fuzzy funkcionalnih i fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti
na relacionoj �semi R i neka je c fuzzy funkcionalna ili fuzzy vi�sezna�cna zavisnost
na R. Tada vrijedi:

1. C → c, ako i samo ako
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2. C → c na dvoelementnim relacijama.

Dokaz. Dokaz 1. → 2. je trivijalan, jer ako u nekoj relaciji r iz skupa fuzzy
funkcionalnih zavisnosti i fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti C slijedi i neka fuzzy funkcionalna
ili fuzzy vi�sezna�cna zavisnost, tada po samoj de�niciji fuzzy zavisnosti slijedi da
to isto vrijedi i u nekoj dvoelementnoj podrelaciji relacije r.

Doka�zimo da 2. → 1. Pretpostavimo suprotno, to jest, neka postoji relacije r
koja zadovoljava skup svih fuzzy funkcionalnih i fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti na R,
a neka ne zadovoljava fuzzy zavisnosti iz c. Tada, prema prethodnom teoremu 3.3,
ako r zadovoljava skup fuzzy funkcionalnih i fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti na R, a
ne zadovoljava fuzzy zavisnosati u c, tada postoji neka dvoelementna podrelacija
s relacije r koja zadovoljava C i ne zadovoljava c.

Teorema 3.6. Neka je C skup fuzzy funkcionalnih i fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti
na relacionoj �semi R i neka je c jedna fuzzy funkcionalna ili fuzzy vi�sezna�cna
zavisnost na R. Tada vrijedi

1. C → c na dvoelementnim relacijama, ako i samo ako

2. C → c kada se zavisnosti interpretiraju kao fuzzy formule.

Dokaz (1. → 2.) Pretpostavimo suprotno, da 2. nije istinita. Neka je ir : R →
[0, 1] interpretacija u kojoj su sve formule, generisane fuzzy funkcionalnim i fuzzy
vi�sezna�cnim zavisnostima iz C, zadovoljive, a formula generisana

(i) fuzzy funkcionalnom zavisnosti X
θ→ Y

(ii) fuzzy vi�sezna�cnom zavisnosti X
θ→→ Y

iz c neka je nezadovoljiva, to jest, neka je

(i) ir(X ⇒ Y ) ≤ 0.5

(ii) ir(X ⇒ Y ∨ Z) ≤ 0.5

Neka je skup Z
′
de�nisan na sljede�ci na�cin

Z
′
= {A ∈ R : ir(A) ≥ 0.5}.

Neka je relacija rZ′ = {t1, t2}, gdje je t1(R) = (a, . . . , a), za svaki atribut A ∈ R.
De�ni�simo sada t2 na sljede�ci na�cin

t2(A) =

{
a, . . . , a, A ∈ Z

′

b, . . . , b, A ̸∈ Z
′

Doka�zimo da ovako de�nisana relacija rZ′ = {t1, t2}, zadovoljava svaku

(i) fuzzy funkcionalnu zavisnost iz C
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(ii) fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost iz C

Doka�zimo (i). Neka je U
θ1→ V bilo koja fuzzy funkcionalna zavisnost iz C, za

koju vrijedi φ(U [t1, t2]) ≥ θ1. Ako je A ⊆ U, tada prema propoziciji 2.1 vrijedi

φ(A[ti, tj ]) ≥ φ(U [ti, tj ]), za svako i, j u r,

pa je otuda
φ(A[ti, tj ]) ≥ θ1.

Zbog de�nicije n-torke t1(A) = (a, . . . , a), mora vrijediti i za n-torku t2(A) =
(a, . . . , a), za svaki atribut A ∈ U. To dalje zna�ci da je U ⊆ Z

′
, odnosno ir(A) >

0.5, za svaki A ∈ U, odnosno

(∗) ir(U) = min(ir(A1), . . . a, ir(An)) ≥ 0.5, za svaki Ai ∈ U.

Kada bi vrijedilo φ(V [t1, t2]) < θ1, to bi zna�cilo, prema konstrukciji relacije r,
da je t1(A) = (a, . . . , a), a za t2 bi moralo biti t2(A) = (b, . . . , b), za neki atribut
A ∈ V. U ovome slu�caju slijedi da A ̸∈ Z

′
i prema de�niciji skupa Z

′
tada je

ir(A) ≤ 0.5, pa je ir(V ) = min(ir(A1), . . . , ir(An)) ≤ 0.5, za neki Ai ∈ V. Ovo
povla�ci da je

ir(UV ) = max(ir(1− U), ir(V )) ≤ 0.5 (nezadovoljiv po Kleene-Dienes-u).

Medjutim, ovo je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom, jer smo pretpostavili
da su sve fuzzy formule iz skupa C zadovoljive. Do kontradikcije je dovela pret-
postavka da je φ(V [t1, t2]) < θ1. Dakle, mora vrijediti da je φ(V [t1, t2]) ≥ θ1.
Odavde slijedi da je i fuzzy funkcionalna zavisnost zadovoljiva φ(V [t1, t2]) ≥ θ1 ≥
min(θ1, U [t1, t2])).

Za dokaz (ii) doka�zimo da dvoelementna relacija rZ′ = {t1, t2} zadovoljava

svaku vi�sezna�cnu zavisnost iz skupa C.Neka je U θ1→→ V bilo koja fuzzy vi�sezna�cna
zavisnost iz skupa C za koju vrijedi φ(U [t1, t2]) ≥ θ1. Zbog de�nicije t1(A) =
(a, . . . , a) mora vrijediti i t2(A) = (a., . . . , a), za neki atribut A ∈ U. To dalje
zna�ci da je U ⊆ Z

′
, odnosno ir(A) > 0.5, za svaki A ∈ U, odnosno ir(U) > 0.5.

Kada bi vrijedilo da je

φ(V [t1, t2]) < θ1 i φ(G[t1, t2]) < θ1,

tada bi vrijedilo t1(A) = (a, . . . , a) i t2(A) = (b, . . . , b), za neki atribut A ∈ V i
t1(B) = (a, . . . , a) i t2(B) = (b, . . . , b), za neki atribut B ∈ G. To bi dalje zna�cilo

da A,B ̸∈ Z
TM

, odnosno ir(A) ≤ 0.5 i ir(B) ≤ 0.5. Zbog toga bi bilo ir(V ) ≤ 0.5
i ir(G) ≤ 0.5. Otuda slijedi da je i

ir(U ⇒ V ∨G) = max(ir(1− U), ir(V ), ir(G)) ≤ 0.5

(nezadovoljivo po Kleene-Dienes-u) Ovo je u kontradikciji sa polaznom pret-
postavkom, jer smo pretpostavili da su sve formule iz skupa C zadovoljive. Dakle,
mora vrijediti da je

φ(V [t1, t2]) ≥ θ1 ili φ(G[t1, t2] ≥ θ1.
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Otuda vrijedi i fuzzy vi�sezna�cna zavisnost U
θ1→→F V u rZ′ .

Sada doka�zimo da relacija rZ′ = {t1, t2} ne zadovoljava ni jednu od zavisnosti
iz c, to jest, ne zadovoljava ni jednu

(i) fuzzy funkcionalnu zavisnost X
θ→F Y

(ii) fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y

Dokaz (i). Po�sto pridru�zena formula X ⇒ Y nije zadovoljiva u interpretaciji ir,
to jest, po�sto je ir(X ⇒ Y ) ≤ 0.5, odnosno max(ir(1 − X), ir(Y )) ≤ 0.5, mora
biti

(∗∗) ir(X) > 0.5 i ir(Y ) ≤ 0.5

Pretpostavimo da je φ(X[t1, t2]) ≥ θ. Ako bi vrijedilo da je i φ(Y [t1, t2]) ≥ θ, tada
bi vrijedilo i da je Y ⊆ Z

′
, odnosno, bilo bi ir(Bj) > 0.5, za svako j = 1, . . . , n i

neki B ∈ Y. Ali tada bi bilo i ir(Y ) > 0.5, �sto je u kontradikciji sa (∗∗). Dakle,
φ(Y [t, t2]) ≤ θ. Otuda slijedi da relacija rZ′ ne zadovoljava fuzzy funkcionalnu

zavisnost X
θ→F Y, jer je φ(Y [t1, t2]) < min(θ, φ(X[t1, t2]).

Dokaz (ii). Po�sto pridru�zena formula X ⇒ Y ∨D nije zadovoljiva u interpretaciji
ir, to jest, ir(X ⇒ Y ∨ D) ≤ 0.5, odnosno max(ir(1 − X), ir(Y ), ir(D)) ≤ 0.5,
tada mora biti

(∗ ∗ ∗) ir(X) > 0.5 i ir(Y ) ≤ 0.5 i ir(D) ≤ 0.5.

Neka je φ(X[t1, t2]) ≥ θ. Ako bi vrijedilo i φ(Y [t1, t2]) ≥ θ ili φ(D[t1, t2]) ≥ θ,
tada bi bilo i Y ∈ Z

′
ili D ∈ Z

′
, odnosno, vrijedilo bi ir(Bj) ≥ 0.5, za j = 1, . . . , n,

za neko Bj ∈ Y i dalje, ir(Y ) = min(ir(B1), . . . , ir(Bn)) ≥ 0.5, ili i(Dk) ≥ 0.5, za
k = 1, . . . , p, za neko Dk ∈ D, odnosno, ir(D) = min(ir(D1), . . . , ir(Dp)) ≥ 0.5
Ovo je u kontradikciji sa (∗∗∗). Otuda slijedi da relacija rZ′ ne zadovoljava fuzzy

vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→ Y.

Dokaz (2.→ 1.) Sada doka�zimo obrnutu teoremu, odnosno da (2) povla�ci (1), za
slu�cajeve

(i) fuzzy funkcionalne zavisnosti X
θ→F Y,

(ii) fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti X
θ→→F Y.

Pretpostavimo suprotno, to jest, neka ne vrijedi (i). Tada postoji dvoele-
mentna relacija r = {t, t′} koja zadovoljava sve fuzzy funkcionalne zavisnosti i

fuzzy vi�sezna�cne zavisnosti iz C, a ne zadovoljava fuzzy zavisnost X
θ→F Y ili

X
θ→→F Y. Doka�zimo da je u interpretaciji ir zadovoljiva formula pridru�zena

fuzzy funkcionalnim zavisnostima U
θ1→ V iz C, to jest, ir(U ⇒ V ) > 0.5. Pret-

postavimo suprotno, da u u datoj interpretaciji ir(U ⇒ V ) ≤ 0.5, odnosno,
max(1 − ir(U), ir(V )) ≤ 0.5. Odavde je i ir(U) > 0.5 i ir(V ) ≤ 0.5. Zbog toga
bi vrijedilo da je u datoj dvoelementnoj relaciji r = {t, t′} φ(P [t, t

′
]) ≥ θ1 za
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svaki P ∈ U i φ(Q[t, t
′
]) < θ1 za neki Q ∈ V. Odavde je i φ(U [t, t

′
]) > θ1 (jer je

po de�niciji φ(U [t, t
′
]) = min

P∈U
{φ(P [t, t′ ])}) i φ(V [t, t

′
]) = min

Q∈V
{φ(Q[t, t

′
])} < θ1,

za neki Q ∈ V. Slijedi da relacija r = {t, t′} ne zadovoljava fuzzy funkcionalna

zavisnost U
θ1→ V iz C, jer ne vrijedi da je φ(V [t, t

′
]) ≥ min(θ1, (U [t, t

′
])). Med-

jutim, ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom da postoji dvoelementna relacija
r = {t, t′} koja zadovoljava sve fuzzy funkcionalne zavisnosti iz C.
Dokaz (ii). Doka�zimo sada tvrdnju za fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost U

θ1→→F V.

Doka�zimo da je formula pridru�zena fuzzy vi�sezna�cnoj zavisnosti U
θ1→→F V iz C,

zadovoljiva u interpretaciji ir, to jest, ir(U ⇒ V ∨M) > 0.5.
Pretpostavimo suprotno tvrdnji, da je odgovaraju�ca formula nezadovoljiva. Tada
imamo max(ir(1 − U), ir(V ), ir(M)) ≤ 0.5. Otuda je i ir(U) > 0.5 i ir(V ) ≤
0.5 i ir(M) ≤ 0.5, odnosno u relaciji r = {t, t′}

φ(A[t, t
′
]) ≥ θ1, za svaki A iz U,

φ(B[t, t
′
]) < θ1, za neki B ∈ V,

φ(C[t, t
′
]) < θ1, za neki C ∈M.

Otuda je i φ(U [t, t
′
]) ≥ θ1, φ(V [t, t

′
]) < θ1, φ(M [t, t

′
]) < θ1, iz �cega proizilazi da

relacija r = {t, t′} ne zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost U
θ1→→F V. Ovo je

u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.
Sada doka�zimo da je u interpretaciji ir formula (X ⇒ Y ) nezadovoljiva, to

jest, ir(X ⇒ Y ) ≤ 0.5. Pretpostavimo suprotno, neka je ir(X ⇒ Y ) > 0.5.
Ako je ir(X) < 0.5, odnosno φ(X[t, t

′
]) < θ, tada slijedi da r zadovoljava fuzzy

funkcionalnu zavisnost X
θ→→F Y, �sto je u kontradikciji sa na�som pretpostavkom.

Neka je sada ir(Y ) ≥ 0.5. Tada je i φ(Y [t, t
′
]) ≥ θ ≥ min(θ, φ(X[t1, t2]), �sto je

opet u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.
Ostaje jo�s da doka�zemo da je u interpretaciji ir formula (X ⇒ Y ∨ Z) nezado-
voljiva, to jest, ir(X ⇒ Y ∨ Z) ≤ 0.5. Pretpostavimo suprotno, neka je ir(X ⇒
Y ∨ Z) > 0.5. Tada su mogu�ci sljede�ci slu�cajevi:

1. 1−ir(X) > 0.5, odnosno ir(X) ≤ 0.5, pa je prema de�niciji 3.1 i φ(X[t, t
′
]) <

θ. Odavde slijedi da r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost X
θ→→F Y,

�sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

2. Ako je 1 − ir(X) ≤ 0.5, tada vrijedi i ir(Y ) > 0.5 ili ir(Z) > 0.5, ili su
ispunjena oba ova uslova. Tada je i φ(X[t, t

′
]) > θ, ili je φ(Y [t, t

′
]) > θ,

ili φ(Z[t, t
′
]) > θ. Otuda slijedi da r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost

X
θ→→F Y, �sto je opet kontradikcija sa polaznom prepostavkom.

Time je teorema u potpunosti dokazana.
Nakon �sto je uspostavljena ekvivalentnost fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti i for-

mula fuzzy logike, mogu�ce je primijeniti pravila izvodjenja u fuzzy logici na ra�cun
fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti, koriste�ci princip rezolucije. Relevantni primjeri u
programskom jeziku Prolog mogu se navesti sli�cno kao u [5].
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4 Nastavak istra�zivanja

Osnovno svojstvo svih zavisnosti, koje se pojavljuju u klasi�cnim relacionim bazama
podataka, u su�stini govori da prisustvo nekih n-torki u instancama povla�ci pris-
ustvo nekih drugih n-torki u instancama, ili povla�ci da su neke komponente n-torki
jednake. U nekim slu�cajevima, kao �sto su join zavisnost ili vi�sezna�cna zavisnost,
nove n-torke mogu biti speci�cirane preko starih n-torki, dok za inkluzivnu zav-
isnost to nije slu�caj.

U svakom slu�caju, sve zavisnosti u klasi�cnim relacionim bazama podataka
mogu biti opisane formulama logike prvog reda, posebno klauzulama logi�ckog pro-
gramiranja. Klase zavisnosti koje se mogu tako opisati uklju�cuju i komplikovane
zavisnosti koje se uglavnom ne pojavljuju u praksi. Ipak, va�zno je da uop�stimo
rezultate diskutovane u radu tako da budu u funkciji obja�snjavanja svih fuzzy
zavisnosti koje su se do sada pojavile u literaturi i posebno da postave granicu
izmedju razrje�sivih i nerazrje�sivih problema u oblasti fuzzy zavisnosti u fuzzy
relacionim bazama podataka.

Zainteresovani smo za fuzzy ulo�zene (embedded) zavisnosti, u kojima nema
jednakosti atoma u glavi klauzula. Fuzzy zavisnosti koje smo do sada razma-
trali su unirelacione, sa kori�stenjem najvi�se jednog imena relacije, a planiramo
razmotriti i fuzzy multirelacione zavisnosti, koje koriste vi�se relacija.

Navodimo taksativno klasi�kaciju fuzzy zavisnosti u fuzzy relacionim bazama
podataka koje treba razmotriti sa ciljem da se nadje odgovaraju�ci fragment fuzzy
logike koji im je ekvivalentan. Klasi�kacija fuzzy zavisnosti slijedi odgovaraju�cu
klasi�kaciju klasi�cnih zavisnosti u klasi�cnim relacionim bazama podataka koja
se mo�ze na�ci u knjigama [15]. Fuzzy kompletna (full) zavisnost je fuzzy zav-
isnost bez egzistencijalnih kvanti�katora. n-torkama generisana fuzzy zavisnost
(ftgd zavisnost) je zavisnost u kojoj se ne pojavljuje jednakost atoma. Jednako�s�cu
generisana fuzzy zavisnost (fegd) je zavisnost u kojoj je glava klauzule jedan atom
sa jednako�s�cu. Fuzzy zavisnosti sa tipovima (ftypedd) su fuzzy zavisnosti u ko-
jima je dodjela vrijednosti varijablama vezana za kolone relacije. Pri tome svaki
atom sa jednako�s�cu sadr�zi par varijabli vezanih za istu poziciju. Fuzzy zavisnosti
bez tipova de�ni�semo kao opozit fuzzy zavisnostima sa tipovima. �Cesto je va�zno
razlikovati koliko klauzula ima atoma u glavi klauzule, pa fuzzy zavisnosti dijelimo
na single head i multi− head fuzzy zavisnosti.

Postoji vrlo bliska veza izmedju fuzzy zavisnosti i semanti�ckih tabloa. Tabloi
su zgodna notacija za predstavljanje i rad sa fuzzy zavisnostima, a iz njih se mogu
konstruisati fuzzy algebre koje automatizuju izvodjenje osobina fuzzy zavisnosti.
Zbog toga su semanti�cki tabloi takodje u fokusu na�sih istra�zivanja.

Koriste�ci fuzzy logike planiramo ispitati uticaj kori�stenja razli�citih implikacija
na perspektivu fuzzy zavisnosti. Zanimaju nas uticaji implikacija konzistentnih sa
klasi�cnim implikacijama binarne logike (Kleene-Dienes, Lukasiewicz, Reichenbach-
Fodor, Q-implikacija, Goguen-G�odel,Willmott), kao i "in�zinjerskih" implikacija
(Mamdani, Larsen). Posebno nas zanima fuzzy perspektiva klasi�cnih rezultata u
odnosu na kona�cne implikacije (fin) i implikacije bez restrikcija (unr). Klasi�cno,
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u logici prvog reda imamo da je |=fin co − r.e. i |=unr je r.e. i zanima nas odgo-
varaju�ci rezultat u fragmentu fuzzy logike koji odgovara nekoj od klasa fuzzy
zavisnosti.

5 Zaklju�cak

Razmatrana je i dokazana ekvivalentnost izmedju teorije fuzzy vi�sezna�cne zavis-
nosti za fuzzy relacione baze podataka i jednog fragmenta fuzzy logike. Data su
adekvatna (sound) i kompletna (complete) pravila fuzzy logike, u odnosu na fuzzy
vi�sezna�cne zavisnosti, kada se fuzzy formule interpretiraju kao fuzzy vi�sezna�cne
zavisnosti. To je postignuto tako �sto je uvedena de�nicija istinitosnih vrijednosti
atributa u relaciji r nad relacijskom �semom R. Na osnovu te de�nicije je fuzzy
vi�sezna�cnoj zavisnosti pridru�zena odgovaraju�ca fuzzy formula i dokazano je da
ako relacija r zadovoljava fuzzy vi�sezna�cnu zavisnost, tada je njoj pridru�zena
fuzzy formula zadovoljiva u odgovaraju�coj interpretaciji i obrnuto. Dokazana je
ekvivalentnost skupa fuzzy vi�sezna�cnih zavisnosti i fuzzy formula. Na kraju smo
opisali plan na�sih daljih istra�zivanja u oblasti fuzzy zavisnosti.
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Abstract

U skupu svih fazi objekata, de�nisanih nad nekim univerzalnim skupom,
mo�ze se de�nisati rastojanje. Sva rastojanja d koja razmatramo su dakle,
preslikavanja d : F × F → I, gde je F skup fazi objekata de�nisanih nad
univerzalnim skupom X (razli�citi tipovi fazi skupova, fazi ta�cke), a I interval
[0, 1], skup nenegativnih fazi brojeva ili npr. mre�za. Primene u razli�citim
oblastima kao �sto su teorija slike, prepoznavanje oblika, diktiraju nam kakve
osobine ta rastojanja treba da zadovoljavaju. Naj�ce�s�ce, ta rastojanja su
semi-metrike odnosno tzv. pseudo-metrike kod kojih ne va�zi nejednakost
trougla. Obi�cno je ona zamenjena nejednako�s�cu u kojoj �guri�su tnorme.
Primeri takvih rastojanja su fazi metrike. To su zapravo fazi skupovi, �cije
osobine razmatramo u ovom radu. Takode je data primena fazi metrika u
�ltriranju slike.

1 Uvod

U klasi�cnom smislu rastojanja su se naj�ce�s�ce de�nisala pomo�cu preslikavanja koja
su bila metrike, pseudo-metrike, semi-metrike i sli�cnosti, a de�nisala su se na
slede�ci na�cin.

De�nicija 1.1. Ako je X ̸= ∅, funkciju d : X2 → R+
0 za koju va�ze slede�ce �cetiri

osobine:

1. ∀x ∈ X, d(x, x) = 0,

2. ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0 ⇒ x = y,

3. ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x),

4. ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

101



ka�zemo da je metrika, a uredeni par (X, d) metri�cki prostor. Ako va�ze samo
osobine 1., 3. i 4. za d ka�zemo da je pseudo-metrika. Ukoliko va�ze 1., 2. i
3. preslikavanje d nazivamo semi-metrikom. Za semi-metriku kod koje umesto
nejednakosti trougla (osobina 4.) va�zi jedna od nejednakosti:

4.' ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) ≥ T (d(x, y), d(y, z)),

4.� ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ S(d(x, y), d(y, z)),

(T je t−norma, a S je t−konorma) ka�zemo da je sli�cnost.

Neka je (X, d) metri�cki prostor, a U i V podskupovi od X, rastojanje izmedju
U i V je de�nisano sa

d(U, V ) = inf
x∈U
y∈V

d(x, y).

De�nicija 1.2. Ako je X ̸= ∅ i µ : X → [0, 1], tada uredeni par (X,µ) zovemo
fazi skup. Preslikavanje µ je funkcija pripadanja i �cesto se poistove�cuje sa fazi
skupom.

Ukoliko funkcija pripadanja uzima samo vrednosti 0 i 1 (odnosno ona je karak-
teristi�cna funkcija skupa) fazi skup je obi�can (�crisp�) skup.

Za fazi skupove rastojanje se de�ni�se na razli�cite na�cine. Nave�s�cemo neke od
njih.

Neka je (X, d) metri�cki prostor, a µ : X → [0, 1] i ν : X → [0, 1] fazi skupovi
de�nisani na X.

Rastojanje dµ,ν izmedu dva fazi skupa µ i ν se de�ni�se kao fazi skup na R+
0

sa:
d̄µ,ν(r) = sup

x,y∈X
d(x,y)=r

[inf(µ(x), ν(y))].

Hauzdorfovo rastojanje L∗ izmedu �crisp� skupova U ⊂ X i V ⊂ X, gde je (X, d)
metri�cki prostor, je de�nisano na slede�ci na�cin:

L∗(U, V ) = max[L(U, V ), L(V,U)],

gde su Uλ = {x ∈ X|∃y ∈ U : d(x, y) ≤ λ} i L(U, V ) = inf{λ ∈ R+|Uλ ⊇ V }.
Ova de�nicija se uop�stava na fazi skupove de�nisane na X.
Za proizvoljan fazi skup τ : X → [0, 1] i proizvoljno λ ∈ R+ uzimaju�ci da

je τλ(x) = sup {τ(y)|d(x, y) ≤ λ} i L(µ, ν) = inf {λ ∈ R+|µλ ≥ ν}, de�ni�semo
rastojanje L∗(µ, ν) izmedu dva fazi skupa µ i ν sa:

L∗(µ, ν) = max[L(µ, ν), L(ν, µ)].

Rastojanje ∆µ,ν izmedu fazi skupova µ i ν je fazi skup ∆µ,ν : R+
0 → [0, 1]

de�nisan sa
∆µ,ν(r) = sup

x,y∈X
d(x,y)≤r

[inf(µ(x), ν(y))].
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Ova de�nicija se od dµ,ν(r) razlikuje samo po tome �sto je = zamenjeno sa ≤ .

U slede�coj sekciji �cemo se ograni�citi na rastojanja koja su fazi T -metrike i fazi
S-metrike, a skupovi nad kojima se vr�si odredivanje rastojanja su "crisp" skupovi.
Da bi to ostvarili uve�s�cemo pojmove triangularne norme i konorme.

De�nicija 1.3. Triangularna norma (kra�ce t−norma) je binarna operacija T :
[0, 1]2 → [0, 1] koja zadovoljava slede�ce aksiome za sve a, b, c, b1 ∈ [0, 1]:

1. T (a, 1) = a (grani�cni uslov);

2. b ≤ b1 ⇒ T (a, b) ≤ T (a, b1) (monotonost);

3. T (a, b) = T (b, a) (komutativnost);

4. T (a, T (b, c)) = T (T (a, b), c) (asocijativnost).

Za t−normu se ka�ze da je Arhimedova t−norma, ako pored prethodnih aksioma
va�ze jo�s dve aksiome:

5. neprekidna je funkcija

6. ∀a ∈ (0, 1), T (a, a) < a.

Primedba 1.1. Iz uslova datih u de�niciji t−norme sledi monotonost po koordi-
natama, tj. za sve a1, a2, b1, b2 ∈ [0, 1] va�zi

a1 ≤ a2 ∧ b1 ≤ b2 ⇒ T (a1, b1) ≤ T (a2, b2).

Zamenom datog uslova sa aksiomom monotonosti u de�niciji t−norme, dobija se
ekvivalentna de�nicija t−norme.

Ako u de�niciji t−norme, umesto aksiome monotonosti va�zi striktna monotonost,
tj.

a1 < a2 ∧ b1 < b2 ⇒ T (a1, b1) < T (a2, b2),

za sve a1, a2, b1, b2 ∈ [0, 1], ka�zemo da je t−norma striktna.

Mo�ze se pokazati da je 0 anihilator za t−normu, tj. za svako a ∈ [0, 1] va�zi

T (a, 0) = T (0, a) = 0.

De�nicija 1.4. Opadaju�ci generator g je neprekidna i strogo opadaju�ca funkcija
iz [0, 1] u R, takva da je g(1) = 0. Pseudo-inverzna funkcija za opadaju�ci generator
g, u oznaci g(−1), je funkcija iz R u [0, 1] de�nisana sa

g(−1)(a) =


1, a ∈ (−∞, 0)

g−1(a), a ∈ [0, g(0)]
0, a ∈ (g(0),+∞)

,

gde je g−1 uobi�cajena inverzna funkcija za g.
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Teorema 1.1. Preslikavanje T : [0, 1]2 → [0, 1] je Arhimedova t-norma ako i
samo ako postoji opadaju�ci generator g tako da va�zi T (a, b) = g(−1)(g(a)+g(b)),
a, b ∈ [0, 1].

Triangularne norme koje se naj�ce�s�ce koriste su:

1. Standardni presek: T (a, b) = min(a, b);

2. Algebarski proizvod: T (a, b) = ab;

3. Ograni�cena razlika: T (a, b) = max(a+ b− 1, 0);

4. Drasti�cni presek: T (a, b) =


a, b = 1
b, a = 1
0, u ostalim slu�cajevima.

2 Fazi metrika

De�nicija 2.1. Fazi T−metri�cki prostor je uredena trojka (X,m, T ) takva de je
X neprazan skup, T je neprekidna t-norma i m je fazi skup na X ×X×]0,+∞[
koji zadovoljava slede�ce uslove za sve x, y, z ∈ X,α, β > 0:

1. m(x, y, α) ∈ (0, 1];

2. m(x, y, α) = 1 ⇔ x = y;

3. m(x, y, α) = m(y, x, α);

4. T (m(x, y, α),m(y, z, β)) ≤ m(x, z, α+ β);

5. m(x, y,−) :]0,+∞[→ [0, 1] je neprekidna.

Fazi skup m zovemo fazi T−metrika. Ako umesto 1. va�zi m(x, y, α) ∈ [0, 1], za
fazi skup m ka�zemo da je fazi T−(pseudo-)metrika.

De�nicija 2.2. Fazi T−metrika m je stacionarna na X ako m ne zavisi od α,
tj. ako je za sve �ksirane x, y ∈ X, funkcija mx,y(α) = m(x, y, α) konstantna.

Primer 2.1. Preslikavanje r : R+ × R+ → R de�nisano sa r(x, y) = min{x,y}+K
max{x,y}+K ,

gde je K > 0, je fazi T -metrika u odnosu na mno�zenje.

1. x, y ∈ R+,K > 0 ⇒ 0 < min{x, y} + K ≤ max{x, y} ⇒ 1 ≥ r(x, y) =
min{x,y}+K
max{x,y}+K > 0.

2. r(x, y) = min{x,y}+K
max{x,y}+K = 1 ⇔ min{x, y}+K = max{x, y}+K ⇔ min{x, y} =

max{x, y} ⇔ x = y

3. r(x, y) = min{x,y}+K
max{x,y}+K = min{y,x}+K

max{y,x}+K = r(y, x)
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4. Imamo �sest slu�cajeva: 1) x ≤ y ≤ z, 2) x ≤ z ≤ y, 3) y ≤ x ≤ z,
4) z ≤ y ≤ x, 5) z ≤ x ≤ y, 6) y ≤ z ≤ x, dovoljno je ispitati prva tri jer
menjanjem mesta x i z, zbog r(x, y) · r(y, z) ≤ r(x, z) ⇔ r(z, y) · r(y, x) ≤
r(z, x) slede ostala tri.

1) r(x, y) · r(y, z) = min{x,y}+K
max{x,y}+K · min{y,z}+K

max{y,z}+K = x+K
y+K · y+K

z+K = x+K
z+K =

min{x,z}+K
max{x,z}+K = r(x, z),

2) r(x, y) · r(y, z) = min{x,y}+K
max{x,y}+K · min{y,z}+K

max{y,z}+K = x+K
y+K · z+K

y+K ≤ x+K
z+K · z+K

z+K =
min{x,z}+K
max{x,z}+K = r(x, z),

3) r(x, y) · r(y, z) = min{x,y}+K
max{x,y}+K · min{y,z}+K

max{y,z}+K = y+K
x+K · y+K

z+K ≤ x+K
x+K · x+K

z+K =
min{x,z}+K
max{x,z}+K = r(x, z).

Primer 2.2. Ako je (X, d) metri�cki prostor, tada je preslikavanje s : X × X ×
R+ → R de�nisano sa s(x, y, t) = t

t+d(x,y) , fazi T -metrika u odnosu na mno�zenje.

Doka�zimo samo 4. osobinu jer se prostale tri dokazuju direktno pomo�cu os-
obina standardne metrike.
s(x, y, t1) · s(y, z, t2) = t1

t1+d(x,y) ·
t2

t2+d(y,z) ≤
t1+t2

t1+t2+d(x,z) = s(x, z, t1 + t2)

⇔ t21t2 + t1t
2
2 + t1t2d(x, z) ≤ t21t2 + t1t

2
2 + t2(t1 + t2)d(x, y) + t1(t1 + t2)d(y, z) +

(t1+t2)d(x, y)d(y, z) ⇔ t1t2d(x, z) ≤ t1t2(d(x, y)+d(y, z))+t
2
2d(x, y)+t

2
1d(y, z)+

(t1 + t2)d(x, y)d(y, z) ⇔ ⊤.

Teorema 2.1. Neka je m stacionarna fazi T−metrika i T njoj odgovaraju�ca
t−norma. Ako je T Arhimedova t−norma i g njoj odgovaraju�ci opadaju�ci gener-
ator, tada je d = g ◦m standardna metrika.

Dokaz 2.1. 1. Kako je g strogo opadaju�ca, iz 1 ≥ m(x, y) > 0 sledi
0 = g(1) ≤ d(x, y) = g(m(x, y)) < g(0).

2. Iz striktne monotonosti funkcije g sledi njena injektivnost te je g(a) = 0 ⇔
a = 1, a zbog uslova 2. fazi metrike, imamo:
d(x, y) = g(m(x, y)) = 0 ⇔ m(x, y) = 1 ⇔ x = y.

3. m(x, y) = m(y, x) ⇒ d(x, y) = g(m(x, y)) = g(m(y, x)) = d(y, x).

4. Iz uslova 4. de�nicije fazi T−metrike m i Teoreme o reprezentaciji t−norme
T je T (m(x, y),m(y, z)) = g(−1)(g(m(x, y)) + g(m(y, z)) ≤ m(x, z), a
kako je g opadaju�ci generator imamo g(g(−1)(g(m(x, y)) + g(m(y, z))) ≥
g(m(x, z)).

Lako se pokazuje da je

g(g(−1))(a) = a, a ∈ [0, g(0)], i g(g(−1)(a) = g(0), a ∈ [g(0),+∞].

Dakle, za g(m(x, y)) + g(m(y, z)) ∈ [0, g(0)] je g(m(x, y)) + g(m(y, z))
≥ g(m(x, z)), tj. za d va�zi nejednakost trougla. U slu�caju da je g(m(x, y))+
g(m(y, z)) > g(0), a zbog 0 < m(x, z) je g(0) > g(m(x, z)), odnosno va�zi
nejednakost trougla.
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Teorema 2.2. Ako su m1 : X × X×]0,+∞[→ [0, 1] i m2 : X × X×]0,+∞[→
[0, 1] fazi T−metrike, i T je (striktna) triangularna norma, tada je i preslikavanje
T (m1,m2) : X ×X×]0,+∞[→ R de�nisano sa

T (m1,m2)(x, y, α) = T (m1(x, y, α),m2(x, y, α))

fazi T−(pseudo-)metrika.

Dokaz 2.2. Zbog jednostavnijeg zapisa, uvodimo oznake:
a1 = m1(x, y, α), a2 = m2(x, y, α), b1 = m1(y, z, β), b2 = m2(y, z, β), c1 =
m1(x, z, α+ β), c2 = m2(x, z, α+ β).

1. Iz osobine 1. za m1 i m2 je m1(x, y, α),m2(x, y, α) ∈ (0, 1], pa kako je T
t−norma sledi T (m1(x, y, α),m2(x, y, α)) ∈ [0, 1]. Ako je T striktna, onda
sledi T (m1(x, y, α),m2(x, y, α)) ∈ (0, 1].

2. Za t−norme va�zi T (a1, a2) = 1 ⇔ a1 = a2 = 1. Zaista a1 ≤ 1 ⇒ 1 =
T (a1, a2) ≤ T (1, a2) = a2 i a2 ≤ 1 ⇒ 1 = T (a1, a2) ≤ T (a1, 1) = a1,
tj. a1 = a2 = 1. Obrnuto sledi direktno iz aksiome grani�cnog uslova, tj.
T (a1, a2) = T (1, 1) = 1.

Iz ove osobine sledi T (m1(x, y, α),m2(x, y, α)) = 1 ⇔ m1(x, y, α) =
m2(x, y, α)) = 1 ⇔ x = y.

3. Triangularna norma T je dobro de�nisana, te va�zi
m1(x, y, α) = m1(y, x, α) ∧m2(x, y, α) = m2(y, x, α) ⇒
T (m1(x, y, α),m2(x, y, α)) = T (m1(y, x, α),m2(y, x, α)).

4. Iz aksiome 4. metrika m1 i m2 imamo

T (a1, b1) ≤ c1, T (a2, b2) ≤ c2,

pa zbog monotonosti po koordinatama sledi:

T (T (a1, b1), T (a2, b2)) ≤ T (c1, c2). (1)

Iz asocijativnosti i komutativnosti od T imamo
T (T (a1, b1), T (a2, b2)) = T (a1, T (b1, T (a2, b2))) = T (a1, T (T (b1, a2), b2)) =
T (a1, T (T (a2, b1), b2)) = T (a1, T (a2, T (b1, b2))) = T (T (a1, a2), T (b1, b2)),
pa zbog (1) va�zi

T (T (a1, a2), T (b1, b2)) ≤ T (c1, c2).

5. Funkcije m1(x, y,−) i m2(x, y,−) kao i t−norma su neprekidne, pa je i
T (m1(x, y,−),m2(x, y,−)) neprekidna funkcija.
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Teorema 2.3. Ako su ri : Xi ×Xi → (0, 1] stacionarne fazi T−metrike, tada je
r : X2 → [0, 1], X = X1 × · · · ×Xn dato sa

r(x, y) =

n∏
i=1

ri(xi, yi), x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn),

stacionarna fazi T−metrika.

Dokaz 2.3. 1. 1 > ri(xi, yi) ≥ 0 ⇒ 1 > r(x, y) =
n∏

i=1

ri(xi, yi) ≥ 0.

2. r(x, y) =
n∏

i=1

ri(xi, yi) = 1 ⇔ (∀i ∈ {1, . . . , n}) ri(xi, yi) = 1 ⇔ (∀i ∈

{1, . . . , n}) xi = yi ⇔ x = y.

3. r(x, y) =
n∏

i=1

ri(xi, yi) =
n∏

i=1

ri(yi, xi) = r(y, x).

4. Iz 4. aksiome za fazi T−metrike ri je ri(xi, yi) · ri(yi, zi) ≤ ri(xi, zi), i ∈
{1, ..., n}, pa je

r(x, y) · r(y, z) =
n∏

i=1

ri(xi, yi) ·
n∏

i=1

ri(yi, zi) =

n∏
i=1

(ri(xi, yi) · ri(yi, zi)) ≤
n∏

i=1

ri(xi, zi) = r(x, z).

5. Po�sto su stacionarne fazi T−metrike, kao konstantne funkcije po parametru
α neprekidne i njihov proizvod je neprekidna funkcija.

3 Filtriranje slike kori�s�cenjem fazi metrika

U ovom odeljku �cemo razmatrati �ltriranje slike u boji, sa komponentama boje
crvena, zelena, plava (RGB). Pri �ltriranju se koristi prozor, koji se naj�ce�s�ce
ozna�cava sa W , veli�cine n × n gde je n neparan broj. Pikseli u datom prozoru
su ozna�ceni sa (i,Fi), gde je i = (i1, i2) ∈ I × I, I = {0, 1, ..., n − 1}, vektor
sa prostornim koordinatama i1, i2 piksela (ta�cke sa ekrana sa celobrojnim koor-
dinatama), a Fi je trodimenzioni vektor, takav da prva koordinata predstavlja
kvantitet crvene boje, druga koordinata kvantitet zelene, a tre�ca predstavlja kvan-
titet plave boje, tj. imamo da je Fi = (FR

i ,F
G
i ,F

B
i ) ili Fi = (F 1

i,F
2

i,F
3

i).
Su�stina �ltriranja slike je u tome da se zameni piksel koji ima �sum sa pikselom

bez �suma, �sto se mo�ze posti�ci zamenom sredi�snjeg piksela u prozoruW sa pikselom
koji je na neki na�cin najbolje reprezentuje preostale piksele iz prozora W , tj.
to je piksel koji je najsli�cniji svim ostalim pikselima iz W po boji i prostornoj
udaljenosti.

Od izuzetne je va�znosti je izabrati dobar kriterijum za odabir takvog piksela
bez �suma, koji �ce zameniti piksel sa �sumom u datom prozoru W , jer dati izbor
piksela uti�ce na kvalitet slike, odnosno na stepen uklonjenog �suma.
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U datom kriterijumu izbora �ce zna�cajnu ulogu odigrati dobar odabir fazi
T−metrike c. Uz pomo�c fazi T−metrike c �cemo indukovati na skupu svih piksela
u prozoru W na odredeni na�cin relaciju poretka, koja slu�zi da uporedimo piksele
(i,Fi) (�pozicija�,�boja�) slike i izaberemo onaj od piksela koji se najmanje ra-
zlikuje, tj. najsli�cniji je svim pikselima u W (sa stanovi�sta boje i udaljenosti) i
njime zamenimo dati sredi�snji piksel u prozoru W.

De�ni�semo preslikavanje c :W ×W → R, nad W = {(i,Fi)|i ∈ I × I}, sa

c = T (r, s),

gde su r i s fazi T−metrike, a T triangularna norma koja odgovara tim metrikama.
Da je ono fazi T−metrika sledi iz Teoreme 2.2.

Fazi T−metrika r je de�nisana sa

r(Fi, Fj) = r1(F
1

i, F
1

j) · r2(F
2

i, F
2

j) · r3(F
3

i, F
3

j),

i njom merimo sli�cnost odgovaraju�cih boja (jednakost kvantiteta boja) izmedu dva
piksela Fi i Fj , odnosno sli�cnost k−te boje (k = 1, 2, 3) merimo fazi T−metrikom
rk. Da je r fazi T−metrika sledi iz Teoreme 2.3.

Fazi T−metrikom s se meri prostorna udaljenost piksela i i j. U njoj �guri�se
parametar t koji uti�ce na osetljivost s fazi T−metrike.

U radu [4] je kori�s�cen specijalan slu�caj fazi t−metrike c. Umesto proizvoljne t−
norme, uzeto je uobi�cajeno de�nisana operacija mno�zenja, odnosno fazi T−metrika
c je de�nisana sa:

c(Fi, Fj) = r(Fi, Fj) · s(i, j).

Fazi T−metrike rk, k = 1, 2, 3. su kao u Primeru 2.1, a fazi T−metrika s
je kao u Primeru 2.2, gde je za d uzeta euklidska metrika. De�nisanjem fazi
T−metrike c, stvoren je jo�s jedan metod za �ltriranje slike u boji, pored ve�c
od ranije poznatog �ltriranja pomo�cu medijane (Vector median �lter) koji pru�za
prili�cno uspe�sne rezultate jer uzima u obzir istovremeno kriterijum sli�cnosti boja
i prostornu udaljenost.
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Apstrakt

Tema Bo�zijeg postojanja je uvijek zanimala �lozofe, teologe i nau�cnike.

Grubo govore�ci, postoje dva pristupa ovom pitanju. Jedan je teolo�ski, i

zasnovan je na jevandeljima. Drugi je nau�cni, i on je oslonjen na razum.
�Cini se da ta dva pristupa, istorijski, imaju odvojene puteve. Ipak, slu�caj

Ontolo�skog dokaza pokazuje da, u jednu ruku, vjera i nauka, i u drugu, �lo-

zo�ja i matematika, imaju mnoge zajedni�cke ta�cke. Ideja egzaktnog dokaza

Bo�zijeg postojanja je razvijena pod okriljem teologije i �lozo�je. Od skora,

skup zvani�cnih podr�zavalaca ove ideje je dobio novog �clana � matematiku.

1 Zna�caj

Ontolo�ski dokaz je prvi zna�cajniji, racionalno orjentisan, logi�cko-teolo�ski poku�saj
da se ne�sto vi�se ka�ze o postojanju Boga. Njegov zna�caj mo�zemo posmatrati iz tri
ugla:

1. To je jedno od rijetkih mjesta u nauci na kojem se spajaju, sa jedne strane
analiti�cka i kontinentalna �lozo�ja, a sa druge, matematika, �lozo�ja i
teologija. Naime, sa jedne strane, tema o postojanju Boga je prije svega
tema kojom se bavila kontinentalna �lozo�ja. Ontolo�ski dokaz je svojim
logi�ckim karakterom, a u vezi sa pitanjema o Bogu, otvorio vrata i za
analiti�cku folozo�ju. Sa druge strane, pojam Boga je, prije svega, pojam
teologije i �lozo�je, ali je ontolo�ski dokaz pokazao da bez matematike to
pitanje ne mo�ze biti precizno reazmotreno.

2. Ontolo�ski dokaz je pokazao jedan novi, netipi�can teolo�ski pristup. Pitanje
o postojanju Boga se ne argymentuje putem Biblije, vjere, ili empirijskih
dokaza. Dokaz je �cisto logi�cki, bez pitanja o po�cetku ili �culnoj eviden-
ciji. To je ujedno i prvi zna�cajniji poku�saj da se od strane zvani�cnog pred-
stavnika crkve-sve�stenika ne�sto vi�se, racionalnim sredstvima, ka�ze o Bogu.
Ontolo�skim dokazom je najjasnije pokazana racionalna strana teizma koja je
mogla da se iskoristi u borbi sa nevjernicima. Ontolo�ski dokaz je jako sred-
stvo za borbu protiv empirijskog ateizma, ali i emprijskog teizma. Naime, u
istoriji religije, takode su postojali dokazi koji su dodatno sna�zili vjeru ljudi
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u Bo�zije postojanje, ali su oni bili nja�ce�s�ce empirijskog karaktera (na prim-
jer, Hristosove mo�ci opisane u Novom zavjetu). U tom smislu, Ontolo�ski
dokaz je sasvim �cist od bilo kakvih empirijskih dodataka.

3. Dokaz je svojim razvojem, kroz istoriju, odli�can primjer Hilbertove ideje
o tome kako nastaje formalna teorija. Prvo postoji nedovoljno precizna,
neformalna ideja koja se zatim konkretnom aksiomatizacijom formalizuje.
Naj�ce�s�ce, �sira matemati�cka zajednica je uskr�cena za uvid u neformalnu
pozadinu koja stoji iza ve�c izgradene formalne teorije. U slu�caju Ontolo�skog
dokaza koji je formalizovan u 20. vijeku stvari ne stoje tako.

2 Proslogion (lat. Proslogium; eng. Discourse on the
Existence of God)

Danas se smatra da je prvu eksplicitnu formu Ontolo�skog dokaza dao Anselm,
katoli�cki sve�stenik 11. vijeka, kasnije kanonizovan kao svetac, u svom kratkom
tekstu Proslogion. Sadr�zaj koji se odnosi na dokaz se nalazi u 2. i 3. glavi tog
teksta, i u stru�cnim krugovima jo�s uvijek ne postoji jedinstven stav o tome da li
se, u stvari, radi o dvije varijante dokaza (vidi [5] i [8]), ili je sadr�zaj 3. glave tek
dopuna sadr�zaju 2. glave(vidi [2] i [9]). Prva verzija glasi:

... ima smisla re�ci da, barem, mo�ze da se shvati da postoji ne�sto od �cega ni�sta
ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno . . . I bilo �sta da je shva�ceno, ono postoji u shvatanju.
I sigurno je da, ono od �cega ni�sta ve�ce ne mo�ze biti shva�ceno, ne mo�ze postojati
samo u shvatanju. Jer, pretpostavimo li da ono postoji samo u shvatanju: onda
je ve�ce to �sto je isto, ali koje jo�s postoji u realnosti. Dakle, ako to, od �cega ni�sta
ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno, postoji samo u shvatanju, izuzetno bi�ce, od koga
ni�sta ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno, je ono, od koga ve�ce mo�ze biti zami�sljeno.
Zato, bez sumnje da postoji bi�ce, od koga ni�sta ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno, i
ono postoji i u shvatanju i u realnosti. (vidi str. 8 u [1])

U 3. glavi nailazimo na pasus koji se u literaturi �cesto zove i modalnom
verzijom dokaza:

... mogu�ce je zamisliti bi�ce koje ne mo�ze biti zami�sljeno kao nepostoje�ce; i
ono je ve�ce od onog koje mo�ze biti zami�sljeno kao nepostoje�ce. Zato, ako to,
od �cega ni�sta ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno, mo�ze biti zami�sljeno kao nepos-
toje�ce, ono onda nije to, od �cega ni�sta ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno. Ali ovo
je nepomirljiva protivrje�cnost. Postoji, onda, zaista, bi�ce od kojeg ni�sta ve�ce ne
mo�ze biti zami�sljeno da postoji, tako da ono �cak ne mo�ze biti ni zami�sljeno da
ne postoji. (vidi str. 8 i 9 u [1])

Postoje razli�cita tuma�cenja ovih pasusa. Navedimo jedno:

1. "Bog" zna�ci "to od �cega ni�sta ve�ce ne mo�ze biti zami�sljeno".

2. Ideja Boga nije protivrje�cna.
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3. To koje mo�ze biti mi�sljeno kao nepostoje�ce (slu�cajno bi�ce) nije veliko kao
to koje ne mo�ze biti mi�sljeno kao nepostoje�ce (nu�zno bi�ce).

4. Dakle, misliti o Bogu kao o, mogu�ce, nepostoje�cem (slu�cajnom) bi�cu ne
zna�ci misliti o najve�cem bi�cu koje se mo�ze zamisliti. Protivrje�cno je misliti
o najve�cem bi�cu koje se mo�ze zamisliti kao o nepostoje�cem.

5. Dakle, Bog postoji. (vidi str. 14 u [4])

�Cini se da je smisao oba citata iz Proslogion � a pribli�zan, i da je modalnost
(mogu�cnost, nu�znost) u nekom obliku prisutna u oba pasusa, samo je u drugom
mo�zda eksplicitnije izra�zena. Ipak, mo�ze se re�ci da je u prvoj verziji uo�ceno da
je ono �sto postoji u realnosti kao i u mi�sljenju ve�ce od onoga �sto postoji samo u
mi�sljenju, dok je u drugoj akcenat na tome da je to, �cije nepostojanje ne mo�ze biti
zami�sljeno, ve�ce od toga �cije nepostojanje mo�ze biti zami�sljeno. Prvom verzijom
se postojanje uzima kao neka pozitivna osobina koju, onda, mora posjedovati bi�ce
za koje smatramo da ve�ce od njega ne mo�zemo zamisliti. Drugom verzijom se ne
pravi poredenje izmedu ne�cega �sto postoji i ne�cega �sto postoji, ve�c prije izmedu
dva entiteta koji postoje na dva na�cina-nu�zno i slu�cajno (mogu�ce).

3 Racionalizam

U DekartovimMeditacijama (posebno u 3. i 5.) postoji nekoliko mjesta na kojima
se, izmedu ostalog, govori i o Bo�zijem postojanju. Prema njemu, na�se sopstveno
mi�sljenje kao dokaz nesumnjivosti vlastitog postojanja, je oblik samo-a�rmacije
�sto je, u stvari, Bo�zija distinktivna osobina. Ovog a�niteta postajemo svjesni
bave�ci se najjasnijom idejom: idejom savr�senog bi�ca (vidi str. 168 u [3]). Pos-
tojanje je suprotnost nepostojnju, predikat ili kvalitet bez �cijeg se prisustva ne
mo�ze govoriti o savr�senom bi�cu. Ako Bog postoji, i ako je njegovo postojanje
slu�cajno, onda on ne bi bio savr�seno bi�ce, i zato ne bi bio Bog. Slu�cajnost pos-
tojanja je ograni�cenje. S druge strane, Dekart dozvoljava da ne postoji nu�znost
na�seg mi�sljenja o Bogu, �cak i ako nu�zno pridajemo Bogu sva savr�senstva, posebno
nu�zno postojanje. Sli�cno, nije nu�zno da mislimo o trouglu, ali kada to �cinimo
moramo mu pridati, na primjer, trostranost.

Postoji jedna zna�cajna sli�cnost izmedu Dekarta i Gedela. Naime, Dekart za ra-
zliku od ovog drugog, umjesto termina pozitivna osobina koji uoptrebljava Gedel,
koristi termin perfekcija, ali je glavni argument koji se koristi u Petoj Meditaciji

osnova za kasniju Gedelovu formalizaciju: a) Bog je subjekat svih perfekcija; i b)
postojanje je pefekcija. (vidi str. 116 u [10])

Lajbnicov najbitniji doprinos u vezi sa Ontolo�skim dokazom je isticanje zna�caja
premise o mogu�cnosti Bo�zijeg postojanja. Kada je jednom slu�cajnost Bo�zijeg pos-
tojanja elimisana (prema Anselmu to ne mo�ze biti osobina bi�ca od kojeg nema
ve�ceg), ostaju nam dvije alternative: ili je Bo�zije postojanje nemogu�ce, ili je
nu�zno. Zato, ako je Bo�zije postojanje mogu�ce, onda je ono i nu�zno. To je razlog
zbog kojeg posebnu pa�znju moramo posvetiti mogu�cnosti Bo�zijeg postojnja.
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Pitanje Bo�zijeg postojanja Lajbnic razja�snjava u tri koraka:

1. Pod perfekciojm ja podrazumijevam svaki prosti kvalitet koji je pozitivan i
apsolutan, ili koji opisuje bilo �sta bez ikakvih ograni�cenja. Po�sto je ovakav
kvalitet prost, njega nije mogu�ce dalje analizirati ili de�nisati, jer ina�ce to
ne bi bio prost kvalitet nego agregat vi�se njih.

2. Iz prethodnog slijedi da su sve perfekcije saglasne jedna sa drugom, to jest,
mogu se pojaviti u istom subjektu. Naime, da bi smo dokazali eventualnu
nesaglasnost A i V, gdje su A i V perfekcije, morali bismo analizirati ili A,
ili V, ili oboje. Ali po�sto se po pretpostavci oni ne mogu dalje analizirati,
to se ni njihova nesaglasnost ne mo�ze pokazati. Otuda tvrdenje â�£A i V
su nesaglasne� nije nu�zno ta�cno, to jest, mogu�ce je da je nata�cno, a to zna�ci
da se A i V mogu pojaviti u istom subjektu.

3. Dakle, postoji, ili mo�ze biti zami�sljen subjekat svih perfekcija ili najsavr�senije
bi�ce. Otuda je jasno da ovo bi�ce postoji, jer je postojanje jedna od perfek-
cija. (vidi str. 167-168 u [7])

4 Gedel

Po Gedelovom sopstvenom priznanju (vidi str. 113 u [10]), Lajbnic nije uticao
na njegov rad, osim u slu�caju Ontolo�skog dokaza. Gedel je napravio konkretnu
aksiomatizaciju i dokazao implikaciju koju je neformalno u vidu imao i Lajbnic:
ako je Bo�zije postojanje mogu�ce, onda je ono i nu�zno. Postoji vi�se interpretacija
Gedelovog dokaza koji je Ä¯a�cuvan u izvornoj bilje�sci datiranoj na 10.2.1970.
(Posebnu zahvalnost dugujem K. Do�senu i S. Vujo�sevi�cu uz �ciju pomo�c sam dobio
bilje�sku). Iznesimo jednu:

A1 Konjunkcija dvije (pa i proizvoljnog broja) pozitivne osobine je pozitivna
osobina.

A2 Osobina je pozitivna akko njena negacija nije pozitivna; svaka osobina ili
(ekskluzivno) njena negacija je pozitivna.

D1 Objekat x je Bog, tj. G(x ), akko posjeduje sve pozitivna osobine; to jest, za
svaku osobinu A, ako je R(A) onda je A(x ).

D2 Osobina A je esencija objekta x, akko

1. A(x);

2. Za svaku osobinu V objekta x, svaki objekat u koji ima osobinu A

mora imati i osobinu V takode.

A3 Ako je osobina pozitivna (ili nije pozitivna), onda je ona nu�zno pozitivna (ili
nu�zno nije pozitivna). To slijedi iz prirode osobine.
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T1 Ako je G(x ), onda je osobina G esencija objekta x.

D3 E (x ) akko za svaku esenciju A objekta x, postoji nu�zno neki objekat koji
ima osobinu A, to jest, objekat nu�zno postoji ako je svaka njegova esencija
nu�zno egzempli�okvana.

A4 R(E ), to jest, osobina nu�znog postojnja je pozitivna osobina.

T2 Ako je G(x ), onda nu�zno postoji neki objekat u, takav da je G(u).

T3 Ako je mogu�ce da postoji objekat x, tako da je G(x ), onda je nu�zno da postoji
objekat x, tako da je G(x ).

Treba napomenuti da Gedel koristi pojam pozitivne osobine kao primitivan.
To mu omogu�cuje da na elegantan na�cin de�ni�se pojam Boga (D1) kao bi�ca koje
posjeduje sve pozitivne osobine. Ipak, �cini se da on osje�ca potrebu da dodatno
opi�se taj pojam iako formalno, s obzirom na status pojma u aksiomatizaciji, na to
nije obavezan. Autor aksiomatizacije, uop�ste, rijetko dodatno obja�snjava zna�cenje
primitivnih termina. Sada to nije slu�caj. Gedel kao da je osjetio da je zna�cenje
�citavog dokaza u dobroj mjeri oslonjeno na zna�cenje tog primitivnog termina.
Na drugoj strani svoje bilje�ske on ka�ze da pozitivno zna�ci pozitivno u moralnom
(i) estetskom smislu, nezavisno od slu�cajne strukture svijeta, i da to takode mo�ze
zna�citi �cistu atribuciju (predikaciju, pripisivanje). Tu pozitivnost, kao nezavisnost
od slu�cajnosti on suprotstavlja ne�cemu �sto u bilje�sci koja je pisana na engleskom
jeziku ozna�cava sa privation, za �sto nisam u stanju da nadem odgovoraju�ci prevod
niti zna�cenje:

Citirani pasus podsti�ce na nova, �lozofska pitanja. Kako shvatiti fraze "moralni
(i) estetski smisao" ili "�cista atribucija", i kako shvatiti �cemu je takva atribucija
suprotstavljena? Pozitivnost na razumljiv na�cin i bez velikih prepreka, mo�zemo
posmatrati u smislu vrednovanja sa odgovaraju�ceg moralnog aspekta. Naime,
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istorijski gledano, svaki moralni sistem je sa sobom nosio i sredstvo za vredno-
vanje, prihvatanje ili odbacivanje, ve�cine postupaka koje ljudi u okviru konkretne
zajednice �cine. Sli�cno, mada ne�sto manje eksplicitno, stvari stoje i sa estetskim
vrednovanjem kroz istoriju ljudskog roda. Medutim, napomena koja u pasusu
zatim slijedi � da to mo�ze zna�citi �cistu atribuciju � baca novo svjetlo na sve. Ova
Gedelova terminologija direktno podsje�ca na �cesto kori�stenu �lozofsku frazu "po
sebi", kada se, na primjer, govori o odgovaraju�cim pojmovima ili entitetima "po
sebi" kao suprotnost, onome �sto su oni u pojavnoj realnosti. Na primjer, govori
se o dobru po sebi, ili znanju po sebi, itd. Ovakvo tuma�cenje se svakako sla�ze i sa
napomenom iz pasusa da se radi o ne�cemu �sto je nezavisno od slu�cajne strukture
svijeta. Ideja o objektima po sebi, u dobroj mjeri, ima svoje izvore u Platonovom
u�cenju za kojeg je svijet objekata po sebi, svijet originala, formi i prauzora svijeta
u kojem �zivimo. Ako ovako protuma�cimo Gedelov pasus, to jest, prihvatimo da
je pozitivnost shva�cena kao objekat svijeta ideja, a usput se prisjetimo da o tom
svijetu ni Platon nije dao previ�se datalja, onda mnogo vi�se ne mo�zemo o�cekivati
ni od Gedela.

Pojam pozitivnosti dobija dodatno na zna�caju zbog aksiome u kojoj je prim-
jenjeno pravilo necesitacije:

Kako se vidi, u jednoj od aksioma je nazna�ceno da iz pozitivnosti neke osobine
slijedi njena nu�zna pozitivnost, kako je dalje komentarisano u bilje�sci, �sto slijedi
zbog prirode (pozitivne) osobine. Na ovom mjestu ne smijemo zaboraviti da gov-
orimo o aksiomama �ciju istinitost ne mo�zemo preispitivati nikakvim empirijskim
ili formalnim razlozima, a pogotovo ne praznim spekulacijama. Ipak, Gedelov
komentar nakon te aksiome pokazuje njegovu potrebu da aksiomu barem u nekoj
mjeri intuitivno opravda. Operator nu�znosti koji se pojavljuje u aksomi, se u
okviru modalne logike uvodi kao nede�nisan operator, medutim, u literaturi (vidi
[6]) postoje mjesta gdje se on, intuitivno, uvodi uz pomo�c pojma tzv. "mogu�cih
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svjetova� koji u vrijeme Gedelovog pisanja dokaza nije bio dovoljno analiziran. Sve
ovo, kao i Gedelova sintagma nezavisno od slu�cajne strukture svijeta upu�cuje nas
na to da pitanje pozitivnosti osobina kao i njihov odnos sa nu�zno�s�cu, mo�zda, treba
ispitivati u svjetlu teorije o mogu�cim svjetovima, a ne u odnosu na platonizam.

Gedelov Ontolo�ski dokaz je, istorijski gledano, rijedak primjer formalizacije in-
tuitivne predstave koja se kroz literaturu dugo razvijala i tako postalo op�stedostupna.
Naj�ce�s�ce, formalizacije teorija su date kao aksiomatizacije o �cijoj intuitivnoj poza-
dini ili istoriji �citaoci ili u�cesnici u njihovoj deduktivnoj izgradnji ne znaju mnogo.
Ovaj put je situacija sasvim druga�cija. Ideja na osnovu koje je aksiomatizacija
stvorena je poznata svima. U takvoj situaciji o�cekivana su dva pitanja. Da li
je ovo najprirodnija aksiomatizacija, to jest, da li je ona mogla biti izvedena sa
druga�cijim aksiomama, de�nicijama i primitivnim terminima? �Sta, u stvari, zna�ce
pojmovi, �cak i nede�nisani, koji se u njoj pojavljuju?

Prvo pitanje se pojavljuje i u slu�caju aksiomatizacija �cija je intutivno-istorijska
pozadina mnogo skromnija, ili je javno nepoznata. Ipak, postoji razlika. Tada se
pitanje o alternativnoj aksiomatizaciji javlja, ne u odnosu na ve�c postoje�cu intu-
itivnu predstavu, jer je ona nej�ce�s�ce i nepoznata, ve�c kao eventualna mogu�cnost
da se druga�cijom aksiomatizacijom deduktivno zasnuje teorija koja je prvom ak-
siomatizacijom ve�c izgradena. Sa druge strane, u slu�caju takve aksiomatizacije,
odgovor na drugo pitanje nije obavezuju�ci za onoga koji izgraduje teoriju. Tradi-
cionalno i formalno, o pojmovima sve govore aksiome, de�nicije i teoreme. Prim-
itivni termini i nose takvo ime, jer ne obavezuju na dodatno obja�snjenje. Ovo
govori koliko je slo�zena i speci��cna Gedelova aksiomatizacija Ontolo�skog dokaza, u
odnosu na uobi�cajene aksiomatizacije. U istoriji matematike, to je smio i netipi�can
postupak, u istoj mjeri u kojoj je u istoriji teologije prije devet vijekova to bio
Anselmov dokaz.
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Abstract

We study inverse spectral problems for ordinary differential equations on
compact star-type graphs when differential equations have different orders
on diferent edges. As the main spectral characteristics we introduce and
study the so-called Weyl-type matrices which are generalizations of the Weyl
function for the classical Sturm-Liouville operator. We provide a procedure
for constructing the solution of the inverse problem and prove its uniqueness.
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1 Introduction

We study inverse spectral problems for ordinary differential equations of vari-
able orders on compact star-type graphs. More precisely, differential equations
have different orders on diferent edges. Boundary value problems on graphs (spa-
tial networks, trees) often appear in natural sciences and engineering (see [1]).
Differential equations of variable orders on graphs arise in various problems in
mathematics as well as in applications. In particular, we mention transverse os-
cillation problems for such structures as cable-stayed bridges, masts with cable
supports and others.

Inverse spectral problems consist in recovering operators from their spectral
characteristics. For second-order differential operators on compact graphs inverse
spectral problems have been studied fairly completely in [2]-[5] and other works.
Inverse problems for higher-order differential operators on graphs were investi-
gated in [6]. We note that inverse spectral problems for second-order and for
higher-order ordinary differential operators on an interval (finite or infinite) have
been studied by many authors (see [7]-[8] and the references therein).

In [9] the inverse spectral problem is considered for a very particular case of
variable order differential equations on star-type graphs, when there are only two
differential equations with different orders. In this paper we study the general
case of variable order differential equations on star-type graphs. More precisely,
all edges are divided into m groups in each of which differential equations have
different orders. Moreover, we consider general matching conditions in the interior
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vertex. This general case produces new qualitative difficulties related to the
formulation and the solution of the inverse problem.

As the main spectral characteristics in this paper we introduce and study
the so-called Weyl-type matrices which are generalizations of the Weyl function
for the classical Sturm-Liouville operator (see [7]), of the Weyl matrix for higher-
order differential operators on an interval introduced in [8], and generalizations of
the Weyl-type matrices for higher-order differential operators on graphs [6]. We
show that the specification of the Weyl-type matrices uniquely determines the
coefficients of the differential equation on the graph, and we provide a construc-
tive procedure for the solution of the inverse problem from the given Weyl-type
matrices. For studying this inverse problem we develope the ideas of the method
of spectral mappings [8]. The obtained results are natural generalizations of the
well-known results on inverse problems for differential operators on an interval
and on graphs, and in particular, generalizations of the results from [9].

2 Formulation of the inverse problem

Consider a compact star-type graph T in Rω with the set of vertices V =
{v0, . . . , vp} and the set of edges E = {e1, . . . , ep}, where v1, . . . , vp are the bound-
ary vertices, v0 is the internal vertex, and ej = [vj , v0], e1∩ . . .∩ep = {v0}. Let lj
be the length of the edge ej . Each edge ej ∈ E is parameterized by the parameter
xj ∈ [0, lj ] such that xj = 0 corresponds to the boundary vertices v1, . . . , vp, and
xj = lj corresponds to the internal vertex v0. An integrable function Y on T may
be represented as Y = {yj}j=1,p, where the function yj(xj) is defined on the edge
ej .

Fix m = 1, p. Let ni, pi, i = 1,m, be positive integers such that

n1 > n2 > . . . > nm > 1, 0 < p1 < p2 < . . . < pm−1 < pm := p,

and put nm+1 := 1, p0 := 0. Consider the differential equations on T :

y
(ni)
j (xj)+

ni−2∑
µ=0

qµj(xj)y
(µ)
j (xj) = λyj(xj), xj ∈ (0, lj), i = 1,m, j = pi−1 + 1, pi,

(1)
where qµj(xj) are complex-valued integrable functions. Thus, the differential
equations have order ni on the edges ej , j = pi−1 + 1, pi. We call qj = {qµj} the
potential on the edge ej , and we call q = {qj}j=1,p the potential on the graph T.

Denote µi = pi − pi−1, i = 1,m.
Fix i = 1,m, j = pi−1 + 1, pi. Let Ckj(xj , λ), k = 1, ni, be the solutions

of equation (1) on the edge ej under the initial conditions C
(µ−1)

kj (0, λ) = δkµ,

k, µ = 1, ni. Here and in the sequel, δkµ is the Kronecker symbol. Consider the
linear forms

Ujν(yj) =

ν∑
µ=0

γjνµy
(µ)
j (lj), j = 1, p,
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where γjνµ are complex numbers, γjν := γjνν ̸= 0, ν = 0, ni − 1 for j =
pi−1 + 1, pi. The linear forms Ujν will be used in matching conditions at the
internal vertex v0 for boundary value problems and for the correspondung spe-
cial solutions of equation (1).

Denote ⟨n⟩ := (|n| + n)/2, i.e. ⟨n⟩ = n for n ≥ 0, and ⟨n⟩ = 0 for n ≤ 0.
Fix i = 1,m; s = pi−1 + 1, pi; ξ = i,m; k = nξ+1, nξ − 1; µ = k, ni. Let Lskµ be
the boundary value problem for equation (1) on the graph T with the boundary
conditions

ys(0) = . . . = y(k−2)
s (0) = y(µ−1)

s (0) = 0, (2)

y
(r)
j (0) = 0, r = 0, ⟨nl − k − 1⟩; l = 1,m, j = pl−1 + 1, pl, j ̸= s, (3)

and the matching conditions

Upl,ν(ypl) = Ujν(yj), l = ξ,m, j = 1, pl − 1, ν = nl+1 − 1,min(k − 1, nl − 2),
(4)

pξ∑
j=1

Ujν(yj) = 0, ν = k, nξ − 1;

pl∑
j=1

Ujν(yj) = 0, l = ξ−1, . . . , i, ν = nl+1, nl − 1.

(5)
Note that the number of conditions in (2)-(5) is n1µ1 + · · · + nmµm. Matching
conditions (4)-(5) are generalizations of classical matching conditions for Sturm-
Liouville operators on graphs [3-5], matching conditions for higher-order differen-
tial operators on graphs [6], and matching conditions for variable order differential
operators on graphs [9].

Fix i = 1,m, s = pi−1 + 1, pi, k = 1, ni − 1. We introduce the solutions
Ψsk = {ψskj}j=1,p of equation (1) on the graph T as follows. Let ξ = i,m; k =

nξ+1, nξ − 1. Then Ψsk satisfies the boundary conditions

ψ
(η−1)

sks (0) = δkη, η = 1, k, (6)

ψ
(r)
skj(0) = 0, r = 0, ⟨nl − k − 1⟩; l = 1,m, j = pl−1 + 1, pl, j ̸= s, (7)

and the matching conditions at the vertex v0:

Upl,ν(ψsk,pl) = Ujν(ψskj), l = ξ,m, j = 1, pl − 1, ν = nl+1 − 1,min(k − 1, nl − 2),
(8)

pξ∑
j=1

Ujν(ψskj) = 0, ν = k, nξ − 1;

pl∑
j=1

Ujν(ψskj) = 0, l = ξ−1, . . . , i, ν = nl+1, nl − 1.

(9)
The function Ψsk is called the Weyl-type solution of order k with respect to the
boundary vertex vs. Define additionally ψsnis(xs, λ) := Cnis(xs, λ).

We introduce the matrices Ms(λ), s = pi−1 + 1, pi, i = 1,m, as follows:

Ms(λ) = [Mskµ(λ)]k,µ=1,ni
, Mskµ(λ) := ψ

(µ−1)

sks (0, λ).
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It follows from the definition of Ψsk that Mskµ(λ) = δkµ for k ≥ µ. The matrix
Ms(λ) is called the Weyl-type matrix with respect to the boundary vertex vs.
The inverse problem is formulated as follows. Fix N = 1,m.

Inverse problem 1. Given {Ms(λ)}, s = 1, p \ pN , construct q on T.

We note that in Inverse problem 1 we do not need to specify all matrices
Ms(λ), s = 1, p; one of them can be omitted. This last fact was first noticed in
[3], where the inverse problem was solved for the Sturm-Liouville operators on
an arbitrary tree.

Let us briefly explain the main ideas for constructing the solution of Inverse
problem 1. On the first step, we solve auxiliary inverse problems (see Section 3)
for each fixed s = 1, p \ pN , and find the potential qs on the edge es from the
given Ms(λ). For this purpose we develope the ideas of the method of spectral
mappings [8]. On the second step, using information on qs, s = 1, p \ pN , we
construct the classical Weyl-type matrix mpN (λ) related to the edge epN . The
last step is the classical one: we construct the potential qpN on the edge epN from
the given mpN (λ) (this procedure was first described in [8]).

3 Auxiliary inverse problems.

Fix i = 1,m, s = pi−1 + 1, pi. It follows from the boundary conditions (6) for the
Weyl-type solutions that

ψsks(xs, λ) = Cks(xs, λ) +

ni∑
µ=k+1

Mskµ(λ)Cµs(xs, λ), k = 1, ni. (10)

Using the fundamental system of solutions {Cµj(xj , λ)} on the edge ej , one can
write

ψskj(xj , λ) =

nl∑
µ=1

Mskjµ(λ)Cµj(xj , λ), j = pl−1 + 1, pl, l = 1,m, k = 1, ni − 1,

(11)
where the coefficients Mskjµ(λ) do not depend on xj . In particular, Msksµ(λ) =
Mskµ(λ). Substituting (11) into boundary and matching conditions (6)-(9) for
the Weyl-type solutions Ψsk, we obtain a linear algebraic system D1

sk(λ) with
respect to Mskjµ(λ). Solving this system by Cramer’s rule one gets Mskjµ(λ) =
∆skjµ(λ)/∆sk(λ), where the functions ∆skjµ(λ) and ∆sk(λ) are entire in λ. In
particular,

Mskµ(λ) = ∆skµ(λ)/∆sk(λ), k < µ, (12)

where ∆skµ(λ) := ∆sksµ(λ). The function ∆skµ(λ), k ≤ µ (∆skk(λ) := ∆sk(λ))
is the characteristic function for the boundary value problem Lskµ, and its zeros
coincide with the eigenvalues of Lskµ. By virtue of (12), the functions Mskjµ(λ)
are meromorphic in λ,

Fix s = 1, p, and consider the following inverse problem on the edge es.

122



Inverse problem 2. Given the Weyl-type matrix Ms, construct the poten-
tial qs on the edge es.

In this inverse problem we construct the potential only on the edge es, but
the Weyl-type matrix Ms brings a global information from the whole graph. In
other words, this problem is not a local inverse problem related only to the edge
es.

Theorem 1. Fix s = 1, p. The specification of the Weyl-type matrix Ms

uniquely determines the potential qs on the edge es.

We omit the proof since it is similar to that in [8, Ch.2]. Moreover, using
the method of spectral mappings one can get a constructive procedure for the
solution of Inverse problem 2. It can be obtained by the same arguments as for
n-th order differential operators on a finite interval (see [8, Ch.2] for details).
Note that like in [9], the nonlinear Inverse problem 2 is reduced to the solution
of a linear equation in the corresponding Banach space of sequences.

Fix i = 1,m, j = pi−1 + 1, pi. Let φjk(xj , λ), k = 1, ni, be solutions of
equation (1) on the edge ej under the conditions

φ
(ν−1)

jk (lj , λ) = δkν , ν = 1, k, φ
(µ−1)

jk (0, λ) = 0, µ = 1, ni − k.

We introduce the matrixmj(λ) = [mjkν(λ)]k,ν=1,ni
, wheremjkν(λ) := φ

(ν−1)

jk (lj , λ).
The matrix mj(λ) is called the Weyl-type matrix with respect to the internal ver-
tex v0 and the edge ej .

Inverse problem 3. Fix j = 1, p.Given theWeyl-type matrixmj , construct
the potential qj on the edge ej .

This inverse problem is the classical one, since it is the inverse problem of
recovering a higher-order differential equation on a finite interval from its Weyl-
type matrix. This inverse problem has been solved in [8], where the uniqueness
theorem for this inverse problem is proved. Moreover, in [8] an algorithm for the
solution of Inverse problem 3 is given, and necessary and sufficient conditions for
the solvability of this inverse problem are provided.

Fix i = 1,m, j = pi−1 + 1, pi. Then (see [9]) for each fixed s = 1, p1 \ j,

mj1ν(λ) =
ψ
(ν−1)
s1j (lj , λ)

ψs1j(lj , λ)
, ν = 2, ni, (13)

mjkν(λ) =
det[ψsµj(lj , λ), . . . , ψ

(k−2)
sµj (lj , λ), ψ

(ν−1)
sµj (lj , λ)]µ=1,k

det[ψ
(ξ−1)
sµj (lj , λ)]ξ,µ=1,k

, 2 ≤ k < ν ≤ ni.

(14)

4. Solution of Inverse Problem 1. Now we are going to obtain a
constructive procedure for the solution of Inverse problem 1. Our plan is the
following.
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Step 1. Let the Weyl-type matrices {Ms(λ)}, s = 1, p\pN , be given. Solving
Inverse problem 2 for each fixed s = 1, p \ pN , we find the potentials qs on the
edges es, s = 1, p \ pN .

Step 2. Using the knowledge of the potential on the edges es, s = 1, p \ pN ,
we construct the Weyl-type matrix mpN .

Step 3. Solving Inverse problem 3 for j = pN we find the potential qpN on
the edge epN .

Steps 1 and 3 have been already studied in Section 3. It remains to fulfil Step
2.

Suppose that Step 1 is already made, and we found the potentials qs, s =
1, p\pN , on the edges es, s = 1, p\pN . Then we calculate the functions Ckj(xj , λ),
j = 1, p \ pN ; here k = 1, ni for j = pi−1 + 1, pi.

Fix s = 1, p1 (if N > 1), and s = 1, p1 − 1 (if N = 1). All calculations below
will be made for this fixed s.

Our goal now is to construct the Weyl-type matrix mpN (λ). According to
(13)-(14), in order to construct mpN (λ) we have to calculate the functions

ψ
(ν)
skpN

(lpN , λ), k = 1, nN − 1, ν = 0, nN − 1. (15)

We will find the functions (15) by the following steps.

1) Using (10) we construct the functions

ψ
(ν)
sks(ls, λ), k = 1, nN − 1, ν = 0, n1 − 1, (16)

by the formula

ψ
(ν)
sks(ls, λ) = C

(ν)
ks (ls, λ) +

n1∑
µ=k+1

Mskµ(λ)C
(ν)
µs (ls, λ). (17)

2) Consider a part of the matching conditions (8) on Ψsk. More precisely,
let ξ = N,m, k = nξ+1, nξ − 1, l = ξ,m, j = 1, pl − 1. Then, in particular, (8)
yields

Upl,ν(ψskpl) = Ujν(ψskj), ν = nl+1 − 1,min(k − 1, nl − 2). (18)

Since the functions (16) are known, it follows from (18) that one can calculate
the functions

ψ
(ν)
skj(lj , λ), ξ = N,m, k = nξ+1, nξ − 1, l = ξ,m, j = 1, pl, ν = nl+1 − 1,min(k − 1, nl − 2).

(19)
In particular we found the functions (15) for ν = 0, k − 1.

3) It follows from (11) and the boundary conditions on Ψsk that

ψ
(ν)
skj(lj , λ) =

nl∑
µ=max(nl−k+1,2)

Mskjµ(λ)C
(ν)
µj (lj , λ), (20)
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k = 1, n1 − 1, l = 1,m, j = pl−1 + 1, pl \ s, ν = 0, nl − 1.

We consider only a part of relations (20). More precisely, let ξ = N,m, k =
nξ+1, nξ − 1, l = 1,m, j = pl−1 + 1, pl, j ̸= pN , j ̸= s, ν = 0,min(k − 1, nl − 2).
Then

nl∑
µ=max(nl−k+1,2)

Mskjµ(λ)C
(ν)
µj (lj , λ) = ψ

(ν)
skj(lj , λ), ν = 0,min(k − 1, nl − 2).

(21)
For this choice of parameters, the right-hand side in (21) are known, since the
functions (19) are known. Relations (21) form a linear algebraic system σskj
with respect to the coefficients Mskjµ(λ). Solving the system σskj by Cramer’s
rule we find the functions Mskjµ(λ). Substituting them into (20), we calculate
the functions

ψ
(ν)
skj(lj , λ), k = 1, nN − 1, l = 1,m, j = pl−1 + 1, pl \ pN , ν = 0, nl − 1. (22)

Note that for j = s these functions were found earlier.
4) Let us now use the generalized Kirchhoff’sconditions (9) for Ψsk. Since

the functions (22) are known, one can construct by (9) the functions (15) for
k = 1, nN − 1, ν = k, nN − 1. Thus, the functions (15) are known for k =
1, nN − 1, ν = 0, nN − 1.

Since the functions(15) are known, we construct the Weyl-type matrixmpN (λ)
via (13)-(14) for j = pN . Thus, we have obtained the solution of Inverse problem
1 and proved its uniqueness, i.e. the following assertion holds.

Theorem 2. The specification of the Weyl-type matricesMs(λ), s = 1, p\pN ,
uniquely determines the potential q on T. The solution of Inverse problem 1 can
be obtained by the following algorithm.

Algorithm 1. Given the Weyl-type matrices Ms(λ), s = 1, p \ pN .

1. Find the potentials qs, s = 1, p \ pN , by solving Inverse problem 2 for each
fixed s = 1, p \ pN .

2. Calculate C
(ν)
kj (lj , λ), j = 1, p \ pN ; here k = 1, ni, ν = 0, ni − 1 for j =

pi−1 + 1, pi.

3. Fix s = 1, p1 (if N > 1), and s = 1, p1 − 1 (if N = 1). All calculations
below will be made for this fixed s. Construct the functions (16) via (17).

4. Calculate the functions (19) using (18).

5. Find the functions Mskjµ(λ), by solving the linear algebraic systems σskj .

6. Construct the functions (15) using (9).

7. Calculate the Weyl-type matrix mpN (λ) via (13)-(14) for j = pN .
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8. Construct the potential qpN on the edge epN by solving Inverse problem 3.
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Stru�cni rad

Apstrakt

U radu je analiziran fotorefraktivni efekat, tj. navedeno je nekoliko prim-

jera numeri�ckih nestabilnosti pri rje�savanju odredenih problema kod ovog

efekta. Ovaj efekat je de�nisan diferencijalnim jedna�cinama koje je te�sko

rije�siti analiti�cki pa se rje�savaju numeri�ckim metodama pri �cemu je potrebno

primjeniti najoptimalniju metodu. Takode, na matemati�ckm primjeru je

pokazano kako primjena numeri�ckih metoda uti�ce na rje�senja koja su �cesto

razli�cita i pogre�sna. Kada se na matemati�ckom primjeru de�ni�se najadek-

vatnija metoda, ista se koristila pri rje�savanju problema kod fotorefraktivnog

efekta.

1 Fotorefraktivni efekat

Analizira�cemo primjer prora�cuna kod fotorefraktivnog efekta koji predstavlja pro-
ces �cetvorotalasnog mije�sanja laserskih zraka (4TM) pri interakciji laserske svjet-
losti sa nekim kristalima. Kod ovog efekta dolazi do periodi�cne promjene indeksa
prelamanja neke opti�cke sredine, ta�cnije re�ceno nekih kristala (barijum titanat,
litijum niobat, itd.) pod dejstvom svjetlosti. Pod dejstvom svjetlosti u kristalu
dolazi do formiranje difrakcione re�setke na kojoj se mogu rasijavati dodatni upadni
zraci.

Pri osvjetljavanu kristala sa tri laserska zraka �cije su amplitude A1, A2 i A4

kao rezultat nastaje �cetvrti talas amplitude A3. Za razliku od poznatog zakona
re�eksije svjetlosti u geometrijskoj optici, re�ektovani zrak A3 vra�ca se istim
putem zraka A4 (slika 1).

Proces 4TM u kristalu je opisan jedna�cinama[1]:

dA1

dx
= QA4 − αA1,

dA∗
1

dx
= −QA∗

1 − αA∗
4, (1)

dA∗
2

dx
= −QA∗

3 + αA∗
2,

dA3

dx
= QA2 + αA3, (2)
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Slika 1: �Sematski prikaz �cetvorotalasnog mije�sanje (4TM) u fotorefraktivnim
kristalima

gdje su oznake: A amplitude talasa,α je koe�cijent apsorpcije, dok znak "zv-
jezdica� ozna�cava konjugovano kompleksne veli�cine. Oznaka Q predstavlja tzv.
amplitudu transmitivne difrakcione re�setke koja zadovoljava jedna�cinu:

τ
dQ

dt
+ εQ =

γ

I
(A1A

∗
4 +A∗

2A3) , (3)

gdje je τ vrijeme relaksacije, I je ukupni intenzitet talasa, tj. I =
∑

|Ai|2,
dok parametri ε i γ zavise od elektri�cnih polja u kristalu [2]. Parametri ε i γ
mogu biti realni ili kompleksni brojevi.

Navedene jedna�cine je te�sko rije�siti analiti�cki. Problem rje�savamo numeri�ckim
metodama. Poznato je da ovaj na�cin rje�savanja mo�ze dati rje�senja koja se potpuno
razlikuju od ta�cnih [3].

2 Matemati�cki primjer numeri�ckog rje�savana jedna�cina

Prije analize navedenog problema, analizirajmo jedan matemati�cki primjer, tj.
poku�sajmo numeri�cki rje�siti diferencijalnu jedna�cinu:

dy

dx
= (y + 3) (y − 1) ; (4)

(4) pri �cemu je poznat po�cetni uslov y(0) = y0.
Treba naglasiti da se jedna�cina (1) mo�ze ta�cno rije�siti analiti�cki, pri �cemu je

rje�senje dato izrazom:

y =
3Ce4x − 1

1− Ce4x
, (5)

gdje je konstanta C = (y0 + 3) / (y0 − 1).
Ako uzmemo po�cetnu vrijednost y0 = 0, 5, rje�senje jedna�cine 5 daje vrijednost

za y koja monotono raste i konvergira ka vrijednosti y = −3 kad x→ ∞.
Radi ilustracije poku�sajmo rje�siti jedna�cinu 4 numeri�ckim metodama. Prim-

jeni�cemo kombinovanu numeri�cku metodu koja se dobija kombinacijom metode
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Slika 2: Rje�senje jedna�cine koje slijedi iz izraza 7

centralnih razlika (modi�kovana Ojlerova metoda) i Ojlerove metode [4][5]. Na
osnovu ove metode iz jedna�cine 1 slijedi izraz:

(1−m) (un+1 − un−1)

2h
+
m (un+1 − un)

h
= (un + 3) (un − 1) ; (6)

gdje je m parameter �cije su vrijednosti:0 ≤ m ≤ 1, h je integracioni korak, a
un numeri�cko rje�senjenje nakon n koraka. Za m=1, prethodni izraz svodi se na
Ojlerovu metodu, a za m=0, svodi se na metodu centralnih razlika.

Iz navedenog izraza 6 slijedi:

un+1 =
1−m

1 +m
un−1 +

2

1 +m

[
(m+ 2h)un + h

(
u2n − 3

)]
. (7)

Rje�senja koja slijede iz izraza 7 zavise po�cetnih vrijednosti, od integracionog
koraka h, i od parametra m. Analiza pokazuje da za slu�caj m < h ova metoda
daje nestabilna rje�senja.

Za po�cetak uzmimo da je m=0. Po�cetni uslovi su: u0 = y0 i u1 = y0 +
h (y0 + 3) (y0 − 1).

Za po�cetne vrijednosti u0=0.5 i u1= 0.495 za integracioni korak h = 0.003,
rje�senje koje slijedi iz izraza 7 je neta�cno i daje numeri�cke nestabilnosti (slika 2).

Na po�cetnom interval promjenjljive x, rje�senje te�zi ta�cnoj vrijednosti a za-
tim na pojedinim intervalima promjenjljive, rje�senja osciluju oko karakteristi�cnih
ta�caka -3 i 1.

Razlog koji dovodi do nestabilnosti je neadekvatna numeri�cka metada pri �cemu
najve�ci uticaj ima gre�ska zaokru�zivanja do decimale kolika je preciznost ra�cunara.

Smanjvanjem koraka pojavljuju se mala pobolj�sanja dok se sa jo�s ve�cim sman-
jenjem koraka prora�cun komplikuje i dobijaju se potpuno neta�cna rje�senja.

Ako se uzima ve�ci korak integraljenja, gre�ska je velika i rje�senje vrlo brzo te�zi
un → −∞.

Radi ilustracije, za po�cetnu vrijednost u0=0.5, za korak h=0.16 i m=0.001

dobijamo numeri�cki haos (slika 3).
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Slika 3: Rje�senje koje dovodi do numeri�ckog haosa

Daljnja analiza pokazuje da se pode�savanjem parametara, mo�ze do�ci do ta�cnog
rje�senja. Npr. za h=0.003 i m=0.2 dolazimo do ta�cnog rje�senja.

Takode, problem se mo�ze rije�siti tra�ze�ci pogodniju numeri�cku metodu. Npr. u
slu�caju da se primjeni Runge-Kuta metoda �cetvrtog reda, dobi�cemo ta�cno rje�senje.

Iz navedenog zaklju�cujemo da nas razli�cite numeri�cke metode mogu voditi u
razli�cita rje�senja.

3 Rje�savanje problema fotorefraktivnog efekta

Pretpostavimo da smo na prethodnom matemati�ckom primjeru na�sli najpogod-
niju numeri�cku metodu i primjenimo je na navedeni �zikalni problem. Iz jedna�cina
1, 2 i 3 ra�cunamo intenzitet re�ektovanog zraka I3 u funkciji od upadnog zraka
I4. Kao �sto smo napomenuli, navedene jedna�cine je te�sko rije�siti analiti�cki, pa se
rje�savaju numeri�ckim metodama.

Ovdje �cemo analizirati veli�cine na ulaznoj strani kristala (x=0 ) pa uz aproksi-
macije iz (2) dobijamo rje�senja za amplitude A20 i A30:

A20 = C2e
(−αd) cos Q̄d, A30 = −C2e

(−αd) sin Q̄d (8)

gdje je Q̄ srednja vrijednost amplitude a d debljina kristala. Takode, radi
pojednostavljenja uzimamo da je α= 0.

Nakon toga potrebno je rije�siti diferencijalnu jedna�cinu 3. Najjednostavnija
aproksimacija je u stabilnom stanju pa iz 3 slijedi tzv. iterativno preslikavanje.

Qn+1 =
γ

εI

(
A1Ā4 + Ā2A3

)
n
. (9)

Iz 8 i 9 slijedi:

Qn+1 =
γ

εI

(
C1C̄4 −

|C2|2

2
sin (2Qnd)

)
, (10)

130



Slika 4: a) Parametar γ = 3, b) Parametar γ = 5, c) Parametar γ = 8, d)
Parametar γ = 10
Dijagrami re�ektovanog talasa I3 u funkciji od upadnog zraka I4

gdje je: C1 = A1 i C4 = A4 za vrijednosti x na ulaznoj strani kristala (x=0 ),
a C2 = A2 za vijednost x na izlaznoj strani kristala (x=d).

Iz 10 i 8 slijede rje�senja na slici 4 na kojima je predstavljena zavisnost re�ek-
tovanog zraka I3 u funciji od upadnog zraka I4 za razli�cite vrijednosti parametra
γ. U ovoj situaciji veli�cine su predstavljene kao funkcije realnih promjenjljivih �sto
predstavlja pojednostavljenje problema.

Problem je rje�savan metodom iterativnog preslikavanja. U rje�senjima se po-
javljuju numeri�cke nestabilnosti pa i numeri�cki haos sa porastom vrijednosti
parametra γ. Ove nestabilnosti su posledica neadekvatnih metoda jer ih eksperi-
menti ne potvrduju.

Na slici 5 prikazana su preslikavanja koja slijede iz jedna�cine 10 za konstantne
vrijednosti A4. Ova preslikavanja se odnose na gra�ke na slici 4b) i 4d). Oblik oba
gra�ka na slici 5 ukazuje na periodi�cnu zavisnost, tj. oblik sli�can trigonometrijskoj
funciji koja se pojavljuje u preslikavanju. Na navedenim gra�cima se ne pojavljuju
numeri�cke nestabilnosti, ali se pojavljuju u kona�cnim rje�senjima (slika 4).

Na slici 6 data su rje�senja prethodnih jedna�cina pri �cemu su svi parametri
na oba primjera jednaki [6][7][8]. Pod a) rezultat je dobijen iterativnim preslika-
vanjem, a pod b) problem je rje�savan Runge-Kuta metodom �cetvrtog reda. Ova
metoda primjenjena na matemati�ckom modelu koji smo analizirali, daje ta�cna
rje�senja. Medutim, u ovoj situaciji obje metode daju sli�cne rezultate sa nu-
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Slika 5: Preslikavanje koje se odnosi na gra�k na slici 4b) i 4d)

meri�ckim nestabilnostima. U ovom primjeru uzeli smo komplikovaniji slu�caj da
je parameter γ kompleksan broj. Iako obje metode daju sli�cna rje�senja, ipak oba
su neta�cna jer ih eksperimenti ne potvrduju. Zaklju�cujemo da je sam primjenjeni
model nestabilan.

Slika 6: Dijagrami re�ektovanog talasa I3u funkciji od upadnog zraka I4

Na slici 7 prikazano je preslikavanje koje slijedi iz jedna�cine 10 za konstantne
vrijednosti A4 i odnosi se na gra�k na slici 6 a). Oblik gra�ka na slici 7 ukazuje
na periodi�cnu zavisnost, ali se na njemu za razliku od gra�ka na slici 5 pojavljuju
numeri�cke nestabilnosti �sto zna�ci da je ovaj slu�caj sa parametrom γ kao komplek-
snim brojem, jo�s nestabilniji.
Iz svega navedenog mo�ze se zaklju�citi da je navedeni model nestabilan ali i prim-
jenjene metode vode u numeri�cke nestabilnosti jer eksperimentalni rezultati ne
potvrduju navedena rje�senja. Dakle, treba biti oprezan pri rje�savanju nestabil-
nih �zikalnih problema, gdje nas i primjenjeni model, a i metode mogu voditi u
pogre�sne rezultate sa numeri�ckim nestabilnostima.

132



Slika 7: Preslikavanje koje se odnosi na gra�k na slici 6 a)
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Stru�cni rad

Apstrakt

U radu su dokazane jednakosti i nejednakosti za sopstvene vrednosti
datog grafa G = (V,E) , |V | = n > 1, |E| = m > 1, Opialovog i Wirtingero-
vog tipa.

Spektralna teorija grafova se veoma �cesto primenjuje u re�savanju mnogih
problema u ra�cunarskim naukama, numeri�ckoj matematici, �zici, biologiji,
kao i u mnogim drugim nau�cnim i tehni�ckim disciplinama. U ovom radu se
stavlja akcenat na njenu primenu u hemiji. Hemijski sastavi se predstavl-
jaju empirijskim i strukturalnim formulama. Strukturalne formule se mogu
predstaviti pomo�cu grafova, pri �cemu se atomi predstavljaju �cvorovima, a
hemijske veze granama grafa. U izu�cavanju materijala i legura spektralna
teorija grafova igra nezaobilaznu i osnovnu ulogu. Naro�cito se primenjuje
u slu�cajevima kada novi materijali i legure treba da se sinteti�su sa unapred
de�nisanim karakteristikama.

Glavni zadatak spektralne teorije grafova je nala�zenje spektra, tj sop-
stvenih vrednosti i sopstvenih vektora datog grafa, kao i odredivanje karak-
teristi�cnog i minimalnog polinoma. Nijedan od ovih zadataka, u op�stem
slu�caju nije lak, a veoma retko se mogu na�ci re�senja u zatvorenom obliku.
Zbog toga se, prilikom izra�cunavanja sopstvenih vrednosti, odnosno nula
odgovaraju�ceg karakteristi�cnog polinoma, �cesto koriste numeri�cke metode.
Takode, veoma zna�cajnu ulogu igraju nejednakosti, koje sadr�ze sopstvene
vrednosti ili karakteristi�cne polinome. U ovom radu smo izlo�zili jednakosti i
nejednakosti, posebno one diskretne Opialovog i Wirtingerovog tipa (videti
na primer [1,3]). Razlog le�zi u �cinjenici da se one mogu transformisati u
nejednakosti za sopstvene vrednosti grafova.

Teorema 0.1. Za sopstvene vrednosti λ1, λ2, ..., λn grafa G = (V,E) , |V | = n ≥
1, |E| = m ≥ 1, va�ze slede�ce nejednakosti

λ1 + λ2 + ...+ λn = 0
λ21 + λ22 + ...+ λ2n = 2m.

(1)

Dokaz 0.1. Dokaz: Neka je V = {x1, x2, ..., xn} skup �cvorova datog grafa G =
(V,E) , �cija je matrica susedstva binarna matrica A = (aij) , reda n × n. Tada
va�zi jednakost
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λk1 + λk2 + ...+ λkn = tr Ak =
n∑

i=1

a
(k)
ii ,

za k = 1, 2, ..., n. Kako je aii = 0, za svako i = 1, 2, ..., n, va�zi

λ1 + λ2 + ...+ λn = tr A =
n∑

i=1

aii = 0.

Za k = 2 va�zi

λ21 + λ22 + ...+ λ2n = tr A2 =

n∑
i=1

a
(2)
ii =

n∑
i=1

d (xi) = 2m.

Teorema 0.2. Za sopstvene vrednosti λ1, λ2, ..., λn grafa G = (V,E) , |V | = n >
1, |E| = m > 1, va�zi slede�ca nejednakost∣∣∣∣∣

n−1∑
k=1

λkλk+1 + λ21 + λ22

∣∣∣∣∣ ≤ cos
π

n
. (2)

Dokaz 0.2. Dokaz: Neka je a⃗ =
[
a1 a2 . . . an

]T
dati vektor, gde su ak, k =

1, 2, ..., n realni brojevi i a1+a2+ ...+an = 0. Na osnovu brojevima ak formiramo
jednakost

n−1∑
k=1

(ak − ak+1)
2 = (H · a⃗, a⃗), (3)

gde je H trodijagonalna matrica, reda n× n, de�nisana pomo�cu

H =


1 −1 0 · · · 0 0
−1 2 −1 0 0
...
0 0 0 2 −1
0 0 0 −1 1

 .

Sopstvene vrednosti matriceH (videti [1], [2] i [4]), su x1 = 0 i xk = 4 cos2 (n−k+1)
2

π,
k = 2, 3, ..., n, pri �cemu je 0 = x1 < x2 < ... < xn−1 < xn = cos2 π

2n . Sada, u
saglasnosti sa (3) va�zi slede�ca nejednakost

x2 (⃗a, a⃗) ≤ (H · a⃗, a⃗) ≤ xn (⃗a, a⃗) ,

tj.

4 sin2
π

2n

n∑
k=1

a2k ≤ 2
n∑

k=1

a2k + a21 + a2n − 2
n−1∑
k=1

akak+1 ≤ 4 cos2
π

2n

n∑
k=1

a2k. (4)
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Sopstvene vrednosti λ1, λ2, ..., λn grafa G = (V,E) , zadovoljavju (1), i za-
menom ak :=

√
2mλk, u (4), dobija se (2).

Razmotrimo niz realnih polinoma (Qk (x)) , k ∈ N0, �ciji su �clanovi dobijeni na
osnovu rekurentne relacije

xQk+1 (x) = −rkQk (x) + (rk + rk−1)Qk−1 (x)− rk−1Qk−2 (x)
Q−1 (x) = 0, Q0 (x) = 1

(5)

gde je (rk) , k ∈ N0, r0 = 0, dati te�zinski niz. Ozna�cimo sa Rn (x) polinom

Rn (x) = Qn (x)−Qn−1 (x) , (6)

i sa An i Bn, respektivno, minimalnu i maksimalnu nulu ovog polinoma, za �k-
sirano n.

Ako je G = (V,E) , |V | = n > 1, |E| = m > 1, dati graf �cije su sopstvene
vrednosti λ1, λ2, ..., λn, onda va�zi nejednakost

2mAn ≤
n−1∑
k=1

rk (λk − λk+1) ≤ 2mBn.

Na levoj (desnoj) nejednakosti jednakost nastupa, za λk =
√
2mQk−1 (t) ,

k = 1, 2, ..., n, gde je t = An (t = Bn).

Teorema 0.3. Sopstvene vrednosti λ1, λ2, ..., λn grafa G = (V,E) , |V | = n > 1,
|E| = m > 1, zadovoljavaju slede�cu nejednakost

An ≤
n−1∑
k=1

rk (λk − λk+1)
2 ≤ Bn. (7)

Dokaz 0.3. Dokaz: Neka je a⃗ =
[
a1 a2 . . . an

]T
dati vektor, gde su ak, k =

1, 2, ..., n realni brojevi sa osobinom a1+a2+...+an = 0. De�ni�simo trodijagonalnu
matricu H̄, reda n× n, kao

H̄ =



r1 −r1 0 · · · 0 0
−r1 r1 + r2 −r2 0 0
0 −r2 r2 + r3 0 0
...
0 0 0 rn−2 + rn−1 −rn−1

0 0 0 −rn rn−1 + rn


.

Na osnovu brojeva ak, k = 1, 2, ..., n i matrice H̄, mo�zemo da formiramo
jednakost

n−1∑
k=1

rk (ak − ak+1)
2 = (H · a⃗, a⃗) . (8)
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Na osnovu prethodne rekurentne relacije, za neku konstantu n, formiramo
jedna�cinu

x · y⃗ = H̄ · y⃗ + rn ·Rn (x) · e⃗, (9)

gde su y⃗ =
[
Q0 (x) Q1 (x) ... Qn−1 (x)

]T
, e⃗ =

[
0 ... 0 1

]T
i Rn (x)

dati sa (6). Iz jednakosti (9) lako se zaklju�cuje da je svaka nula polinoma Rn (x)
ujedno i nula matrice H̄. Ako ozna�cimo sa An i Bn, respektivno, minimalnu i
maksimalnu nulu polinoma Rn (x) , tj. sopstvenu vrednost matrice H̄, onda na
osnovu (??) va�zi nejednakost

An

n∑
k=1

a2k ≤
n−1∑
k=1

rk (ak − ak+1)
2 ≤ Bn

n∑
k=1

a2k.

Zamenom, ak :=
√
2mλk, k = 1, 2, ..., n, i na osnovu (??) ove nejednakosti se

transformi�su u nejednakosti (7).

Posledica 0.3.1. Sopstvene vrednosti λ1, λ2, ..., λn grafa G = (V,E) , |V | = n >
1, |E| = m > 1, zadovoljavaju slede�cu nejednakost

n−1∑
k=1

k (ak − ak+1)
2 ≤ Bn,

pri �cemu je Bn najve�ca nula Laguerrianovog polinoma L
(−1)
n−1 (x) .

Teorema 0.4. Za grafove Ln = (V,E) , V = {1, 2, ..., n} , E = {{1, 2} , {2, 3} , ..., {n− 1, n}} ,
n ≥ 3, va�zi rekurentna relacija

Pn (λ) = λPn−1 (λ)− Pn−2 (λ) ,

pri �cemu je P1 (λ) = λ.

Dokaz 0.4. Dokaz: Matrica susedstva grafa Ln je binarna trodijagonalna matrica
A, reda n× n, sa jedini�cnim bo�cnim i nultom glavnom dijagonalom,

A =



0 1 0 0 · · · 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0

. . .

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0


.

Karakteristi�can polinom ove matrice je
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Pn (λ) = det (λI −A) =



λ −1 0 0 · · · 0 0
−1 λ −1 0 0 0
0 −1 λ −1 0 0

. . .

0 0 0 0 λ −1
0 0 0 0 −1 λ


n×n

.

Razvojem po prvoj koloni, a zatim po drugoj vrsti drugog minora ove deter-
minante, dobijamo Pn (λ) = λPn−1 (λ)− Pn−2 (λ) .

Teorema 0.5. Neka su λ1, λ2, ..., λn nule karakteristi�cnog polinoma grafa G =
(V,E) , |V | = n ≥ 1, |E| = m. Tada va�zi nejednakost

8m sin2
π

2n
≤

n−1∑
i=1

(λi − λi+1)
2 ≤ 8m cos2

π

2n
.

Dokaz 0.5. Dokaz: Za sopstvene vrednosti λ1, λ2, ..., λn datog grafa va�ze jed-

nakosti
n∑

i=1

λi = 0 i
n∑

i=1

λ2i = 2m.

Na osnovu nejednakosti

4 sin2
π

2n

n∑
i=1

x2i ≤
n−1∑
i=1

(xi − xi+1)
2 ≤ 4 cos2

π

2n

n∑
i=1

x2i ,

koja va�zi pod uslovom
n∑

i=1

xi = 0, direktno se dobija tra�zeni rezultat.

U levoj nejednakosti, jednakost nastupa, kada je

λi =
√
2m · cos (2i− 1)

2n
π, i = 1, 2, ..., n,

a u desnoj za

λi = (−1)i−1
√
2m · cos (2i− 1)

2n
π, i = 1, 2, ..., n.

Teorema 0.6. Neka su λ1, λ2, ..., λn, λn+1 = λ1, sopstvene vrednosti grafa G =
(V,E) , |V | = n, |E| = m. Tada va�zi nejednakost

n∑
k=1

(λk − λk+1)
2 ≥ 8m sin2

π

n
.

Jednakost nastupa ako i samo ako je λk = A cos 2kπ
n +B sin 2kπ

n , k = 1, 2, ..., n,
gde su A i B proizvoljne konstante.
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Teorema 0.7. Neka su λ1, λ2, ..., λn sopstvene vrednosti grafa G = (V,E) , |V | =
n ≥ 1, |E| = m ≥ 1. Tada va�zi nejednakost

n−1∑
k=0

(λk − 2λk+1 + λk+2)
2 ≥ 32m sin4

π

2n
,

pri �cemu je λ0 = λ1 i λn+1 = λn. Jednakost nastupa ako i samo ako je λk =

A cos (2k−1)π
n , k = 1, 2, ..., n, pri �cemu je A proizvoljna konstanta.
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Apstrakt

U�cenici bi trebalo da svojim sopstvenim misaonim naporima aktivno

konstrui�su znanja. U nastavi matematike ne bi trebalo aktivnosti u�cenika

svesti samo na nala�zenje re�senja rutinskih problema, ve�c i onih nerutinskih,

nestandardnih i nestrukturiranih. Veoma va�znu ulogu u oblasti matema-

tike i matemati�ckog mi�sljenja, osim re�savanja problema, ima i postavljanje

problema. Naime, u matematici kao nauci postavljanje, formulisanje, gene-

risanje problema predstavlja proces koji zahteva bogato iskustvo i ekspertizu

u oblasti, ali i kreativno mi�sljenje matemati�cara. Kada u�cenike anga�zujemo

u postavljanju problema, tada ih zapravo stavljamo u ½ulogu� matemati�cara

kao nau�cnika i nudimo im mogu�cnost da iskuse ne�sto druga�ciji aspekt ma-

tematike. Postavljanje problema omogu�cava u�cenicima da prodube svoja

matemati�cka znanja, da pobolj�saju razumevanje matemati�ckih koncepata,

motivi�se ih da razvijaju sopstvene matemati�cke ideje i podsti�ce kreativno

mi�sljenje. Ipak, u nastavi matematike se ovim situacijama i aktivnostima

posve�cuje malo vremena. U prvom delu rada daje se prikaz nekih teorijskih

razmatranja i istra�zivanja o pojmu i zna�caju postavljanja problema u nastavi

matematike, i isti�cu se prednosti i slabosti ovog pristupa. U drugom delu

rada ukazuje se na mogu�cnosti primene aktivnosti i situacija postavljanja

problema u po�cetnoj nastavi matematike.

1 Uvod

Svrha �skolskog obrazovanja u svakoj zemlji je, u ve�coj ili manjoj meri, ra-
zvijanje nezavisne, samouverene, motivisane i multitalentovane li�cnosti sposobne
da kriti�cki misli, koja �ce uspe�sno odgovoriti na izazove u razli�citim dru�stvenim
uslovima u toku svog �zivota (Pehkonen, 2007). Re�savanje problema predsta-
vlja sna�zno sredstvo razvijanja misaonih sposobnosti vi�seg stepena, pa kao takvo
predstavlja jedan od glavnih ciljeva i integralni deo u�cenja i nastave matematike.
Medutim, navodi Pehkonen, re�savanje problema nije samo cilj, ve�c i sredstvo
u�cenja matematike. Kao jedan od ciljeva osnovnog obrazovanja i vaspitanja u
Republici Srbiji navodi se ½osposobljavanje za re�savanje problema, povezivanje i
primenu znanja i ve�stina u daljem obrazovanju i svakodnevnom �zivotu� (Zakon o
osnovnom obrazovanju i vaspitanju, �clan 21, str. 6). Dakle, biti dobar ½re�sava�c�
problema donosi velike prednosti i u svakodnevnom �zivotu, daljem obrazovanu i
na radnom mestu. Medutim, oni koji se bave matemati�ckim obrazovanjem �cesto
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zanemaruju drugu, veoma bitnu stranu re�savanja matemati�ckih problema, a to
je postavljanje problema. Problemi sa kojima se suo�cavamo u svakodnevnom
�zivotu i radu, skoro nikada nemaju �cisto matemati�cku formu. Dakle, potrebno
je odredene situacije matematizirati, odnosno prevesti ih na jezik matematike, a
zatim ih re�savati.

2 Pojam, uloga i zna�caj postavljanja problema u na-

stavi matematike

U matemati�ckoj literaturi pod problemom podrazumevamo datu situaciju ili
zadatak kada je pojedinac primoran da povezuje poznate informacije na nov na�cin
kako bi dati zadatak izvr�sio (Kantowski, 1980, prema Pehkonen, 1997). Ako
pojedinac odmah prepozna postupke koji su potrebni da bi re�sio zadatak, onda
�ce za njega to biti rutinski zadatak. Stoga je pojam problem ograni�cen vremenom
i pojedincem, odnosno da li �ce ne�sto biti problem zavisi od osobe koja ga re�sava.

U matemati�ckom obrazovanju, posle nekoliko decenija istra�zivanja koja su
se fokusirala isklju�civo na re�savanje problema, matemati�cari, ali i ostali koji se
bave istra�zivanjima u oblasti matemati�ckog obrazovanja, postepeno su po�celi da
uvidaju da je razvijanje sposobnosti postavljanja matemati�ckih problema, u naj-
manju ruku, podjednako va�zno u obrazovnom smislu kao i razvijanje sposob-
nosti njihovog re�savanja (Stoyanova, Ellerton, 1996). Mnogi istaknuti nau�cnici
su prepoznali da sposobnost postavljanja bitnih, su�stinskih pitanja ima podjed-
nak zna�caj u nau�cnom radu, kao i sposobnost da se pronadu re�senja i odgovori.
Ajn�stajn i Infeld (1938) navode ½Formulisanje problema je �cesto bitnije od njego-
vog re�savanja, koje mo�ze biti stvar isklju�civo matemati�ckih ili eksperimentalnih
ve�stina. Postaviti nova pitanja, nove mogu�cnosti, sagledati stara pitanja iz novog
ugla, zahteva kreativnu imaginaciju i predstavlja istinski napredak u nauci� (Ein-
stein, Infeld, 1938, prema ibidem, str. 518). Postavljanje problema predstavlja
po mnogima karakteristiku kreativne aktivnosti i izuzetnog talenta. Hadamard
smatra da je sposobnost identi�kovanja klju�cnih pitanja istra�zivanja indikator iz-
uzetne darovitosti u oblasti matematike (Hadamard, 1945, prema Silver, 1994).
Dakle, mo�zemo re�ci da postavljanje problema, zajedno sa njihovim re�savanjem,
ima centralnu ulogu za oblast matematike i matemati�cko mi�sljenje uop�ste. U ma-
tematici kao nauci postavljanje, formulisanje, generisanje problema predstavlja
proces koji zahteva bogato iskustvo i ekspertizu u oblasti, ali i kreativno mi�sljenje.
½Otkriti�, odnosno postaviti problem ne podrazumeva i njegovo re�savanje jer po-
stoji veliki broj otvorenih i nere�senih pitanja i problema u matematici. Kada
u�cenike anga�zujemo u postavljanju problema, tada ih zapravo stavljamo u ulogu
matemati�cara kao nau�cnika. Naravno, problemi koje u�cenici postavljaju ne mogu
se porediti sa problemima koje postavljaju matemati�cari, ali im na ovaj na�cin
nudimo mogu�cnost da iskuse ne�sto druga�ciji aspekt matematike.

Silver (1994) opisuje postavljanje problema kao generisanje, kreiranje novih
problema ili reformulaciju ve�c postoje�cih problema. Stojanova de�ni�se postavlja-
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nje problema kao proces kojim se na osnovu konkretne situacije formuli�su mate-
mati�cki problemi (Stoyanova, 1998 prema Lowrie, 1999). Ingli�s (English, 1997b)
smatra da glavnu aktivnost postavljanja problema predstavlja generisanje novih
pitanja iz ve�c datih matemati�ckih zadataka. Silver i dr. isti�cu da cilj nije re�savanje
datog problema ve�c kreiranje novog problema na osnovu date situacije ili pret-
hodnog iskustva (Silver i dr. , 1996 prema Chapman, 2012). Pri tome u�cenici
kreiraju�ci problemsku situaciju koriste svoj sopstveni jezik, sintaksu, gramatiku i
kontekst (Dickerson, 1999, prema Ergun, Gunduz, 2010). Silver (1995) smatra da
onaj ko postavlja problem ne mora da bude sposoban da re�si taj problem kako bi
ostvario pozitivne ishode obrazovanja. Stojanova i Elerton (Stoyanova, Ellerton,
1996) govore o postavljanju problema kao o procesu kojim na osnovu svog mate-
mati�ckog iskustva u�cenici konstrui�su li�cne interpretacije nekih konkretnih situacija
i formuli�su ih kao svrsishodne matemati�cke probleme. Ova de�nicija omogu�cava
da se postavljanje problema uklopi u ciljeve nastave matematike. Postavljanje
problema ima svoje korene i u Poljinom �cetvoroetapnom modelu re�savanja pro-
blema (Polya, 1973). Poljin model isti�ce da onaj ko re�sava problem mora najpre
da razume taj problem, da napravi plan re�savanja, da izvr�si taj plan, i da na-
pravi osvrt unazad na korake re�savanja i proveri dobijeno re�senje. Etapa ½osvrta
unazad� uklju�cuje proveru ta�cnosti re�savanja i odredivanje najboljeg postupka
re�savanja. Medutim, ova etapa, takode, podrazumeva da u�cenik uo�cava vezu sa
nekim drugim problemima i da zami�slja slu�cajeve u kojima se isti postupak ili
re�senje mogu primeniti. Nastavnik, mo�ze u ovoj fazi da tra�zi od u�cenika da po-
stavljaju ili formuli�su svoje matemati�cke probleme koji su na neki na�cin povezani
sa problemom koji je re�sen. Takode, u etapi pravljenja plana, Polja govori o pre-
formulaciji originalnog problema, o uo�cavanju jednostavnijih potproblema koji
mogu u�ceniku da pomognu da lak�se dode do re�senja.

Kilpetrik i Silver isti�cu da kori�s�cenje situacija u kojima u�cenici postavljaju
probleme na �casovima matematike mo�ze imati pozitivan efekat na njihovo mate-
mati�cko mi�sljenje (Kilpatrick, 1987, Silver, 1993 prema Abu-Elwan, 1999). Braun
i Volter (Brown, Walter 1983) su takodje identi�kovali va�zne aspekte postavljanja
problema u matematici. Neke od prednosti, koje pru�zaju situacije postavljanja
problema, su: pro�sirivanje sposobnosti re�savanja matemati�ckih problema i produ-
bljivanje shvatanja matemati�ckih pojmova, podsticanje �eksibilnosti u mi�sljenju,
razvijanje pozitivnih stavova u�cenika prema matematici i pove�canje njihovog sa-
mopouzdanja (English, 1997b, Silver 1994). Takodje, ove aktivnosti pru�zaju i
nastavniku i u�ceniku uvid u kvalitet znanja u�cenika, daju informacije o razume-
vanju, ve�stinama, sposobnostima i stavovima, ali i ukazuju na mogu�ce propuste
i pogre�sna shvatanja u�cenika. Zbog svega ovoga, aktivnosti re�savanja problema
predstavljaju za nastavnika sna�zan alat za procenu i evaluaciju postignu�ca u�cenika
(Chapman, 2012).

U kurikulumima nekih zemalja, poput Australije i Sjedinjenih ameri�ckih dr�za-
va, isti�ce se efekat koji postavljanje problema mo�ze imati na ishode nastave mate-
matike i preporu�cuje se primena ovih aktivnosti u pro�sirivanju iskustava u�cenika
(Stoyanova, Ellerton, 1996). U�cenike treba anga�zovati u raznovrsnim i boga-
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tim matemati�ckim aktivnostima koje podsti�cu postavljanje problema, divergentno
mi�sljenje, re�eksiju i istrajnost (The National Statement on Mathematics for Au-
stralian Schools, 1991), �cime im se pru�za mogu�cnost da iskuse neke aspekte mate-
matike kroz koje prolaze matemati�cari kao nau�cnici (Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics, NCTM, 1989).

Bez obzira �sto su istra�zivanja vezana za primenu i efekte primene postavlja-
nja problema relativno nova, ipak bilo je nekoliko poku�saja da se postavljanje
problema uklju�ci u nastavu matematike na vi�se obrazovnih nivoa (Singer i dr.,
2011). Pri tome, postavljanje problema je kori�s�ceno i kao metoda nastave i kao
nastavna aktivnost. Subjekti ovih istra�zivanja bili su u�cenici (Stoyanova, Eller-
ton, 1996, English, 1997b, Nicolau, Philippou, 2004), ali i studenti nastavni�ckih
fakulteta i sami nastavnici (Leung, Silver, 1997, Abu-Elwan, 1999, Chapman,
2012). Pokazalo se da su i u�cenici i nastavnici sposobni da generi�su interesantne
i svrsishodne matemati�cke probleme. U svojoj jednogodi�snjoj eksperimentalnoj
studiji koja je obuhvatala dizajniranje i primenu programa postavljanja problema
za u�cenike petih razreda osnovnih �skola, Ingli�s (English, 1997b) je kao jedan od
rezultata utvrdila da je do�slo do zna�cajnog napretka u razvoju matemati�ckog
mi�sljenja u odnosu na u�cenike koji nisu u�cestvovali u programu. Nikolau i Fi-
lipu (Nicolau, Philippou, 2004) su ispitivali vezu izmedu sposobnosti postavljanja
problema i uspeha iz matematike u�cenika petog i �sestog razreda. Utvrdili su da
postoji jaka korelacija izmedu ove dve varijable. Silver i Kai (Silver, Cai, 1993,
prema Silver, 1994) su utvrdili da postoji jaka pozitivna veza izmedu postavljanja
problema i re�savanja problema otvorenog tipa. Sa druge strane, od nastavnika se
ne mo�ze o�cekivati da nastavu dr�ze na druga�ciji na�cin od onog koji su oni iskusili
kao u�cenici (Craig, 1999, prema Demir, 2005). Kreg predla�ze da se postavlja-
nje problema uklju�ci u nastavu ne samo u osnovnim i srednjim �skolama, ve�c i
na fakultetima. Kada se postavljanje problema sistematski uklju�cuje u nastavu
matematike, rezultati ukazuju da postoje pozitivni efekti po pitanju sposobnosti
re�savanja problema i stavova prema matematici (Singer i dr., 2012).

Medu mnogim prakti�carima �sirom sveta postoji visok nivo interesovanja da se
postavljanje problema u�cini va�znom komponentom nastavnog procesa i da postane
sastavni deo �skolske nastave matematike (ibidem). Kao i re�savanje problema, po-
stavljanje problema se mo�ze posmatrati kao nastavna aktivnost. Silver (1997) je
ukazao da uklju�civanje u�cenika u aktivnosti postavljanja problema mo�ze pove�cati
njihovu kreativnost, o �cemu svedo�ci i �cinjenica da testovi kreativnosti sadr�ze pi-
tanja u kojima se tra�zi od ispitanika da generi�su probleme. Na primer, Gecel i
D�zekson (Getzel, Jacskon, 1962, prema Silver, 1994) u svojoj bateriji testova za
merenje kreativnosti tra�ze da se generi�su matemati�cki problemi na osnovu infor-
macija koje su sadr�zane u nizu datih pri�ca o nekim realnim �zivotnim situacijama.
Balka (1974, prema Fetterly, 2010) je u svom instrumentu takode koristio posta-
vljanje problema u matematici kao meru matemati�cke kreativnosti.

Postoje najmanje dva razloga za�sto anga�zovanje u�cenika u aktivnostima posta-
vljanja problema mo�ze imati pozitivan uticaj na njihovo u�cenje. Kao prvo, aktiv-
nosti postavljanja problema su kognitivno zahtevni zadaci. Takvi zadaci stimuli�su
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razli�cite vrste u�cenja (Doyle, 1983, prema Singer i dr., 2011) i mogu da obezbede
takve intelektualne kontekste koji podsti�cu bogat matemati�cki razvoj u�cenika.
Takode, ove aktivnosti mogu unaprediti konceptualno razumevanje u�cenika, uti-
cati na razvoj njihovih sposobnosti rasudivanja i matemati�cke komunikacije, i
podsta�ci njihovu radoznalost i interesovanja (NCTM, 1991, prema ibidem). Kao
drugo, proces re�savanja problema �cesto uklju�cuje generisanje i re�savanje sli�cnih
problema (Polya, 1973). Prethodne studije ukazuju da se sposobnost postavlja-
nja kompleksnih problema povezuje sa ve�cim sposobnostima re�savanja problema.
Dakle, ohrabrivanje u�cenika da generi�su probleme ne�ce samo podsta�ci njihovo
razumevanje problemskih situacija, ve�c �ce takode uticati na razvoj naprednijih
strategija re�savanja problema (Singer i dr., 2011). Postavljanje problema, osim
�sto razvija raznovrsno i divergentno mi�sljenje, promovi�se i duh radoznalosti (En-
glish, 1997a). Neki autori (Silver, 1994) takode sugeri�su da �ce matemati�cki pro-
blemi koje formuli�su u�cenici najverovatnije biti povezani sa njihovim sopstvenim
interesovanjima, �sto nije slu�caj sa ve�c postoje�cim problemima iz ud�zbenika. Neke
studije su pokazale da postavljanje problema uti�ce na smanjivanje straha i ank-
sioznosti prema matematici, na formiranje pozitivnih stavova, na menjanje po-
stoje�cih i pogre�snih shvatanja o prirodi matematike (English 1997a, Silver, 1994,
Akay, Boz, 2010). Kori�s�cenje aktivnosti postavljanja problema smanjuje zavi-
snost od tzv. sindroma postojanja samo jednog ta�cnog odgovora �sto je slu�caj
sa ve�cinom matemati�ckih zadataka u postoje�cim ud�zbenicima matematike. Jo�s
jedna va�zna �cinjenica je da u�cenici dobijaju zna�cajniju ulogu u nastavnom pro-
cesu, �cime njihova odgovornost za sopstveno u�cenje postaje ve�ca. Aktivnosti
postavljanja problema imaju i svoj socijalni aspekt, koji se ogleda u tome da na-
kon generisanja matemati�ckih problema, u�cenici saop�stavaju i dele ove zadatke
sa svojim vr�snjacima i re�savaju ih.

Postavljanje problema, (Silver, 1994, English, 1997a), mo�ze se javiti pre pro-
cesa re�savanja problema (kada se od u�cenika tra�zi da problem generi�su na osnovu
neke date realne ili ve�sta�cki kreirane situacije; i pri tome cilj nije re�savanje pro-
blema ve�c kreiranje novih), tokom procesa re�savanja problema (kada se vr�si pre-
formulacija problema, odnosno, dati uslovi, odnosi i zahtevi se upotrebljavaju na
druga�ciji na�cin sa ciljem da se lak�se dode do re�senja problema, na primer druga
etapa po Polji), ili nakon re�savanja odredenog problema (kada se vr�si generisa-
nje novih problema na osnovu iskustva dobijenog re�savanjem jednog odredenog
ili niza nekih problema tako �sto se variraju ili dodaju uslovi ili ciljevi polaznog
zadatka, na primer �cetvrta etapa po Polji). Stojanova, Elerton (Stoyanova, Eller-
ton, 1996) razlikuju tri osnovna tipa aktivnosti i situacija postavljanja problema:
slobodne, polustruktuirane, struktuirane.

O slobodnom tipu aktivnosti postavljanja problema govorimo kada od u�cenika
tra�zimo da generi�su problem na osnovu neke date situacije (koja mo�ze imati
osnovu u realnim �zivotnim situacijama ili biti ve�sta�cki kreirana). U�cenicima
mo�zemo da damo odredeni fragment informacije i da od njih tra�zimo da ge-
neri�su matemati�cki problem koriste�ci tu informaciju na neki na�cin (npr. dajemo
im re�cenicu: U jednom redu stoji 10 devoj�cica i 10 de�caka. Zatim tra�zimo od njih
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slede�ce: Sastavi �sto vi�se matemati�ckih zadataka koriste�ci ovu informaciju na neki
na�cin). Takode, mo�zemo da tra�zimo od u�cenika osmisle i napi�su novo pitanje o
nekoj speci��cnoj temi date oblasti (npr. nastavnik mo�ze da tra�zi od u�cenika da
osmisle matemati�cki zadatak iz oblasti povr�sine pravougaonika). Elerton je uvela
tzv. kreativno pisanje u nastavu matematike, tako �sto je od u�cenika tra�zila da
sami osmisle i sastave matemati�cke probleme koji bi po njihovom mi�sljenju bili
te�ski njihovim vr�snjacima (Stoyanova, Ellerton, 1996). Po njoj, de�cije izra�zavanje
matemati�ckih ideja kroz kreiranje njihovih sopstvenih problema ilustruje ne samo
njihovo razumevanje i nivo razvoja matemati�ckih pojmova, ve�c i re�ektuje njihovu
percepciju prirode matematike. U literaturi nailazimo na jedan broj eksperime-
nata u kojima u�cenici samostalno generi�su probleme koje zatim re�savaju oni sami,
drugi u�cenici iz razreda ili slede�ca generacija u�cenika. Van der Brink (Van der
Brink, 1987, prema Silver, 1997) navodi jedan eksperiment sa u�cenicima prvog
razreda jedne osnovne �skole u Holandiji. U�cenici su sastavili i ilustrovali stranicu
sa aritmeti�ckim zadacima namenjenu deci koja �ce naredne godine upisati prvi
razred. Hili (Healy 1993, ibidem) izvodi sli�can eksperiment sa u�cenicima srednje
�skole u SAD-u koji naziva ½napravi knjigu�. U�cenici u�ce geometrijske sadr�zaje pri
�cemu ne koriste komercijalni ud�zbenik, ve�c prave svoj sopstveni unose�ci u njega
sve ono do �cega dolaze istra�zivanjem. Skiner (Skinner, 1991, Ibidem) sli�cno tome
anga�zuje u�cenike prvog razreda u postavljanju problema koji �cine bazu za kasnije
aktivnosti re�savanja problema. Anga�zovanje u�cenika u postavljanju i re�savanju
problema u svim ovim slu�cajevima podsti�ce razvoj �uentnosti, jedne od klju�cnih
karakteristika kreativnosti.

Polustruktuiran tip imamo kada u�cenicima dajemo otvorenu situaciju i tra�zimo
od njih da istra�ze njenu strukturu i dopune je, odnosno kompletiraju koriste�ci zna-
nje, ve�stine, pojmove i relacije iz svog prethodnog iskustva (na primer, mo�zemo
da tra�zimo od njih da sastave matemati�cki problem ili pri�cu na osnovu date jed-
nakosti, izraza, slike, �gure, tabele itd.). Hart (1981) tra�zi od u�cenika da sastave
matemati�cki problem koji odgovara odredjenom matemati�ckom izrazu. Njen cilj
bio je da ispita kako se u�cenici snalaze kada je potrebno da konkretnim situa-
cijama opi�su date simboli�cke izraze (Silver, 1994). Vinograd zapa�za da u�cenici
obi�cno kreiraju matemati�cke probleme sa kojima oni sami imaju pote�sko�ca da
ih shvate i re�se (Winograd, 1991, prema Stoyanova, Ellerton, 1996). Ovakve
aktivnosti poma�zu u�cenicima i osposobljavaju ih da vr�se generalizaciju, a mate-
matiku �cine mnogo smisaonijom. Takode, u�cenici koji su imali ovakva iskustva na
�casovima matematike, pokazuju tendenciju prema integrisanju sadr�zaja nastave
matematike sa sadr�zajima drugih predmeta (ibidem).

Struktuiranu situaciju postavljanja problema imamo kada su aktivnosti posta-
vljanja problema zasnovane na nekom odredenom i datom problemu. Od u�cenika
tra�zimo da konstrui�su nove probleme koji su na neki na�cin povezani sa datim
problemom ili njegovim re�senjem. Krutetski (Krutetskii, 1976) je, na primer,
kako bi istra�zio strukturu matemati�ckih sposobnosti, kao alat istra�zivanja davao
u�cenicima da dovr�se ili da rekonstrui�su speci��cnu problemsku strukturu. U svom
istra�zivanju koristio je probleme sa pitanjima koja su nedostajala, sa nedovoljno
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podataka i sa vi�skom informacija. Ha�simoto je otkrio da tra�zenje od u�cenika
da postave problem koji je sli�can nekom re�senom problemu mo�ze biti korisna na-
stavna metoda koja pru�za uvid u u�cenikovo shvatanje i razumevanje matemati�ckih
pojmova (Hashimoto, 1987 prema Stoyanova, Ellerton, 1996). Jo�s jedan pristup
nastavi, koji naro�cito podsti�ce razvoj �eksibilnosti mi�sljenja, razvili su Braun i
Volter (Brown,Walter, 1983), pod imenom ½What-if-not?� (½�Sta-ako-nije?�). Ova
metoda se sastoji u tome da u�cenici generi�su nove probleme iz prethodno re�senih
variraju�ci uslove ili ciljeve originalnog problema.

Mada su prednosti koje postavljanje problema pru�za zaista mnogobrojne, ipak
bi trebalo ukazati i na neke slabosti. Silver (1994) je zabele�zio da neke studije
ukazuju da postavljanje problema mo�ze izazvati izvestan otpor kod u�cenika, jer
ove aktivnosti, osim �sto zahtevaju misaone sposobnosti vi�seg reda, odgovornost
za u�cenje u ve�coj meri prebacuju na samog u�cenika. Te�sko�cu za u�cenike mo�ze
predstavljati i �cinjenica da nastava koja koristi postavljanje problema odstupa od
tradicionalne �seme nastave matematike koja koristi isklju�civo probleme sa jed-
nim ta�cnim odgovorom ili re�senjem, a na koje su u�cenici navikli. Sli�cno, u svojoj
studiji Silver i Mamona (1989, prema ibidem) su utvrdili da postoji izvesna odboj-
nost srednjo�skolskih nastavnika prema zadacima u kojima se tra�zi da postavljanje
problema. Smatramo, da razlog ovome mo�ze biti i �cinjenica da je za pripremu
jednog �casa na kome �ce se koristiti aktivnosti postavljanja problema potrebno
ulo�ziti mnogo vi�se vremena i truda. Odgovornost nastavnika je ve�ca. Potrebno je
da osmisli situacije koje �ce u�cenike podsta�ci da samostalno generi�su svrsishodna
pitanja i zadatke. Pri tome, potrebno je izabrati situacije i aktivnosti koje su u
matemati�ckom smislu vredne. Jedan takav �cas se nikada ne mo�ze u potpunosti
isplanirati, zato �sto nastavnik ne mo�ze da predvidi sve mogu�ce odgovore u�cenika.
Mo�ze se desiti da u�cenici kreiraju takva pitanja i zadatke na koje mo�zda ni sam
nastavnik nema odgovor. Takode, trebalo bi uzeti u obzir da ve�cina nastavnika
tokom svog �skolovanja nije imala priliku da iskusi nastavne aktivnosti ovakvog
tipa.

3 Neki mogu�cnosti primene aktivnosti i situacija po-

stavljanja problema u po�cetnoj nastavi matematike

Nastavnik predstavlja jedan od klju�cnih faktora nastavnog procesa. Na njemu
je da izabere, osmisli, pripremi situacije i aktivnosti koje �ce u�cenike anga�zovati
u relevantnim i svrsishodnim situacijama i aktivnostima re�savanja i postavljanja
problema. Stoga, name�ce se pitanje da li su i u kojoj meri nastavnici upoznati
sa mogu�cnostima i prednostima koje pru�zaju situacije i aktivnosti postavljanja
problema. Prema na�sim saznanjima, aktivnosti postavljanja problema se skoro
uop�ste ne koriste u nastavi matematike u �skolama u Srbiji. U po�cetnoj nastavi
matematike mali procenat u�citelja koristi situacije u kojima od u�cenika tra�zi da
osmisle tekst zadatka na osnovu zadatog izraza ili jednakosti (Mihajlovi�c, 2012),
ali se ova aktivnost uglavnom zavr�sava saop�stavanjem teksta zadatka, bez ika-
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kve dublje analize produkata u�cenika. Kao �sto smo ve�c naveli, priprema �casova
ovakvog tipa zahteva od nastavnika i vi�se vremena, ali i promi�sljanje da li je
neka situacija ili aktivnost dovoljno podsticajna i vredna u matemati�ckom smi-
slu, odnosno koja znanja i ve�stine �ce u�cenici ste�ci postavljanjem problema u datoj
situaciji. Najve�cu prepreku za kori�s�cenje aktivnosti i situacija postavljanja pro-
blema za nastavnike predstavlja nedostatak odgovaraju�ce relevantne literature i
modela istih na srpskom jeziku. Literatura je na stranom jeziku, a u ud�zbenicima
skoro da i nema drugih tipova matemati�ckih problema osim onih tradicionalnih.
Sve ovo name�ce potrebu da se vi�se pa�znje posveti osposobljavanju nastavnika,
tokom redovnih studija i kroz programe stru�cnog usavr�savanja, za pripremu i re-
alizaciju �casova na kojima �ce u�cenici samostalno ili uz njihovu pomo�c postavljati
probleme.

U ovom delu rada prikazali smo neke mogu�cnosti i primere kori�s�cenja aktivno-
sti i situacija postavljanja problema u po�cetnoj nastavi matematike. Smatramo da
treba napomenuti da ne mora �citav �cas biti posve�cen postavljanju problema, kao
i da se neki primeri ne moraju obavezno i isklju�civo raditi na samo jednom �casu.
Dakle, vreme za rad na aktivnostima ovog tipa nije �ksirano, utvrdeno. Cilj je
omogu�citi u�cenicima da samostalno konstrui�su matemati�cke ideje razvijaju�ci tako
ne samo svoje znanje i ve�stine, ve�c i svoje mi�sljenje i kreativnost.

U�cenicima kao izvor za postavljanje problema mo�zemo ponuditi slike (iz �casopi-
sa, novina, knjiga i sl.), ilustracije (iz ud�zbenika), razli�cite tabele, gra�kone, di-
jagrame. Izvor za generisanje problema mo�ze biti i tekst (na primer, neka pri�ca,
bajka, �clanak iz novina i sl.). Mo�zemo koristiti i tradicionalne matemati�cke pro-
bleme koje nalazimo u ud�zbenicima matematike. Izostavljanjem pitanja i nekih
podataka iz zadatka, otvaramo mogu�cnost da u�cenici sami generi�su �sto vi�se pro-
blema na osnovu onog �sto je dato.

Primer 3.1. (Ud�zbenik za tre�ci razred osnovne �skole, prvi deo, Kreativni cen-
tar, str. 60) Originalni zadatak iz ud�zbenika glasi: Nata�sa je sama kod ku�ce i

mo�ze da telefonira koliko �zeli. Prvo je pri�cala sa Jelenom 22 minuta. Posle je

zvala Milanu i sa njom razgovarala 28 minuta du�ze, a sa Nikolom je razgovor

trajao 13 minuta kra�ce nego sa Milanom. Koliko je razgovarala sa Milanom?

Koliko je trajao razgovor sa Nikolom? Sa kim je najdu�ze razgovarala? Sa kim

najkra�ce? Koliko je ukupno razgovarala? Modi�kacija ovog zadatka bi mogla da
bude izostavljanje pitanja. Tra�zimo od u�cenika da sami otkriju �sta sve mo�zemo
da izra�cunamo na osnovu datih podataka, odnosno da pronadu �sto vi�se podataka
koji se mogu izra�cunati na osnovu datih uslova zadatka. Osim prvobitnog cilja,
a to je uve�zbavanje postupaka ra�cunskih operacija, modelovanje tekstualnih za-
dataka u matemati�cke izraze, utvrdjivanje odnosa za toliko ve�ci i za toliko manji
broj, nastavnik sada kroz pitanja koja kreiraju sami u�cenici ima uvid u kvalitet i
strukturu njihovih matemati�ckih znanja, kao i u proces matemati�ckog mi�sljenja.
Nakon kreiranja odgovaraju�cih pitanja, nastavnik mo�ze da kao dodatnu aktivnost
tra�zi od u�cenika da menjaju pojedine uslove zadatka ili da dodaju nove.

Primer 3.2. (Ud�zbenik za �cetvrti razred osnovne �skole, prvi deo, Kreativni cen-
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tar, str. 39). Iskoristi�cemo tabelu datu u okviru jednog zadatka u ud�zbeniku
matematike za �cetvrti razred (tabela 1). U�cenicima mo�zemo prikazati tabelu i
tra�ziti od njih da sami formuli�su �sto vi�se tekstualnih problema koji �ce koristiti
neke od podataka iz date tabele.

Dr�zava Broj stanovnika

Gr�cka 10 668 354

Italija 58 103 033

Austrija 8 184 691

Srbija 7 397 651

Nema�cka 82 431 390

Madarska 10 006 835

Velika Britanija 60 441 457

Tabela 1: Primer iz ud�zbenika za �cetvtri razred osnovne �skole

U�cenicima na ovaj na�cin pru�zamo mogu�cnost da osim uve�zbavanja algori-
tama ra�cunskih operacija, razvijaju svoje verbalne sposobnosti, sposobnosti pra-
vilnog pismenog izra�zavanja, ali i da uspostavljaju relevantne matemati�cke veze i
ideje. Shvati�ce va�znost preciznog formulisanja tekstualnih problem, i pru�zi�ce im
se mogu�cnost za korelaciju sa drugim nastavnim predmetima i realnim �zivotnim
situacijama. Bez obzira na �cinjenicu da mo�zda ne�ce svi u�cenici biti uspe�sni u
generisanju problema, ovakva aktivnost za njih predstavlja va�zno iskustvo. Sa
druge strane, ovi u�cenici se mogu uspe�sno anga�zovati u re�savanju matemati�ckih
problema koje su sastavili drugi u�cenici.

Primer 3.3. U�cenicima �citamo slede�ci zadatak: Matija je sino�c slavio svoj roden-
dan. Zvono na ulaznim vratima je pritisnuto ukupno 10 puta. Kada je prvi put

zazvonilo stigao je samo jedan gost. Svaki slede�ci put kada je zazvonilo stigla su

tri gosta vi�se nego pri prethodnom zvonjenju. Kako mo�ze da glasi pitanje? Sastavi

�sto vi�se pitanja koja su na neki na�cin povezana sa ovim zadatkom.

U�cesnici kreiraju pitanja koji zavise od njihovog matemati�ckog znanja, imagi-
nacije ili kreativnosti, ali i prethodnih iskustava u re�savanju problema. Naglasak
nije na uve�zbavanju procedura, ve�c da se u�cenicima omogu�ci da razvijaju mate-
mati�cke ideje.

Primer 3.4. Kada od u�cenika tra�zimo da na osnovu neke date slike kreiraju
sopstvene matemati�cke probleme, onda zapravo dobijamo uvid u njihovo razu-
mevanje matemati�ckih koncepata. Ovo je veoma dobra ve�zba ukoliko �zelimo da
dobijemo informacije o njihovom shvatanju smisla ra�cunskih operacija. Jo�s jedan
aspekat je uo�cavanje kvaliteta veza koje u�cenici uo�cavaju i uspostavljaju sa real-
nim situacijama. Na primer, u�cenik generi�se zadatak slede�ceg sadr�zaja: Mama je

ju�ce umesila 3450 kola�ca, a danas je umesila 420 kola�ca vi�se. Koliko je ukupno

kola�ca umesila za ova dva dana? Bez obzira na ispravno kori�s�cenje matemati�ckih
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odnosa i operacija u zadatku, ne treba zanemariti �cinjenicu da je realni kontekst
zadatka nekorektan, odnosno da brojevne vrednosti koje se koriste u zadatku ne
oslikavaju realne mogu�cnosti.

Primer 3.5. �Cak i na najmladem �skolskom uzrastu uz jednostavne primere u ko-
jima se od u�cenika tra�zi da osmisle tekst koji bi odgovarao nekom matemati�ckom
izrazu (na primer: 5+2) mo�zemo uve�zbavati razumevanje odgovaraju�cih ra�cunskih
operacija i podsta�ci razvoj misaonih operacija. U�cenici bi trebalo da osmi�sljavaju
situacije �cijim apstrahovanjem se dobija navedeni izraz. Pri tome, osim �sto
imaju mogu�cnost da vr�se povezivanje sa realnim situacijama, u�cenici razvijaju
�uentnost, �eksibilnost, ali i originalnost u svojim odgovorima. Ovakve aktivno-
sti, takode, omogu�cavaju nastavniku da vr�si diskusiju u odeljenju i da podsti�ce
u�cenike da medusobno razmenjuju mi�sljenje. Razvijaju se kreativno i logi�cko
mi�sljenje, rasudivanje i verbalne sposobnosti.

Primer 3.6. Izra�cunaj koliko je 45 · 3, a zatim na osnovu toga osmisli sam nove

zadatke koje �ce�s re�siti koriste�ci ono �sto si ve�c izra�cunao.

Odgovori u�cenika, odnosno matemati�cki zadaci koje sastavljaju daju nam in-
formaciju o kvalitetu i �sirini njihovih znanja, o eventualnim ½�supljinama� i pro-
pustima. Ovaj zadatak nema jedno, jedinstveno re�senje, i kao takav omogu�cava
u�cenicima da razvijaju �uentnost, �eksibilnost i originalnost mi�sljenja. Ovakvi
primeri nastavniku mogu slu�ziti i kao svojevrsna metoda procene i pomo�ci mu u
pripremi nastavnih aktivnosti na narednim �casovima.

Npr. neki od primera koje u�cenici mogu dati (Mihajlovi�c, 2012) su:

45 · 3 = 135 3 · (40 + 5) = 135 3 · 45 = 135 (6 : 2) · 45 = 135
135 : 45 = 3 3 · 450 = 1350 6 · 45 = 270 itd.

Primer 3.7. Mo�zemo od u�cenika da tra�zimo da generi�su zadatke za druge u�cenike:

1. Sastavi zadatak koji bi bio interesantan tvojim drugovima iz odeljenja.

2. Sastavi zadatke za radni listi�c kojima bi tvoji drugovi trebalo da prove�zbaju

sve �sto ste u�cili o jedna�cinama.

3. Sastavi jedan lak zadatak, jedan srednje te�zine i jedan te�zak iz oblasti Obim

trougla.

Ovakve aktivnosti mogu otkriti nastavniku dosta o znanjima u�cenika i razu-
mevanju odredenih sadr�zaja, i kao i kod prethodnog primera poslu�ziti u planira-
nju budu�cih nastavnih aktivnosti. Osim matemati�cke strane ovakvih zadataka,
u�cenici ve�zbaju pismeno izra�zavanje.

Primer 3.8. Marko je na putu do ku�ce ispustio listi�c sa zadatkom koji mu je

u�citeljica dala za doma�ci. Listi�c je upao u baru, tako da kada ga je Marko izvukao

video je da su se neki delovi zadatka izbrisali. Na slici mo�zete videti �sta je ostalo

na Markovom listi�cu (slika 1).
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Slika 1: Izgled zadatka

Poku�sajte da smislite kako je sve mogao da glasi Markov zadatak, pa ga onda

re�site.

Dok rade na ovakvom tipu matemati�ckog zadatka, osim postavljanja pro-
blema, u�cenici istovremeno uve�zbaju i ve�stine re�savanja problema. Kada dopune
zadatak, nastavnik ih podsti�ce da provere da li se taj zadatak mo�ze re�siti. Odno-
sno, zajedno sa u�cenicima vr�si re�eksiju o uradenom, upu�cuje ih da provere da li
su svi dati podaci u zadatku u skladu sa onim tra�zenim, da li imamo manjak, ili
mo�zda vi�sak podataka, da li je pitanje moglo da glasi druga�cije itd.

Primer 3.9. U�cenicima saop�stavamo da �cemo igrati jednu strategijsku igru. Igra
izgleda ovako: Stavi�cemo 5 �zetona u jedan red. Igra se tako �sto najpre igra jedan,

pa zatim drugi igra�c. Svaki put, igra�c ima pravo da uzme jedan ili dva �zetona (po

izboru). Pobednik je onaj koji uzme poslednji �zeton, tj. �zetone.

Treba da odgovorimo na slede�ca pitanja:

1. Da li mo�zemo da nademo kako treba da igra prvi igra�c da bi uvek pobedivao
(pobedni�cku strategiju)?

2. Da li je igra ½fer�? (Igra je ½fer� ako svaki igra�c ima podjednaku �sansu da
pobedi.)

3. Menjaju�ci neka pravila ili delove igre, napravite svoju sopstvenu.

Poslednji zahtev predstavlja aktivnost postavljanja problema. Kako bismo
pomogli u�cenicima mo�zemo da koristimo strategiju koju predla�zu Brown i Volter
(1983), ½�Sta-ako-ne?�. U�cenicima mo�zemo postaviti slede�ca dodatna pitanja: �Sta

bi bilo sa igrom ako bi broj �zetona na po�cetku igre bio paran? �Sta bi bilo ako

bi igra�ci uzimali jedan ili tri �zetona? Na nivou u�cenika mladih razreda osnovne
�skole u�cenici �ce do odgovora dolaziti eksperimentisanjem, istra�zivanjem (u starijim
razredima osnovne �skole, i u srednjoj �skoli mo�ze se kao polazna osnova koristi igra
½Nim�).

4 Zaklju�cak

Nastava kao sistem predstavlja jedno �siroko didakti�cko i metodi�cko podru�cje,
koje podrazumeva aktivno, samostalno i kreativno u�ce�s�ce u�cenika u svim fazama
nastavnog procesa. Medutim, uprkos tome, u praksi jo�s uvek preovladava tradi-
cionalna nastava u kojoj se uloga nastavnika prenagla�sava, komunikacija izmedu
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u�cenika i nastavnika je jednosmerna, a u�cenik je u poziciji objekta. Osnovni cilj
procesa u�cenja prema tradicionalnom gledi�stu jeste boga�cenje ili gomilanje zna-
nja, pri �cemu se koli�cina �cinjenica i podataka koje bi u�cenici trebalo da usvoje
pove�cava iz dana u dan. Nasuprot ovom stanovi�stu, konstruktivisti�cka teorija
saznanja zastupa uverenje da se proces u�cenja odvija tako �sto u�cenici aktivno
grade ili konstrui�su znanje. Ovo je razlog za�sto se u nastavi pristupa odabiru
onih oblika rada, nastavnih metoda i sistema koji stvaraju uslove za maksimalan
razvoj mi�sljenja i sposobnosti dece. Do znanja se mo�ze do�ci na razli�cite na�cine, ali
�ce najkvalitetnija biti znanja ste�cena sopstvenim saznajnim naporima. U skladu
sa ovim javljaju se brojni inovativni modeli u nastavi, �ciji je cilj stavljanje u�cenika
u polo�zaj aktivnog subjekta, istra�ziva�ca, saradnika, jednog od kreatora nastavnog
procesa i korisnika najraznovrsnijih izvora informacija. Jedan od takvih nastavnih
modela jeste i nastava koja koristi situacije i aktivnosti postavljanja problema.
Bez obzira na prednosti koje postavljanje problema pru�za i u�ceniku i nastav-
niku, ipak se ovakve aktivnosti malo koriste u praksi. Osim �sto priprema �casova
ovakvog tipa zahteva od nastavnika vi�se vremena i truda, veliku te�sko�cu predsta-
vlja i nedostatak odgovaraju�ce relevantne literature i modela na srpskom jeziku.
Sve ovo ukazuje da bi posebnu pa�znju trebalo usmeriti ka pisanju i publikova-
nju odgovaraju�cih metodi�ckih priru�cnika sa primerima i konkretnim modelima,
ali i osposobljavanju nastavnika kroz programe stru�cnog usavr�savanja i tokom
redovnih studija.
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Apstrakt

Re�savanje problemskih zadataka u nastavi matematike ima niz pozitivnih

efekata od kojih se u prvi plan isti�cu: aktiviranje misaonih procesa u�cenika,

misaono anga�zovanje u�cenika, izazivanje intelektualne radoznalosti u�cenika,

podsticanje logi�ckog, kriti�ckog, apstraktnog i stvarala�ckog mi�sljenja, mo-

tivisanje u�cenika, podsticanje darovitosti u�cenika, negovanje samostalnosti

u radu i sl. Zbog mnogobrojnih kvaliteta do kojih se dolazi re�savanjem prob-

lemskih zadataka, pre svega, zbog njihovog pozitivnog uticaja na misaoni

razvoj u�cenika, oni dobijaju sve ve�ci zna�caj u po�cetnoj nastavi matem-

atike. To je jo�s razumljivije ako se ima na umu da u�cenike od prvih dana

�skolovanja treba u�citi da misle i logi�cki rasuÄ`uju, odnosno osposobljavati

ih za re�savanje problema. Te�sko�ce i prepreke, koje su glavna karakteristika

problemskih zadataka, su upravo ono �sto podsti�ce misaoni razvoj u�cenika i

ima pozitivan uticaj na proces u�cenja. Klju�cne re�ci: problemski zadaci,

problem, mi�sljenje, nastava matematike, misaoni razvoj u�cenika.

Za re�savanje problemskih zadataka neophodno je uspostavljanje veza i odnosa
izmedu datih i tra�zenih podataka. U procesu pronala�zenja odnosa izmedu po-
dataka u�cenici ula�zu misaoni napor i rasuduju o problemima. Govore�ci o re�savanju
problemskih zadataka posebnu pa�znju treba obratiti na metode njihovog re�savanja.
Metode re�savanja problemskih zadataka u po�cetnoj nastavi matematike svrstane
su u grupe: direktne metode re�savanja matemati�ckih problema (sinteti�cka, anal-
iti�cka i analiti�cko-sinteti�cka) i indirektne metode re�savanja problemskih zadataka
(pomo�cu geometrijskih modela: metoda du�zi, metoda tablice, pravougaonika,
Venovog dijagrama i fokusnog dijagrama; pomo�cu logi�cko-aritmeti�ckih modela:
metoda inverzije, la�zne pretpostavke i metoda logike). Re�savanje problemskih za-
dataka pomo�cu modela je od velikog zna�caja jer se na taj na�cin podsti�cu misaone
sposobnosti u�cenika i u�cenici postepeno navikavaju na samostalno izgradivanje
modela, �sto ih postepeno osposobljava i za samostalan �zivot i rad.

U radu se ukazuje na teorijske osnove re�savanja problemskih zadataka u po�cetnoj
nastavi matematike, na sposobnosti u�cenika koje su od zna�caja za proces re�savanja
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problemskih zadataka, na zna�caj re�savanja problemskih zadataka, odnosno njihov
pozitivan uticaj na proces u�cenja u nastavi matematike. Takode, ukazuje se i na
metode re�savanja problemskih zadataka u po�cetnoj nastavi matematike.

1 Uvod

U nastavi matematike, pa samim tim i u po�cetnoj nastavi matematike, preko za-
dataka se ostvaruju svi zadaci nastave matematike. Od izbora zadataka u nastavi
matematike zavisi koje �cemo zadatke nastave matematike uspeti da ostvarimo,
kao i kvalitet nastave. Uloga matemati�ckih zadataka je u tome �sto, s jedne
strane, kona�can cilj nastave matematike jeste da u�cenici ovladaju metodama
re�savanja sistema matemati�ckih zadataka, a, s druge strane, ona je odredena i
time �sto je cilj nastave matematike mogu�ce posti�ci prvenstveno re�savanjem sis-
tema matemati�ckih zadataka. Na taj na�cin, re�savanje zadataka u nastavi matem-
atike javlja se i kao cilj i kao sredstvo nastave.

Ako, sa druge strane, posmatramo cilj i zadatke nastave matematike za os-
novnu �skolu, vide�cemo da se kao va�zan zadatak nastave matematike isti�ce potreba
da ½razvija u�cenikovu sposobnost posmatranja, opa�zanja i logi�ckog, kriti�ckog,
stvarala�ckog i apstraktnog mi�sljenja� (Nastavni program matematike za osnovnu

�skolu u Republici Srbiji, 1996: 3).
Savremena didaktika nastoji da pronade podesne oblike uspe�snog u�cenja i or-

ganizacije nastave koji �ce pove�cati e�kasnost nastave. Kada se govori o e�kasnosti
u�cenja isti�ce se apstraktno mi�sljenje i ovladavanje nau�cnim metodom mi�sljenja.
Apstraktno mi�sljenje se sve vi�se isti�ce, jer u uslovima sve ve�ceg nagomilavanja
nau�cnih saznanja i �cinjenica, apstraktno mi�sljenje olak�sava br�ze snala�zenje i poimanje
procesa. Izmedu apstraktnog mi�sljenja i re�savanja problema postoji uska povezanost
u tom smislu �sto je re�savanje problema "orude i funkcija razvijanja apstrak-
tnog mi�sljenja, nau�cnog metoda mi�sljenja i prirodan oblik ispoljavanja intelekta
i drugih svojstava li�cnosti" (Prodanovi�c, Ni�ckovi�c, 1974: 354).

Navedeno govori o va�znosti problemskih zadataka u po�cetnoj nastavi matem-
atike, jer u�cenike od prvih dana �skolovanja treba u�citi da misle i logi�cki rasuduju,
odnosno osposobljavati ih za re�savanje problema. Takav na�cin rada, od prvih
dana �skolovanja, priprema�ce mlade generacije da se snadu u brojnim problemima
svakodnevnog �zivota. Prema re�cima V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Drozina,
kako je re�savanje nestandardnih zadataka jedan od aspekata kreativnosti, to je
za uspe�sno obrazovanje, u tom procesu neophodno nau�citi u�cenike stvarala�ckim
aktivnostima (2010: 9).

Prvo na �sta valja ukazati pri razmatranju problemskih zadataka, jeste �cinjenica
da u literaturi ovi zadaci imaju vi�se sinonimnih naziva: nestandardni zadaci,
logi�cki zadaci, zanimljivi zadaci, mozgalice, glavolomke itd. Mi smo se opredelili
za termin problemski zadaci i pod njima podrazumevamo zadatke koji u sebi
sadr�ze neku prazninu, te�sko�cu za u�cenike i za �cije re�savanje je neophodno ulaganje
misaonih napora i primena neke od metoda re�savanja problemskih zadataka.
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Kada govori o problemu M. Vilotijevi�c u Didaktici I jasno obja�snjava razliku
izmedu zadatka i problema: "Zadatak je mnogo �siri i obuhvatniji pojam. U tom
okviru od u�cenika se mo�ze tra�ziti da zapamti neke �cinjenice, da protuma�ci neki
sadr�zaj uz sve poznate podatke, da, na osnovu nekoliko o�ciglednih primera, izvu�ce
zaklju�cak, da uradi ne�sto na osnovu ranije vi�se puta primenjivanog i poznatog
obrasca. Zna�ci, da rutinski primeni poznate i primenjivane operacije. U �siroki
raspon, koji ima pojam zadatak, sme�sta se i pojam problem koji jeste zadatak, ali
sa mnogo posebnosti koje treba odrediti" (1999: 241).

Problem je, prema M. Vilotijevi�cu (1999), zadatak koji ima slede�ce odlike: a)
ne�sto nepoznato, neku prazninu koju treba otkriti i popuniti na osnovu podataka
i odnosa koji nisu izri�cito dati; b) razli�cit broj mogu�cnosti za re�savanje (jedna ili
vi�se); v) veliku kompleksnost (za re�savanje je potreban veliki broj slo�zenih logi�ckih
operacija); g) mogu�cnost za re�senje ne pomo�cu nekog ustaljenog obrasca (algo-
ritma), nego je za re�savanje potreban stvarala�cki pristup i iskustvo; d) re�savanjem
problema produbljuje se znanje, usvajaju nove strukture saznavanja i razvijaju
mentalne sposobnosti kod u�cenika.

Prema re�cima Ceha (Zech) re�savanje problema "je su�stinski usmereno na jedan
vid mi�sljenja, koji se opisuje kao pona�sanje pri re�savanju problema ili produktivno
mi�sljenje" (1998: 359).

Kod problemskih zadataka "nije lako utvrditi veze izmedu datih i tra�zenih po-
dataka" (Deji�c, Egeri�c, 2003: 276). Sa druge strane te�sko�ce na koje u�cenik nailazi
prilikom re�savanja problemskih zadataka imaju pozitivan uticaj na proces u�cenja,
jer kako isti�ce S. Mari�ci�c, "nema istinskog u�cenja, ako u�cenik tokom usvajanja
znanja ne nailazi na te�sko�ce, prepreke, koje sam svojom misaonom aktivno�s�cu
razre�sava" (2006: 41).

U svom radu J. Randelovi�c (2005) prihvata poznato zna�cenje re�ci problem �
kao jezi�cke odrednice gr�ckog porekla sa zna�cenjem: zagonetka, problem, sporno
ili nere�seno pitanje, pitanje koje se te�sko re�sava.

Govore�ci o problemskim zadacima, M. Deji�c i M. Egeri�c isti�cu da im je velika
uloga "u razvijanju stvarala�ckog mi�sljenja" (2003: 276). Problemske zadatke
"treba zadavati darovitima za matematiku i na taj na�cin podsticati tu darovitost"
(Isto, 2003: 276).

Prema re�cima V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Drozina nestandardni za-
datak je onaj koji u sebi sadr�zi ne�sto originalno i kreativno (2010: 6). Pomenuti
autori, obja�snjavaju�ci vezu izmedu nestandardnih zadataka i kreativnosti, isti�cu
da su kreativnost i nestandardni zadaci nerazdvojni (Isto 2010: 9).

Ono �sto je karakteristi�cno za problemske zadatke jeste skrivenost odnosa
izmedu: datog i tra�zenog (otkrivanje jasnih relacija izmedu datog i tra�zenog),
poznatog i nepoznatog, eksplicitnog i implicitnog, starog i novog. Takode, prob-
lemske zadatke odlikuju zanimljivost, zagonetnost, neo�cekivana re�senja, pa stoga
deluju kao sna�zno motivaciono sredstvo i bude interes za matematiku.

M. Stevanovi�c i A. Muradbegovi�c (1990) isti�cu da re�savanje problema po-
drazumeva aktivnosti u slede�coj trijadi:
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1. problemska situacija,

2. aktivnost u�cenika, i

3. ostvarenje cilja.

U po�cetnoj problemskoj situaciji dati su osnovni podaci ali pomo�cu njih u�cenik
mora na�ci nove. U�cenik je pred te�sko�com i da bi je otklonio u pomo�c priziva
prethodna znanja i iskustva i ula�ze odredene misaone napore. Napu�sta se stereotipno
i rigidno pona�sanje i tra�ze se novi putevi re�savanja. U�cenik mora otkriti nove veze
i odnose u pojavama koje su predmet zadatka. Subjekt je u re�savanju problema
misaono aktivan.

Problemska situacija ima svoje sastavne delove, a to su: podaci, znanje, moti-
vacija, te�sko�ca, prepreka i neizvesnost. Aktivnost u�cenika podrazumeva: sposob-
nosti, metode, oblike i sredstva. Ostvarenje cilja ima slede�ce sastavne delove:
re�senje problema, nova znanja, zaklju�cci i generalizacije.

Prema re�cima V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Drozina, struktura stvrala�ckog
procesa sadr�zi u sebi slede�ce aspekte: uvideti problem � mobilisati specijalna
znanja � sa�ciniti zaklju�cak � oformiti (oblikovati) u obliku znakova (simbola) �
proveriti (2010: 33). Dok se struktura re�savanja zadatka sastoji iz: analize za-
datka � �sematskog zapisa � tra�zenja sposobnosti za re�savanje � implementacije
re�senja � provere re�senja � istra�zivanja� formulisanja odgovora � analize re�senja
(Isto, 2010: 33). Poredenjem strukture re�savanja zadataka i strukture stvar-
ala�ckog procesa, dolaze do zaklju�cka, da se po svojoj su�stini podudaraju, �sto
govori u prilog va�znosti re�savanja problemskih zadataka u nastavi matematike.
Re�savaju�ci zadatke prema datoj strukturi, u�cenici �ce se postepeno osposobljavati
i za stvarala�cki process.

Pri re�savanju problemskih zadataka Polja (G. Polya) navodi �cetiri glavne ta�cke
za re�savanje matemati�ckih problema:

Prvo: mora�s da razume�s zadatak.
Drugo: mora�s da izradi�s plan za re�savanje.
Tre�ce: sprovedi svoj plan.
�Cetvrto: proveri dobijeno re�senje.(Polja, 1966: strana omota).
Govore�ci o psiholo�skom procesu pri re�savanju problema, Ceh navodi slede�ce

�cetiri faze:

1. pojavljivanje pitanja za razmi�sljanje;

2. poku�saj poja�snjavanja;

3. ideja za re�senje;

4. intelektualna obrada ideje za re�senje� (1998: 375).

Ovde �cemo navesti i op�stu �semu stvarala�cke aktivnosti pri re�savanju nes-
tandardnih zadataka koju sre�cemo kod V.V. Drozine, V.L. Diljmana i D.A. Droz-
ina:
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1. uvideti su�stinu problema;

2. usmeravanje znanja: pronalaze se neophodna znanja, putevi, sposobnosti za
re�savanje zadataka, tra�zenje (privla�cenje) iskustva za postavljanje hipoteza;

3. sprovodenje eksperimenta i odr�zavanje specijalnih zapa�zanja, zatim njihovo
objedinjavanje u vidu zaklju�caka i hipoteza;

4. formiranje rezultata re�savanja nestandardnih zadataka u obliku matemati�ckih,
gra��ckih, predmetnih struktura;

5. uspostavljanje socijalnog zna�caja dobijenog produkta (2010: 33-34).

Pri primeni problemskih zadataka u po�cetnoj nastavi matematike u�citelj mora
voditi ra�cuna o mogu�cnostima njihove primene. Mora uzeti u obzir slede�ce �cinioce:
uzrast u�cenika, individualni psiho�zi�cki razvoj, emocionalno stanje, motivaciju,
obim informacija kojima u�cenik raspola�ze, osetljivost za uvidanje problema, na�cin
na koji su se sticala znanja, kao i opredeljenje samog nastavnika. Mogu�cnosti
u�cenika zavise od ve�ceg broja �cinilaca: nivoa psiho�zi�ckog razvoja, obima infor-
macija u pojedinim podru�cjima, ste�cenih iskustava, emocionalne zrelosti, moti-
vacije koja uti�ce na aktivan odnos prema problemu i uti�ce na napor potreban za
prise�canje neophodnih elemenata i �cinjenica. Shvatanjem problema po�cinje pro-
ces mi�sljenja. Zato je veoma va�zno kako �ce problem biti formulisan. Ako u�cenici
razumeju problem, njegovo re�savanje �ce biti olak�sano. Svakako ½neophodno je da
u�cenik ima aktivan odnos prema problemu, kako bi se kod njega oslobodio napor
potreban za prise�canje relevantnih �cinjenica zakona, principa, pravila, podataka,
formula i sl.� (Dordevi�c, prema: Juki�c i sar., 1998: 512). Obim informacija i
iskustvo kojima u�cenik raspola�ze u znatnoj meri odreduju i kakav �ce stav u�cenik
imati prema problemu i njegovom re�savanju. Sa druge strane, na obim informa-
cija i iskustvo uti�ce i na�cin na koji su znanja sticana. Korisnija su organizovana
znanja, kao i znanja koja su u�cenici ve�c primenjivali na razli�cite na�cine.

Govore�ci o mogu�cnostima primene re�savanja problema u nastavi, T. Pro-
danovi�c i R. Ni�ckovi�c isti�cu da "s primenom re�savanja problema u nastavi treba
po�ceti od prvog dana �skolovanja pa �cak i pre. Dugo je u psiholo�skoj nauci pos-
tojalo, a postoji i danas, gledi�ste da su deca sposobna za re�savanje problema,
odnosno za apstraktno mi�sljenje, tek posle 11. ili 12. godine. To gledi�ste je
ustupilo mesto optimisti�ckoj i proverenoj �cinjenici da se elementi apstraktnog
mi�sljenja rano javljaju, kao �sto po�cetak mnogih drugih sposobnosti treba tra�ziti
u ranijim uzrastima" (1974: 363). Prema navedenim autorima (1974), zadatak je
didaktike da se pozabavi pitanjem: u kojoj formi i na koji na�cin treba "re�zirati"
probleme na pojedinim �skolskim uzrastima. Pri tom je sigurno da jedan isti saz-
najni problem ima svoju uzrasnu gradaciju po te�zini i dubini zahteva u su�stini
izu�cavane pojave i zakona. U prvim razredima osnovne �skole re�savanje prob-
lema ne ide u dublje otkrivanje veza i odnosa. Razvojna linija kre�ce se, dalje,
prema pravim oblicima nau�cnog mi�sljenja pri re�savanju saznajnih i prakti�cnih
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problema u zavr�snim razredima osnovne i u srednjoj �skoli. Pri tome, osim ula�zenja
u su�stinu, bitno je stvaranje navike kriti�ckog i stvarala�ckog mi�sljenja u�cenika u
nastavi putem re�savanja problema, a sa stvaranjem te navike treba po�ceti od prvih
dana �skolovanja.

Pri davanju problema, nastavnik mora pravilno odmeriti zahteve. Zahtevi
mogu biti:

1. znatno ni�zi od stvarnih u�ceni�ckih mogu�cnosti,

2. na nivou u�ceni�ckih mogu�cnosti,

3. ne�sto vi�si od mogu�cnosti u�cenika,

4. daleko iznad mogu�cnosti u�cenika.

Odmeravanje zahteva je va�zno, jer ako su zahtevi ispod stvarnih mogu�cnosti
u�cenika, u�cenik �ce ih lako savladati i ne�ce biti motivisan za dalji rad. Ako su
zahtevi na nivou mogu�cnosti i ovde u�cenici bez napora dolaze do re�senja. Daleko
vi�si zahtevi su za u�cenika te�ski i brzo odustaje od re�savanja. Najbolje je ako
su zahtevi ne�sto vi�si od mogu�cnosti u�cenika, jer takvi zahtevi u�cenika "vuku
napred". Ispred u�cenika se postavlja problem, ali se javlja �zelja da se problem
savlada. Na potrebu odmeravanja zahteva ukazuju mnogi autori. Iste zahteve
navodi i J. Dordevi�c. On smatra da su, takode, najpovoljniji zahtevi ne�sto malo
ve�ci od u�cenikovih mogu�cnosti i da "ovakvi zahtevi i situacije su najpogodnije za
intelektualni razvitak. One sadr�ze izvesne delove, elemente, podatke zasnovane na
ranijim iskustvima, ali date u kombinaciji koja ne�sto malo prevazilazi mogu�cnosti
u�cenika tako da vu�ce napred njihov intelektualni razvitak" (Prema: Juki�c i sar.,
1998: 509-510). Sli�cno mi�sljenje nalazimo i kod S. Mari�ci�c: "Problem u zavisnosti
od uzrasta u�cenika, ne sme biti lak. Problem koji u�cenici re�savaju bez napora,
te�sko�ca nema nikakvu funkciju. Ali isto tako on ne sme da prelazi odredene
granice. Ukoliko je problem lak on kod u�cenika izaziva monotoniju, nezaintereso-
vanost, re�savanje tih problema se mehanizuje, u�cenik "tapka" u mestu, a treba
svakim problemom koji se postavi pred u�cenike i�ci u "zonu narednog razvitka",
kako to isti�ce Vigotski u svojim teorijskim postavkama (Mari�ci�c 2006: 53).

Mogu�ce je izvr�siti klasi�kaciju problemskih zadataka. U radu M. Deji�ca i
saradnika nailazimo na Lengauerovu klasi�kaciju zanimljivih zadataka:

1. Zadaci koji ne zahtevaju ili skoro da ne zahtevaju nikakva matemati�cka
znanja i zasnovani su na o�stroumnosti.

2. Zadaci koji pored bistrog uma zahtevaju i elementarna matemati�cka znanja
ili prise�canje onoga �sto je ranije u �skoli nau�ceno.

3. Pitanja i zadaci koji imaju za cilj proveru i preciziranje matemati�ckih znanja
u�cenika. To su uglavnom neo�cekivana poredenja i zaklju�cci, ponekad paradok-
sni i sl. Grupa ovih zadataka se deli na tri dela prema razredima u osnovnoj
i srednjoj �skoli.
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4. Grupa zadataka za ljubitelje te�skih problemskih matemati�ckih zadataka.
Za re�savanje ovih zadataka potrebna je matemati�cka priprema, ali ona ne
prelazi obim �skolskog znanja.

5. Zadaci � �sale, matemati�ci trikovi i zadaci za zabavu. (Lengauer, prema:
Deji�c i sar., 2013: 100).

Ovde valja ukazati da je navedena klasi�kacija izvr�sena prema stepenu matemati�ckih
znanja koja su potrebna za njihovo re�savanje. Mogu�ce je izvr�siti i druga�cije klasi-
�kacije problemskih zadataka. Tako, B.L. Kordemski izdvaja dve kategorije van-
nastavnih zadataka, a to su: a) zadaci bliski �skolskoj nastavi, ali te�zi (zadaci
sa matemati�ckih takmi�cenja) i b) zanimljivi matemati�cki zadaci. U okviru zan-
imljivih matemati�ckih zadataka, autor dalje vr�si klasi�kaciju prema sadr�zaju u
skladu sa grupama sli�cnih operacija koje se koriste za re�savanje zadataka sa istom
temom:

1. Te�ski zadaci (re�savanje je ote�zano, ali mo�ze biti ostvareno sredstvima matemati�cke
o�stroumnosti).

2. Geometrija sa �sibicama (konstruisanje modela �gure od �sibica).

3. Sedam puta meri, jednom seci (menjanje �gura pomo�cu se�cenja).

4. Ve�stina uvek nalazi primenu (elementarno-tehni�cka i prakti�cna pitanja, �cije
re�savanje zahteva matemati�cko razmi�sljanje).

5. Sa algebrom ili bez nje (sadr�zaj nije bitan, operaciono jezgro: algebarski put
re�savanja ili bilo koji drugi, ali uvek ima neka "fora" ili u samom na�cinu ili
u uporedivanju na�cina re�senja).

6. Matematika skoro bez ra�cunanja (operaciono jezgro: operacija skoro da
nema, ali za re�savanje je potrebno dobro rasudivanje) (Prema: Deji�c i sar.,
2013: 100-101).

Bez obzira na klasi�kaciju problemskih zadataka, ono �sto je zajedni�cko za
sve njih je "njihova zanimljivost, problemski karakter, neo�cekivanost re�senja,
zagonetnost, zavodljiv tekst, zadaci izlaze iz okvira klasi�cnih �skolskih zadataka
� ne�sablonski zadaci (zahtevaju ne�sablonska re�senja), �cesto ne zahtevaju neka
zna�cajnija matemati�cka znanja, ve�c se oslanjaju na logi�cko mi�sljenje, intuiciju i
zdrav razum" (Deji�c i sar., 2013: 101).

Kada se govori o re�savanju problemskih zadataka, moramo pomenuti etape
re�savanja ovih zadataka. To su:

1. problemska situacija,

2. formulisanje problema,

3. analiza problemskog zadatka,
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4. re�savanje problema i

5. provera ta�cnosti re�senja.

Pored problema, o �cemu je ve�c bilo re�ci, nezaobilazno je i razja�snjenje pojma
problemska situacija. Prema re�cima M. Vilotijevi�ca: "Problemska situacija je
po�cetno psihi�cko stanje iznenadenja, upitnosti, velike zainteresovanosti i visoke
umne i emocionalne napregnutosti pojedinca koji treba da re�si zadati problem"
(1999: 242).

Prema mi�sljenju M. Stevanovi�ca: "U problemskoj situaciji se pokre�ce u�cenikovo
stvarala�cko mi�sljenje, razvija inicijativa, intelektualni nemir, emocionalna napetost.
Kod u�cenika se javlja do�zivljaj, trenutna zbunjenost, tenzija i radoznalost" (1982:
93).

Formulisanje problema podrazumeva da u�cenici formuli�su problem, postavl-
jaju pitanja koja proisti�cu iz problemske situacije (Mari�ci�c, 2006: 54). Dalje
sledi analiza problemskog zadatka, koja podrazumeva izbor hipoteza za re�savanje
problema, odnosno izbor metoda za re�savanje problema. Nakon toga u�cenici pris-
tupaju re�savanju problema i na kraju proveravaju ta�cnost re�senja.

Ceh navodi op�ste savete za re�savanje problema, koje Polja preporu�cuje:

1. Princip racionalnosti

Nikada ne deluj protiv svog ose�canja, ali tra�zi jasne ½racionalne� razloge,

koji govore za ili protiv svoga ose�cajnog shvatanja. . . !

2. Princip ekonomisanja i princip neograni�cenosti

Ostani �sto vi�se mogu�ce kod zadatka...

3. Princip izdr�zavanja i princip promene

Ne odustaj prerano! � (Polja, prema: Ceh, 1998: 361).

Ove savete, koje autor navodi, mogu�ce je koristiti u nastavi kao smernice
u�ceniku i to u slede�cem obliku:

1. Poku�saj da obrazlo�zi�s svoje ideje!

2. Iskoristi informacije koje ima�s �sto vi�se mogu�ce, ali nemoj da se zalepi�s za
njih!

3. Nemoj odmah da odustane�s; pusti da ti misli malo lutaju! (Ceh, 1998: 362).

Ruski autori, V.V. Drozina, V.L. Diljman i D.A. Drozin, navode slede�ci plan
re�savanja zadataka:

1. Analiza teksta zadatka.

2. �Sematski zapis uslova.

162



3. Tra�zenje re�senja zadatka; sastavljanje plana re�senja.

4. Re�senje osobeno matemati�ckom zadatku � izra�cunavanje vrednosti numeri�ckog
izraza.

5. Interpretacija rezultata prora�cuna, tj. dobijanje odgovora na pitanje.

6. Provera dobijenog odgovora (2010: 178).

Sli�can plan navodi i N.B. Istomina, koja daje slede�ci redosled operacija re�savanja
zadataka:

1. �Citanje zadatka (shvatanje problema) i predstavljanje te situacije, koja je u
njemu opisana.

2. Izdvajanje u tekstu uslova i pitanja, poznatih i nepoznatih.

3. Uspostavljanje veza medu datim i tra�zenim veli�cinama.

4. Izbor redosleda aritmeti�ckih operacija i sastavljanje plana re�savanja.

5. Zapis tih operacija i izra�cunavanje vrednosti, tj. zapis re�senja i odgovora.

6. Provera dobijenog odgovora (Prema: V.V. Drozina, V.L. Diljman i D.A.
Drozin, 2010: 178).

Govore�ci o re�savanju problemskih zadataka, M. Deji�c i M. Egeri�c (2003) isti�cu
da je put re�savanja zadataka, pa i problemskih slede�ci:

1. razumevanje i analiza uslova zadatka,

2. stvaranje plana,

3. realizacija plana,

4. provera ta�cnosti, diskusija i interpretacija re�senja.

Ono na �sta autori ukazuju jesu metode za re�savanje problemskih zadataka,
�cije poznavanje je neophodno da bi se napravio plan za re�savanje zadatka. Au-
tori govore o direktnim i indirektnim metodama re�savanja problema u po�cetnoj
nastavi matematike. Kako re�savanje zadataka podrazumeva uspostavljanje veza
izmedu datih i tra�zenih podataka, ako se te veze utvrduju uz kori�s�cenje originalnog
problema onda se govori o direktnim metodama. Ukoliko se umesto originalnog
problema, koriste odgovaraju�ci modeli, onda se govori o indirektnim metodama

re�savanja problemskih zadataka.
Ovde valja ukazati i na metode re�savanja problemskih zadataka. U literaturi

se izdvajaju slede�ce metode:

1. Direktno re�savanje problema:
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(a) analiti�cka metoda;

(b) sinteti�cka metoda;

(c) analiti�cko-sinteti�cka metoda;

2. Indirektno re�savanje problema:

(a) Matemati�cko-kiberneti�cko modelovanje;

(b) Geometrijski modeli re�savanja problemskih zadataka u koje spadaju:
metoda du�zi, metoda pravougaonika, metoda Venovog dijagrama, metoda
fokusnog dijagrama;

(c) Logi�cko-aritmeti�cki modeli u koje spadaju: metoda inverzije, metoda
la�zne pretpostavke, metoda logike.

Sinteti�ckom metodom "povezuje se ono �sto je dato (�sto se mo�ze povezati) i
tra�zi ono �sto je nepoznato. Rezonovanje sinteti�ckom metodom je oblika: Znamo,

�sta mo�zemo dobiti?" (Deji�c, Egeri�c, 2003: 277). Prema re�cima T. Malinovi�ca i N.
Malinovi�c-Jovanovi�c "kod sinteti�ckog rasudivanja polazimo od datog, poznatog u
zadatku i koriste�ci se uslovima zadatka dolazimo do nepoznatog, tra�zenog" (2002:
315).

Kod analiti�cke metode "pretpostavi se da je nadeno ono �sto se tra�zi, zatim se
dovodi u vezu sa onim �sto je dato, �sto je poznato i iz toga izvodi zaklju�cak. Re-
zonovanje kod analiti�cke metode je oblika: �Sta treba znati da bi se dobio odgovor?"
(Deji�c, Egeri�c, 2003: 277). Prema re�cima T. Malinovi�ca i N. Malinovi�c-Jovanovi�c:
"Pri analizi problemskog zadatka polazi se od pitanja, odnosno od onoga �sto se u
zadatku zahteva i rasuduje se: �sta treba znati da bi se dobio odgovor na dato pi-
tanje, a zatim: �sta treba znati da bi se izra�cunalo ono �sto je neposredno potrebno
za izra�cunavanje odgovora. Taj proces se nastavlja sve dok se dode do onoga �sto
se iz podataka datih u zadatku odmah mo�ze izra�cunati" (2002: 313-314).

Analiti�cko-sinteti�cka metoda re�savanja zadataka podrazumeva da se zadatak
rastavi na vi�se manjih, prostijih, koji se zatim re�savaju sinteti�ckom metodom.
Prema re�cima T. Malinovi�ca i N. Malinovi�c-Jovanovi�c "najve�ci broj problemskih
zadataka re�sava se analiti�cko-sinteti�ckom metodom rasudivanja, koja predstavlja
pravu matemati�cku i uop�ste nau�cnu metodu mi�sljenja, jer, dijalekti�cki, nema
analize bez sinteze u re�savanju problemskih zadataka" (2002: 316).

Metoda du�zi je indirektna metoda re�savanja problemskih zadataka u kojoj se
kao model koji menja original koristi du�z. Ova metoda podrazumeva predstavl-
janje datih veli�cina pomo�cu du�zi, pri �cemu jednake veli�cine moraju biti predstavl-
jene jednakim du�zima, manje veli�cine kra�cim du�zima, a ve�ce du�zim du�zima. T.
Malinovi�ca i sar. (1999) pod metodom du�zi podrazumevaju gra��cko ilustrovanje
problemskih zadataka pomo�cu du�zi.

Metoda pravougaonika je, takode, indirektna metoda re�savanja problemskih
zadataka gde se kao model koristi pravougaonik. "Ako se neke veli�cine u zadatku
mogu predstaviti kao proizvod dveju drugih veli�cina, onda se taj proizvod gra��cki

164



predstavlja kao povr�sina pravougaonika. Stranice tog pravougaonika predstavlja�ce
�cinioce proizvoda" (Deji�c, Egeri�c, 2003: 281).

Metoda tablice se obi�cno koristi kada imamo dva skupa �ciji su elementi u
nekom odnosu. Tada u vrste tablice upisujemo elemente jednog skupa, a u kolone,
elemente drugog skupa. Kada su elementi, koji se nalaze u preseku kolone i vrste
u nekom odnosu, to se obi�cno ozna�cava znakom "+", a ako nisu, znakom "−" i
tako dolazi do re�senja.

Metoda Venovog dijagrama se koristi za re�savanje izvesnog broja zadataka
vezanih za skupove. Venov dijagram predstavlja deo ravni ograni�cen nekom
zatvorenom linijom. Elementi skupa se predstavljaju ta�ckama na delu povr�si
koju ozna�cava dijagram.

Metoda fokusnog dijagrama je indirektna metoda re�savanja zadataka koja se
koristi za re�savanje kombinatornih zadataka. Kako se pojmovi kombinatorike
ne izu�cavaju u po�cetnoj nastavi matematike, to se kombinatorni zadaci pomo�cu
fokusnog dijagrama mogu re�siti i na mladem �skolskom uzrastu. Osnovna ideja
fokusnog dijagrama je da "elemente iz sadr�zaja datog problemskog zadatka in-
terpretiramo du�zima i krivim linijama koji imaju zajedni�cki po�cetak i kraj, pa
ovakve modele svrstavamo u grupu geometrijskih modela" (Malinovi�ca, Mali-
novi�c-Jovanovi�c, 2002: 325). Zadaci koji se re�savaju metodom fokusnog di-
jagrama "igraju zna�cajnu ulogu u razvijanju kombinatornog mi�sljenja" (Deji�c,
Egeri�c, 2003: 285).

Metoda la�zne pretpostavke "sastoji se u davanju neke pretpostavke o re�senju,
koja naj�ce�s�ce nije ta�cna. Dalje se zadatak sagledava u svetlu datog, la�znog,
re�senja. Dolazi se do procene gre�ske i korekcije la�znog re�senja, pri �cemu se dobija
pravo re�senje" (Deji�c, Egeri�c, 2003: 285).

Metoda inverzije se primenjuje kod problemskih zadataka kada znamo krajnji
rezultat, a nepoznati su nam po�cetni uslovi. Su�stina je u tome da se krene od
rezultata i u izvr�savanju inverznih operacija od onih koje bi se upotrebile kada
bismo i�sli od po�cetka prema kraju.

Metoda logike se obi�cno primenjuje pri re�savanju �saljivih zadataka, odnosno
zadataka koji imaju neku zagonetku. Ovi zadaci su od posebnog zna�caja za
"razvijanje logi�ckog mi�sljenja, ljubavi prema matematici, za motivisanje u�cenika
i sl". (Malinovi�ca, Malinovi�c-Jovanovi�c, 2002: 331).

Tokom re�savanja problema, u�cenici treba da:
a) samostalno upotrebljavaju ranije nau�cene pojmove, pravila i misaone strate-

gije;
b) budu sposobni da izdvoje matemati�cke podatke iz datog konteksta i/ili da
v) kombinuju podatke na nov na�cin;
g) postave plan re�senja (tj. da prethodno skiciraju vi�se koraka za re�savanje);
d) raspravljaju o hipotezama i alternativama;
d) izvla�ce logi�cne zaklju�cke iz poznatog i da ih obrazlo�ze;
e) kontroli�su korake i rezultate re�savanja;
�z) predstave i formuli�su re�senje zadatka ili dokaza;
z) postanu svesni misaonih strategija koje su od pomo�ci;
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i) osmi�sljeno re�savaju srodne probleme;
j) pri re�savanju daljih problema upotrebe sadr�zajna i heuristi�ca pravila koja

su stekli re�savanjem problema (Ceh, 1998: 374).
U�cenike od prvih dana �skolovanja treba navikavati, kada god je to mogu�ce, da

re�savaju problemske zadatke, iako njihovo re�savanje nije predvideno neposredno
na �casu. Jer, "krajnji cilj nastave re�savanja problema je dostignut kada u�cenici
mogu bez tude pomo�ci da re�savaju nove probleme" (Ceh, 1998: 374). Na taj
na�cin, u�cenici �ce se postepeno navikavati i na re�savanje mnogobrojnih �zivotnih
problema. Oni �ce postepeno sticati naviku da o problemu logi�cki misle i ulaga�ce
misaone napore kako bi re�sili dati problem. Osnovni problem na koji se nailazi
u praksi je to �sto problemski zadaci, i pored brojnih vrednosti, nisu obavezni i
koriste se po nahodenju u�citelja, obi�cno na dodatnoj nastavi.

Ovde �cemo navesti i osobenosti kreativnih sposobnosti u�cenika koje se u velikoj
meri mogu podsticati re�savanjem problemskih zadataka:

1. Sposobnost da predstavi plan predstoje�cih akcija

(a) Izbor osnovnih ideja

(b) Shvatati �sta mogu biti posledice (kako teorijskog, tako i prakti�cnog
karaktera) izvedene iz ove ideje

(c) Odredivanje zakonitosti novih misli i ideja koje proizilaze iz misli i ideja
identi�kovanih u tesktu

(d) Provera nekoliko op�stih karaktera koje ima data ideja, misao i kakva
je njena oblast primene

(e) Planiranje odgovora

(f) Raspodela pitanja izazvanih te�sko�cama

2. Sposobnost ulaska u aktivnu intelektualnu aktivnost (rad)

(a) Shvatanje materijala (ne samo shvatati svaki priznak, pravilo, nego i
vezu medu njima)

(b) Prenos poznatih metoda aktivnosti na nove materijale (podatke)

(c) Ve�stina da se vidi vrednost mesta svakog dela kao dela celine

3. Samostalno dobavljanje potrebnih znanja

(a) Kori�s�cenje izvora o ovom pitanju

(b) Sposobnost da se koriste razli�cite vrste �citanja

(c) Kretanje u smisaonu strukturu organizacije teksta

4. Sposobnost kori�s�cenja dodatne literature

(a) Sposobnost da koriste osnovna pravila rada sa literaturom
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(b) Sposobnost izbora literature koja je direktno povezana sa datim pitan-
jem, a i one koja se ti�ce njega indirektno

(c) Sposobnost mentalnog povezivanja elemenata pitanja i dobijenih rezul-
tata

5. Sposobnost da kreativno primenjuju svoje znanje u praksi

(a) Sposobnost primene u sli�cnim i novim situacijama

(b) Sposobnost da prenose aktivnosti poznatih metoda na novi materijal
(V.V. Drozina, V.L. Diljman i D.A. Drozin, 2010: 47).

2 Didakti�cke vrednosti problemskih zadataka

Re�savanje problemskih zadataka u po�cetnoj nastavi matematike ima niz didakti�ckih
vrednosti. Pobroja�cemo samo neke do kojih smo do�sli prou�cavanjem relevantne
literature:

- Re�savanje problemskih zadataka aktivira misaone napore u�cenika �sto pozi-
tivno uti�ce na razvoj saznajnih sposobnosti;

- Re�savanjem problemskih zadataka, posebno u fazi izbora hipoteza za re�savanje
problema, podsti�ce se samostalnost u�cenika;

- Problemski zadaci poja�cavaju motivaciju u�cenika za u�cenje. Kada se u�cenik
nade pred problemom, kod njega se javlja �zelja da re�si i otkloni problem;

- Problemskim zadacima negujemo kod u�cenika kriti�cnost, kreativnost;
- Re�savanjem problemskih zadataka u�cenici rasuduju, a to povoljno deluje na

razvoj logi�ckog mi�sljenja;
- Re�savanjem problemskih zadataka mogu se podsticati i razvijati apstraktno

i stvarala�cko mi�sljenje u�cenika.
O vrednostima re�savanja problema, najbolje svedo�ce re�ci T. Malinovi�ca i N.

Malinovi�c-Jovanovi�c, koji isti�cu da: ½...re�savanje problema nije cilj za sebe, nego
sredstvo misaonog aktiviranja u funkciji sticanja nau�cnih znanja... Takode, u�citi
u�cenike da re�savaju probleme isto je �sto i u�citi ih da misle; da u�cenike nije mogu�ce
u�citi da misle ukoliko ne re�savaju zadatke; da oni misle samo kad se suo�ce s realnim
i zanimljivim problemima; jednom re�cju: da se misaona aktivizacija u�cenika mo�ze
obezbediti samo ako im se omogu�ci da re�savaju odredene probleme� (2002: 312).

Govore�ci o zna�caju re�savanja problemskih zadataka (nestandardni zadaci) M.
Deji�c i sar. posebno isti�cu zna�caj nestandardnih zadataka ½za razvoj su�stinskih
elemenata matemati�ckog mi�sljenja u�cenika, matemati�cke inicijative koja se ispol-
java kroz �zelju u�cenika da sam shvati problem, kroz te�znju da samostalno pronade
na�cine i sredstva za re�senje zadatka; o�stroumnosti, logi�cnosti, dosetljivosti, �eksi-
bilnosti i kriti�cnosti uma. Uz sve nabrojano ne treba zaboraviti i sna�znu motiva-
cionu stranu nestandardnih zadataka� (2013: 101). Pomenuti autori za pojedine
vrste zadataka izdvajaju prednosti, a mi �cemo, za potrebe rada, pobrojati samo
neke vrednosti re�savanja nekih problemskih zadataka:
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1. re�savanje problemskih zadataka je interesantno za u�cenika (magi�cni kvadrati),

2. u�cenici pri re�savanju problemskih zadataka istra�zuju, kombinuju i dolaze do
re�senja ulaganjem misaonog napora (magi�cni kvadrati),

3. re�savanje problemskih zadataka je korisno za razvijanje analiti�ckog mi�sljenja
(zanimljive brojevne jednakosti),

4. razvijanje mi�sljenja kod u�cenika (zadaci sa neobi�cnim odgovorima),

5. razvijaju interes za matematiku (�saljivi zadaci),

6. razvijaju stvarala�cke sposobnosti i logi�cko mi�sljenje (�saljivi zadaci),

7. razvijaju geometrijske sposobnosti (zanimljiva geometrija),

8. razvijanje matemati�ckog mi�sljenja i misaonih operacija - analiza, sinteza,
uporedivanje (matemati�cke igre),

9. razvijaju inteligenciju i ma�stu (igre �sibicama) i sl.

Takode, tokom re�savanja problemskih zadataka razvijaju se i brojni kvaliteti
li�cnosti. Ovde �cemo navesti kvalitete li�cnosti koji se pojavljuju i razvijaju u
procesu stvarala�cke aktivnosti, a koje u svom radu navode V.V. Drozina, V.L.
Diljman i D.A. Drozin:

1. Sposobnost da se uklju�ci u kreativan rad (uzimaju�ci u�ce�s�ce u procesu)

(a) Prihvatiti novo. Biti otvoren za novine (ne pla�siti se)

(b) Da se izbore sa svim situacijama. Biti uveren (siguran) u sebe

(c) Kriti�cno sagledati problem. Ima sposobnost da ispita

(d) Vidi hijerarhiju va�znosti problema

2. Sposobnost re�savanja problema (proces)

(a) Obim znanja

(b) Izbor neophodnog znanja

(c) Izdvajanje zna�cajnog i nezna�cajnog

(d) Okupljanje znanja u nizu

(e) Nala�zenje nove interpretacije za nova i stara znanja

(f) Transfer (preno�senje) na�cina kreativne aktivnosti na re�savanje novih
problema

3. Sposobnost da se dobije kona�can rezultat (rezultat procesa)

(a) Sposobnost iskazivanja svog mi�sljenja

(b) Sposobnost da se napuste rigidne opcije za re�savanje problema (2010:
48).
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3 Zaklju�cak

U radu je ukratko izneto teorijsko rasvetljavanje pojma problemski zadatak. Ukazano
je na sam proces re�savanja problemskih zadataka, kao i na brojne vrednosti
re�savanja problemskih zadataka, od kojih se u prvi plan isti�ce njihov uticaj na
podsticanje i razvoj mi�sljenja u�cenika. Iznet je proces re�savanja problemskih
zadataka, koji se u velikoj meri poklapa sa strukturom stvarala�ckog procesa.
Stoga, osposobljavanjem u�cenika za re�savanje problemskih zadataka, mi ih poste-
peno navikavamo da stvarala�cki misle, aktivno se odnose prema onome �sto rade,
logi�cki rasuduju o problemima pred kojima se nadu, kriti�cki se odnose prema
informacijama koje dobijaju, i sl. Sve to ima veliki zna�caj na formiranje sves-
trane i kreativne li�cnosti u�cenika, �sto je jedan od va�znih zadataka dana�snje �skole.
Vrednosti re�savanja problemskih zadataka su brojne, pa uzimaju�ci ih u obzir,
u nastavnoj praksi, kada god je to mogu�ce, treba nastavu obogatiti re�savanjem
problemskih zadataka.
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Abstract

National Institute of Standards and Technology (NIST) has added El-
liptic curve cryptosystems (ECC) to its set of standard cryptographic algo-
rithms. One of the most important operations for all applications of elliptic
curves is scalar point multiplication- the operation of multiplying a random
number by a point on an elliptic curve. This fact is the reason why in
this paper we present a full software implementation for computing scalar
point multiplication on non-supersingular elliptic curves de�ned over the �-
nite �eld Fp. Weierstrass and Edwards curves are commonly used in real
life cryptography. Weierstrass curves are already an industrial standard and
point multiplication on them is amongst the fastest. Those are the reasons
why Weierstrass curves are the basis of this paper.

1 Introduction

ECC were �rst suggested by Koblitz [4] and Miler [7]. The security of ECC
relies on the presumed intractability of the discrete logarithm problem on elliptic
curves. Keys and other parameters can be considered shorter than other public
key cryptosystems, such as RSA, with the same level of security [9]. That is why
ECC are implemented on devices with limited resources (memory, power,...)

On stage, therefore, with the transition from RSA to ECC our intention re-
mains unchanged: More personal software is our permanent goal [10]. This means
that more people should be interested in cryptography. We think that the encod-
ing of cryptographic algorithms is an important step in it.

In this paper, we choose to encode the operation "Point multiplication" on
elliptic curves, over �nite �eld Fp (E(Fp)), where p is a prime number greather
then or equal to three.

2 Task and Aim

In this paper we do not intend to deal with the theory of elliptic curves, because
there is a lot of good work on that [1, 2, 5, 6, 7]. Considering our goal (1) we are
primarily interested in the results of the theory.

Our task is to calculate k*P=Q, where P and Q are points of the set E on an
eliptic curve: y2 = x3 + ax+ b.

The operation '*' denotes the series of point doubling and point adding.
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2.1 Point Adding

For two given points P(xp,yp), Q(xq,yq) (P ̸= ±Q) in the set E, the group operator
allows us to calculate a third point R(xr,yr), also in the set E, so that P + Q =
R.

It is not di�cult to �nd the coordinates of point R: xr = s2�xp - xqwhere s
2

=2xp + xq +xr � xp
As R belongs to the straight line (PQ) then s=(yr � yp)/(xr � xp ), and we

�nd: yr = yp +s(xr �xp)

2.2 Point Doubling

For given point P(xp,yp) in the set E, the group operator also allows us to calculate
a third point R(xr,yr), also in the set E, so that P + P = 2P= R.

xr = s2 -2xpwhere s=(3xp
2 �a)/2yp and yr= yp +s (xr � xp)

3 Point Multiplication

One of the most important operations for all applications of elliptic curves is
scalar point multiplication. Scalar point multiplication consists of calculating the
value of an integer multiplied by a point by doing a series of point doublings and
additions until the product point is reached. In this paper we will use approach
for calculating k*P suggested by Montgomery (Binary Double-Add algotithm) [5].

INPUT: An integer k>0 and a point P.
OUTPUT: Q=k*P
1. Set k(kl−1. . . k1k0)2
2. Set P1P, P2=2P.
3. for I from l-2 downto 0 do
If ki=1 then
Set P1P1 +P2 , P22P.
Else
Set P2P2+P1, P12P1.
4. RETURN (Q=P1)

4 Console Application in Delphy7

In this paragraph, we will encode the algorithm above (and give the outputs) by
a simple tool, and that is the Console Application Del� 7 (see Appendix A1, A2).
Our goal is not to develop the program that is characterized by faultless perfor-
mance; our goal is to show that this program does its task (point multiplication)
and that it is possible to solve such a serious task in a simple way which is good
for learning and entering the problem, the way that breaks the concern about the
cryptic of cryptography itself. This way can assure us that applied cryptography
is not as di�cult as it seems to be. This program is a really good base for those
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who want to optimize and develop their own tool that won't be just illustrative,
but it will be able to serve, considering the fact that we work with arbitrarily
large numbers for which it is only necessary to set the initial constant in the Unit
(A3) [6], [11].

The central question of this paper and paragraph is the code. Our intention
was to make a complete software for �nding keys available, and later, to �nd
the keys for signing messages. But, due to the size, we will not mention all the
procedures, but only the two most important. It will be indicated where other
procedures can be found.

4.1 Outputs

We will present the results of the program for point multiplication.
In the �rst example, we can verify that we get the same results as in [2].
In the second example, we will show that using a modest console application

Delphy 7 can successfully solve the serious task working with the real parameters
suggested by NIST [2].

Example 1

Let p=23, k=28. We will observe the elliptic curve E: y2 =x3 +x+4 de�ned
over F23 and P(7,3) [2]. We have a=1 and b=4. (4a3 +27b2 =4+432≡ 22 (mod
23))

The points in E(F23) are (incuding P) (with a code (A1) we �nd):
2P=(22,18) 3P=(18,9) 4P=(4,7) 5P=(1,12) 6P=(0,21) 7P=(9,12) 8P=(10,18)

9P=(8,15) 10P=(14,5) 11P=(11,9) 12P=(13,11) 13P=(15,17) 14P=(17,14) 15P=(17,9)
16P=(15,6) 17P=(13,12) 18P=(11,14) 19P=(14,18) 20P=(8,8) 21P=(10,5) 22P=(9,11)
23P=(0,2) 24P=(1,11) 25P=(4,16) 26P=(18,14)

27P=(22,5) 28P=(7,20) In�nity Point
Example 2

NIST has recommended ten �nite �elds [2]. We will observe the prime �nite
�eld Fp for p=2

192 � 264 -1
For curve P-192 a= - 3 and base point P(XG, YG),
XG = 0x 188da80e b03090f6 7cbf20eb 43a118800 f4�0afd 82�1012
YG= 0x 07192b95 �c8da78 631011ed 6b24cdd5 73f977a1 1e794811
Let k:
10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000100101011,

(probably) prime large (160 bit) number ( k[159]=1, k[8]=1, k[5]=1,k[3]=1,
k[1]=1, k[0]=1) [11]. This number is not random ("good" for cryptography), and
it was taken to illustrate the example.

Coordinates of the point Q(X, Y) =k* P(XG, YG) are (with a code (A2) we
�nd) :

X: 0x 27b33303b944664d0def8ab0c8134666da6e8218a73ec525
Y: 0x 1b36987edb77e1f666a5698a45cbbfd470180�642eabd7b
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5 Use: The ECDSA key pair

The Elliptic Curve Digital Signature Algorithm (ECDSA) is the elliptic curve
analogue of DSA (Digital Signature Algorithm).

Security of DSA based on the computational intractability of the discrete
logarithm problem (DLP).

The mathematical basis for the security of elliptic curve cryptosystems (ECC)
is the computational intractability of the elliptic curve discrete logarithm problem
(ECDLP).

To put it simply: It is di�cult to �nd a point P and integer k, given their
product k*P.

1. Public key is Q.
2. Private key is k.
3. Modulus:
11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
11101111111111111111111111111111111111111111111111111111111111
111111

6 RSA parameters- comparasion

Elliptic curve cryptography can provide the same level and type security as RSA
but with much shorter keys. More precisely, ECC takes one-sixth computational
e�ort to provide the same security that ones get with 1024-bit RSA, what no
comments con�rmed the following example [11]:

1024 -bit RSA parameters
1. Public key pair (n,e)
e:111 (we choose)
n: (we count)
100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000100000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000000001000
000000000000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000
000000000000000001101001000010000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000001000000000000000000000000001000000000000000000000000
000000000000000000000000001000000000000000000000000000000000000001101
001000001000000000000000000000000010000000000000000000000000001000000
000000000000000010000000000000000000000000010000000000011010010000000
000000000000011010010000000000000000000000000000000000000000000011110
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00001100000000000000000000000000001010100010101001010111 (n =p*q, p
and q are two distinct primes, each of them of 512 B.D. and roughly the same
number of digits.)

p: 100000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000100000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000010000000000000
00000000000001000000000000000000000000000000000000000000000000010000
0000000000000000000000000000000000010110011101.
q: 10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000100000000000000000000000000100000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000011110000011.
ϕ = (p− 1)(q − 1), modulus:
10000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000010000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000001000000000000000000000000001000000000000000
00000000000000000000000000000000000100000000000000000000000000000000000
00011010001111010000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10000000000000000000000000010000000000000000000000000000000000000000000
00000001000000000000000000000000000000000000001101000111101000000000000
00000000000001000000000000000000000000000100000000000000000000001000000
00000000000000000000100000000000110100011110000000000000000110100011110
00000000000000000000000000000000000000011110000010000000000000000000000
00000001010100001110100111000
We compute the unique integer d, 1<d<?, such that e*d≡1 (mod ?)
2. Private key d:
10010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010
01001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001
00100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100100
10010010010010010010010010010010010010010100100100100100100100100100100
10010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010010
01001001001001001001001001010010010010010010010010010011011011011011011
01101101101101101101101101101101110010010010010010010010010010010010010
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01100111001000010010010010010010010010010010010010010010010010010010010
01001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001001
10110110110110110110110111001001001001001001001001001001001001001001001
00100101101101101101101101101101101101101101111100101101010010010010010
01001001001010010010010010010010010010010110110110110110110111000000000
00000000000000000000100100100101100000100010010010010010011001110010000
00000000000000000000000000000000000000100010010100100100100100100100100
10010011110010100010111111

7 Future Work

Now we have the tools for ECDSA and that will be the topic of our next paper.
Since we have the software for RSA digital signature at disposal, it will be

interesting to compare ECDSA with RSA. We consider that it will be useful
to provide this paper with an example (something like a preparation for our
future paper) of RSA digital signature of a message, such as the message m:
"Elektrotehnicki fakultet u Beogradu." It is desirable to do it in order to see how
the digital signature looks like and to understand how resposible and di�cult work
is to develop the procedures by which it is implemented, due to the enormous
number of zeros and ones.

SHA1- hash value of the message m is
h(m):
0011111100011100101000100100011110111011101000110011111101000011110011
1110110001100001100011011101001001000010001010000100110111001001001110
00001011010000110110
Digital signature of hash value s=(h(m))d mod n.
s:10111011000110000000011100010001100101111111010011100110101001100101176



8 Conclusion

We believe that each country must stimulate young people's interest in cryptog-
raphy[3], because we doubt that our secret data can be protected using someone
else's software [10].

Of course, it is very di�cult to develop our own protection mechanisms, but
we think it is far better to protect data using our own mechanisms �rst, and then,
thus modi�ed, leave them to someone else's software, than to allow the original
data to be protected by somebody else's mechanisms, which is a logical nonsense.

9 Appendix

A1 An Example With a Small Number

program multiplikacija;
{ Point multiplication - algorithm in 3}
{$APPTYPE CONSOLE}
uses
SysUtils,
multiplikacija_dalje in 'multiplikacija_dalje.pas';
label 1;
var pxp,pyp,p1x,p1y,p2x,p2y,x2,y2,rez1,rez2:array [0..nn] of integer;
var modu,a,b1,k:array [0..nn] of integer;
i,j,s1,l,i1,s,p:integer;
begin
b1[0]:=1;
{�nd k*P, k=1, 2,...,28}
for j:= 1 to 28 do
begin
{addition of two binary numbers}
saberi(k,b1,k);
s1:=0;
{DEC p=23 to BIN modu=10111}
modu[0]:=1;modu[1]:=1;modu[2]:=1;modu[3]:=0;modu[4]:=1;
a[0]:=1;
for i:=0 to nn do pxp[i]:=0;
for i:=0 to nn do pyp[i]:=0;
{the starting point P(7, 3)}
pxp[0]:=1;pxp[1]:=1;pxp[2]:=1;
pyp[0]:=1;pyp[1]:=1;
{Binary Double-Add algotithm}
for i:=0 to nn do
begin
p1x[i]:=pxp[i];
p1y[i]:=pyp[i];
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end;
{doubling of point (pxp,pyp)}
duplope(pxp,pyp,a,modu,x2,y2);
for i:=0 to nn do
begin
p2x[i]:=x2[i];
p2y[i]:=y2[i];
end;
{s1 - largest binary position}
dokle(k,s1);
for i:=s1-1 downto 0 do
begin
if k[i]=1 then
begin
s:=1;
{which number is greather: p1x or p2x}
koji(p1x,p2x,s);
if (s=0) then
begin
duplope(p2x,p2y,a,modu,p2x,p2y);
goto 1;
exit;
end;
{addition points (p1x, p1y) and (p2x, p2y)}
dverazne(p1x,p1y,p2x,p2y,modu,p1x,p1y);
duplope(p2x,p2y,a,modu,p2x,p2y);
end
else
begin
s:=1;
koji(p1x,p2x,s);
if (s=0) then
begin
duplope(p1x,p1y,a,modu,p1x,p1y);
goto 1;
exit;
end;
dverazne(p2x,p2y,p1x,p1y,modu,p2x,p2y);
duplope(p1x,p1y,a,modu,p1x,p1y);
end;
end;
s:=0;p:=0;
{BIN to DEC}
vrati(p2x,s);
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vrati(p2y,p);
vrati(k,l);
write(l+1,'P=');
write('(',s,',',p,') ');
if (j mod 5)=0 then
begin
writeln;
end;
end;
1: begin
if s=0 then
begin
write(' In�nity Point ');
end;
readln;
end;
end
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Apstrakt

Ishodi u�cenja u visokom obrazovanju predstavljaju kompetencije koje
student treba razviti tokom studija, a koje su pro�lisane kompetencijama
fakulteta koji ih �skoluju. Evropska komisija za unapred�ivanje obrazovanja
i stru�cnog usavr�savanja, nagla�sava interdisciplinarno i multidisciplinarno
obrazovanje budu�cih u�citelja koje podrazumijeva znanja iz predmeta koje
predaje, ali i drugih, njima sli�cnih predmeta, pedago�sko-psiholo�ska znanja
koja se odnose na razumijevanje razvojnih karakteristika u�cenika, stilova
u�cenja i kulture u�cenika, vje�stine pou�cavanja u smislu poznavanja strate-
gija, metoda i tehnika pou�cavanja, te razumijevanje dru�stvenog i kulturnog
konteksta obrazovanja.

U tom smislu, u radu se daje teorijski osvrt na op�ste i speci��cne matema-
ti�cke kompetencije studenata u�citeljskog studija, te vr�si detaljnije razma-
tranje kompetencija u oblasti matemati�ckog modelovanja. U fokusu su
"�skolska znanja" matemati�ckog modelovanja, znanja u�citelja iz oblasti mate-
mati�ckog modelovanja, te kompetencije u�citelja za matemati�cko modelo-
vanje.

Da bismo �sto konkretnije odgovorili na pitanje o matemati�ckim kompe-
tencijama studenata u�citeljskog studija, koncipirali smo istraÅ¯ivanje koje se
bavi kompetencijama u oblasti matemati�ckog modelovanja, a za ispitanike
smo uzeli studente �cetvrte godine studijskog programa razredne nastave Uni-
verziteta u Isto�cnom Sarajevu (akademska 2013/14. godina). U obzir smo
uzeli pokazatelje ulaznih (UK) i izlaznih kompetencija (IK), vr�sili njihovu
komparativnu analizu, te uporedjivanje rezultata IK sa kurikularnim kom-
petencijama.

S obzirom na zna�caj matemati�ckog modelovanja u savremenom svijetu,
o�cekujemo da pitanje kompetencija za tu oblast postane klju�cna tema u
pravcu osiguranja kvaliteta matemati�ckog obrazovanja na svim nivoima.

1 Uvod

Brojni reformski procesi visokog obrazovanja postepeno dovode do pomaka u
planiranju obrazovnih programa, s obzirom da sve ve�ci broj univerzitetskih nas-
tavnika ciljeve izu�cavanja nastavnog predmeta izra�zava terminima �ishodi u�cenja�
i �kompetencije studenata�. Imaju�ci u vidu �cinjenicu da se univerzitetsko obrazo-
vanje u razvijenim zemljama zasniva na nacionalnom kurikulumu utemeljenom na
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kompetencijama kao novoj paradigmi obrazovanja, stavlja se akcenat na pitanje
��Sta student treba znati i mo�ze znati, koje vje�stine, sposobnosti i stavove treba i
mo�ze razviti�. U tom smislu, pred nastavnika se postavlja zahtjev da obrazovnim
programom �poka�ze� za�sto se u�ci, �sta se u�ci i kako se u�ci, odnosno da de�ni�se
ishode u�cenja nastavnog predmeta (nastavne teme), sadr�zaje u�cenja i metode i
postupke koji omogu�cavaju izgrad�ivanje propisanih kompetencija.

Ishodi u�cenja u visokom obrazovanju predstavljaju kompetencije koje stu-
dent treba razviti tokom studija, a koje su pro�lisane kompetencijama fakulteta
koji ih �skoluju. Evropska komisija za unapredjivanje obrazovanja i stru�cnog us-
avr�savanja, nagla�sava interdisciplinarno i multidisciplinarno obrazovanje budu�cih
u�citelja koje podrazumijeva znanja iz predmeta koje predaje, ali i drugih, njima
sli�cnih predmeta, pedago�sko-psiholo�ska znanja koja se odnose na razumijevanje
razvojnih karakteristika u�cenika, stilova u�cenja i kulture u�cenika, vje�stine pou�cavanja
u smislu poznavanja strategija, metoda i tehnika pou�cavanja, te razumijevanje
dru�st-venog i kulturnog konteksta obrazovanja.

2 Kompetencije studenata u oblasti matemati�ckog mod-

elovanja

Slo�zenost zanimanja u�citelja (nastavnika, profesora razredne nastave) ispoljava
se u organizaciji i realizaciji nastave iz �sest nastavnih predmeta, �sto podrazumi-
jeva njihovu osposobljenost da adekvatno odgovore na pitanja za�sto, �sta i kako
iz oblasti srpskog jezika i knji�zevnosti, matematike, prirode i dru�stva, likovne i
muzi�cke kulture, te �zi�ckog vaspitanja.

Imaju�ci u vidu da se u mladjim razredima osnovne �skole u�cenici svakodnevno
�bave� matematikom s obzirom da je, prema Nastavnom planu i programu Repub-
like Srpske, pet �casova matematike od prosje�cnih 22 �casa sedmi�cno, sa izuzetkom
prvog razreda zbog speci��cnosti organizacije nastavnog rada, neophodno je posvetiti
posebnu pa�znju de�nisanju i razvijanju matemati�ckih kompetencija studenata.

Imaju�ci u vidu kompleksnost postavljenog problema, s obzirom na razli�cite
stavove o kompetentnim znanjima i sposobnostima za organizaciju i realizaciju
savremene nastave matematike, opredijelili smo se za model koji najbolje odgovara
na�sim uslovima, a koji su de�nisali i koristili Verscha�el, Janssens i Janssen. Oni
kompetencije u�citelja za pou�cavanje matematike dijele u tri kategorije.

1. Prvu kategoriju predstavljaju matemati�cke kompetencije, odnosno pozna-
vanje matemati�ckih sadr�zaja u okviru kojih isti�cu: visok nivo ovladanosti
i duboko razumijevanje klju�cnih �cinjenica, koncepata, obrazaca, pravila i
dokaza, procedura i strategija rje�savanja problema.

2. Drugu kategoriju �cine speci��cna metodi�cko pedago�ska znanja, koja podrazu-
mijevaju umije�ce prikazivanja matemati�ckih sadr�zaja djeci razli�citih sposob-
nosti i interesa, izbor optimalnih strategija i oblika rada, visok nivo znanja o

182



vrstama matemati�ckih zadataka, poznavanje ud�zbenika i drugih nastavnih
materijala.

3. Tre�cu kategoriju kompetencija �cine u�citeljeva psiholo�ska znanja o razvojnim
karakteristikama i iskustvu u�cenika, te kako u�cenici misle i u�ce matematiku
(Verscha�el, Janssens, Janssen, 2005).

Evidentno je da neophodnost njihovog determinisanja zahtjevima savremene
nastave matematike, prvenstveno ukazuje na potrebu izgrad�ivanja matemati�cke
pismenosti.

Prema OECD-u matemati�cka pismenost je kapacitet pojedinca da identifkuje
i razumije ulogu koju matematika ima u savremenom svijetu, da izvede dobro
zasnovane matemati�cke procjene i da primjenjuje matematiku tako da zadovolji
svoje sada�snje i budu�ce potrebe kao konstruktivnog, zainteresovanog i re�eksivnog
grad�anina (OECD, 2001).

Da bi se de�nicija prevela u procjenu matemati�cke pismenosti, utvrd�ene su
tri dimenzije:

1. matemati�cki sadr�zaj ili struktura znanja na koje se oslanjaju pojedini prob-
lemi i zadaci, odnosno koji se koriste da se rije�si problem;

2. kompetencije (sposobnosti) koje moraju da se dostignu da bi se povezao
stvarni svijet u kome je problem generisan, sa matematikom pomo�cu koje
se rje�sava problem, odnosno procesi koje je potrebno da u�cenik aktivira kako
bi povezao problemsku situaciju sa matemati�ckim sadr�zajem;

3. situacija ili kontekst u koji je smje�sten problem (Baucal, Pavlovi�c Babi�c,
2010).

Kompetencije studenata u�citeljskog studija, za razliku od kompetencija drugih
obrazovnih pro�la, uslovljene su kompetencijama u�cenika koje �ce pou�cavati, s
obzirom da kompetentno moraju podsticati. U tom smislu, osnovno polazi�ste u
razmatranju kompetencijskog okvira jeste analiza stru�cnih aktivnosti koje �ce, po
zavr�setku studija obavljati.

Shodno tome, de�nisano je pet kategorija op�stih kompetencija koje bi u razred-
noj nastavi matematike trebalo razviti (shema 1):

1. rje�savanje problema (matemati�cko modelovanje);

2. mi�sljenje, dokazivanje i zaklju�civanje;

3. povezivanje;

4. komunikacija,

5. reprezentacija (primjena tehnologije).
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Slika 1: Matemati�cke kompetencije (Kraljevi�c, �Ci�zme�sija, 2009)

Osim op�stih, na shemi se isti�cu i speci��cne kompetencije, koje se odnose na
razvijanje matemati�ckih koncepata, odnosno formiranje matemati�ckih pojmova i
pravila. To su, u stvari, matemati�cki sadr�zaji ili podru�cja matematike, koje bi
svaki pojedina�cni u�cenik morao upoznati.

Evidentno je da se, za razliku od matemati�ckog obrazovanja u konvencionalnoj
nastavi u kome se akcenat stavlja na programske sadr�zaje, u savremenoj nastavi
potencira razvijanje sposobnosti za primjenu matematike u konkretnim �zivotnim
situacijama, �sto podrazumijeva kompetencije za rje�savanje kontekstualnih prob-
lema, odnosno matemati�cko modelovanje.

Sposobnost rje�savanja problema podrazumijeva sposobnost razumijevanja i
analiziranja problema, izbora i konstruisanja adekvatnog modela, poznavanja i
razumijevanja matemati�ckih koncepata i sposobnost primjene matematike u real-
nim problemskim kontekstima.

Mogu�cnost razvijanja sposobnosti matemati�ckog modelovanja mo�ze se sma-
trati delom (ali i posledicom) razvoja sposobnosti samostalnog re�savanja problema
kod dece (Deji�c, Milinkovi�c, 2014).

Kada su u pitanju kompetencije za matemati�cko modelovanje, one su, u okviru
nastavnog kurikuluma, de�nisane na sljede�ci na�cin:

1. Sticanje osnovne matemati�cke kulture potrebne za otkrivanje uloge i prim-
jene matematike u razli�citim podru�cjima �covjekove djelatnosti;

2. Ovladavanje osnovnim matemati�ckim metodama i njihovim primjenama u
razli�citim oblastima (matemati�cko modelovanje);

3. Osposobljavanje za primjenu usvojenih znanja u rje�savanju raznovrsnih za-
dataka iz �zivotne prakse.
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Modelovanje u razrednoj nastavi matematike te�zi da kod u�cenika razvije bolje
razumijevanje matemati�ckih koncepata, u�ci ih razumijevanju matemati�ckih prob-
lema, uo�cavanju �cinjenica, formulisanju i rje�savanju problema koji su rezultat
speci��cnih realnih situacija, te razvijanju kriti�ckog i stvarala�ckog mi�sljenja.

Kada je u pitanju matemati�cko modelovanje kao oblast koja se izu�cava u
okviru Metodike nastave matematike na �cetvrtoj godini u�citeljskog studija, kao
cilj se postavlja:

1. sticanje znanja o matemati�ckommodelovanju kao nau�cnoj i nastavnoj metodi,
o kiberneti�cko-modelskom pristupu po�cetnoj nastavi matematike koji se za-
sniva na metodama i tehnikama matemati�ckog modelovanja;

2. ovladavanje osnovnim znanjima iz matemati�ckog modelovanja, primjenljivog
u razrednoj nastavi:

3. upoznavanje studenata sa formiranjem matemati�ckih pojmova putem mod-
elovanja;

4. usvajanje metodi�ckih znanja o izgrad�ivanju i primjeni matemati�ckih metoda
u modelovanju �zivotnih situacija;

5. osposobljavanje studenata za uspje�sno modelovanje i rje�savanje zadataka i
diferenciranu pomo�c u�cenicima u re�savanju.

Shodno tome, za datu oblast su de�nisani sljede�ci o�cekivani ishodi:

1. ovladavanje studenata teorijskim osnovama matemati�ckog modelovanja,

2. osposobljavanje za uspje�sno modelovanje i rje�savanje svih tekstualno - prob-
lemskih zadataka iz redovne i dodatne nastave;

3. primjena modelsko � problemskog pristupa, prvenstveno u diferenciranoj
nastavi matematike.

Oni se ostvaruju izu�cavanjem sljede�cih sadr�zaja:

1. Teorijske osnove matemati�ckog modelovanja;

2. Matemati�cko modelovanje kao metoda u razrednoj nastavi matematike;

3. Modeli osnovnih ra�cunskih operacija;

4. Logi�cko-kombinatorni modeli (metoda logike, metoda skupova, metoda pre-
brojavanja, matemati�cki modeli kombinatorike, metoda la�zne pretpostavke);

5. Aritmeti�cko-logi�cki modeli (Dirihleov princip, metoda jedna�cina i nejedna�cina,
metoda inverzije);
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6. Geometrijski modeli rje�savanja problema (metoda du�zi, metoda tablica,
metoda grafova, metoda pravougaonika, metoda fokusnog dijagrama);

7. Modeli geometrijskih problema (problemi rezanja i sastavljanja, problemi
razlaganja i slaganja, problemi parketiranja i poplo�cavanja, topolo�ski ge-
ometrijski problemi);

8. Modeli problema mjerenja, vaganja, prelivanja, presipanja, preno�senja i
prevo�zenja;

9. Modeli problema na kvadratnoj mre�zi (magi�cni kvadrati, problemi �sahovske
table);

10. Modeli stohasti�ckih pojava;

11. Matemati�cke igre;

12. Diferenciran pristup matemati�ckom modelovanju (Milinkovi�c, 2013).

Navedeni aspekti metodike nastave matematike upu�cuju na savremeni pristup
osmi�sljavanju i realizaciji matemati�ckog obrazovanja u razrednoj nastavi, odnosno
obazovanju profesora razredne nastave. Kako se sadr�zaji o matemati�ckom mod-
elovanju u okviru metodike izu�cavaju vi�se od jednu deceniju, evidentna su nas-
tojanja da se unaprijedi i osavremeni nastava matematike u mlad�im razredima
osnovne �skole. S obzirom da na�si studenti ve�c imaju zna�cajno u�ce�s�ce u vaspi-
tanju i obrazovanju u�cenika bazi�cnog ciklusa, odnosno u izgrad�ivanju njihovih
kompetencija, evidentni su i rezultati kada je u pitanju osposobljenost u�cenika
za rje�savanje realnih problema iz dru�stvenog konteksta, odnosno za matemati�cko
modelovanje.

3 Metodolo�ski pristup problemu istra�zivanja

Da bismo �sto konkretnije odgovorili na pitanje o kompetencijama studenata u�cite-
ljskog studija za matemati�cko modelovanje, koncipirali smo istra�zivanje u kome
smo kao cilj postavili ispitivanje osposobljenosti studenata, budu�cih u�citelja za
rje�savanje realnih �zivotnih problema, to jest za matemati�cko modelovanje. Is-
tra�zivanje je realizovano na uzorku od 174 ispitanika, studenta �cetvrte godine
studijskog programa razredne nastave Univerziteta u Isto�cnom Sarajevu akademske
2013/14. godine, nakon �odslu�sane� teme Matemati�cko modelovanje u razrednoj
nastavi u sklopu nastavnog predmeta Metodika nastave matematike 2. Prethodno
smo, na po�cetku semestra �testirali� studente primjenom modela testa (TUK) koji
se sastojao od 10 problemskih zadataka, koje smo odabrali iz ud�zbenika matem-
atike za V razred iz svih nastavnih tema koje se obrad�uju. Na taj na�cin smo dobili
pokazatelje ulaznih kompetencija za matemati�cko modelovanje (UK), iskazane us-
pjehom studenata s obzirom na broj ta�cno rije�senih zadataka (tabela 1).
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Broj ta�cno

rije�senih

zadataka

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Broj

ispi-

tanika

N 0 0 0 0 0 6 16 15 42 32 63

% 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 3,45 9,20 8,62 24,14 18,39 36,21

Tabela 1: Ulazne kompetencije studenata za matemati�cko modelovanje

Zadatak 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.

Ta�cno N 29 7 24 11 41 8 2 77 1 55

% 16,67 4,02 13,79 6,32 23,56 4,60 1,15 44,25 0,57 31,61

Neta�cno N 32 11 5 19 7 24 19 23 41 37

% 18,39 6,32 2,88 10,92 4,02 13,79 10,92 13,22 23,56 21,26

Bez

poku�saja

N 113 156 145 144 126 142 153 74 132 82

% 64,94 89,66 83,33 82,76 72,42 81,61 87,93 42,53 75,87 47,13

Tabela 2: Rezultati ispitanika po zadacima

Evidentno je da su studenti pokazali izuzetno nizak nivo matemati�ckih kompe-
tencija s obzirom da se rezultati kre�cu od 0 do najvi�se 5 ta�cno rije�senih zadataka,
te da najve�ci broj studenata nije rije�sio ni jedan zadatak (63 ili 36, 21%), dok ih
samo 6 ili 3,45% ima 5 ta�cno rije�senih zadataka.

Kompletnosti de�nisanja ulaznih kompetencija doprinosi analiza rezultata po
zadacima, to jest koliko ispitanika je za svaki zadatak dalo ta�cnih, koliko neta�cnih
rje�senja, a koliko ih nije ni poku�salo rje�savati (tabela 2). Vidljivo je da je najbolji
rezultat postignut u 8. zadatku, koji se odnosio na prebrojavanje pravougaonika
na slici (77 ili 44,25% ta�cnih rje�senja), a najslabiji u 9. zadatku pri rje�savanju
nejedna�cine sa mno�zenjem i dijeljenjem (1 ili 0,57%) u kome je i najvi�se neta�cnih
rje�senja (41 ili 23,56%). Najve�ci broj ispitanika nije pristupio rje�savanju 2. za-
datka tj. rje�savanju jedna�cine sa vi�se operacija razli�citog stepena (156 ili 89,66%
), a najmanji rje�savanju 8. zadatka.

Instrument istra�zivanja izlaznih kompetencija (IK) za matemati�cko mode-
lovanje bio je test sposobnosti primjene matemati�ckih znanja u modelovanju i
rje�savanju problemskih zadataka, koji smo, shodno obrad�enim sadr�zajima, sami
sastavili. Test (TIK) se sastojao od 10 zadataka koji se kontekstualno i struk-
turalno mogu svrstati u zadatke za rad sa nadarenim u�cenicima mlad�ih razreda
osnovne �skole, te ga smatramo razumljivim, sadr�zajno prilagod�enim i ne previ�se
zahtjevnim. Studenti su za rje�savanje imali 90 minuta.

Da bismo, uz izlazne kompetencije dobili i povratnu informaciju o e�kasnosti
interpretacije i usvojenosti sadr�zaja o matemati�ckom modelovanju u razrednoj
nastavi, opredijelili smo se za sljede�ce zadatke:
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1. U odjeljenju od 35 u�cenika, 20 trenira karate, 11 boks, dok se 10 u�cenika
ne bavi nijednim sportom. Koliko u�cenika trenira i karate i boks, a koliko
samo karate?

Rje�senje:
20 + 11 + 10 = 41
41− 35 = 6
I karate i boks trenira 6 u�cenika.
Samo karate trenira 14 u�cenika.

1. Gorana, Petra, Vedrana i Irma stanuju u istoj zgradi. One su u�cenice petog
razreda, dvije odjeljenja V1, a dvije odjeljenja V4i vole razli�cite vrste muzike.
Gorana i drugarica iz odjeljenja ne vole narodnu i pop muziku. Petra voli
zabavnu, a Irma vi�se narodnu nego rok muziku i ona je u�cenica V4 odjeljenja.
U kom odjeljenju je i koju vrstu muzike voli svaka djevoj�cica?

Rje�senje:
Gorana i Petra su u�cenice V1, a Vedrana i Irma u�cenice V4odjeljenja. Gorana

voli rok muziku, Petra zabavnu, Vedrana pop, a Irma narodnu muziku.

1. U Lukinoj ulici se sa desne strane nalazi 108, a sa lijeve 92 ku�ce (ku�ce na
desnoj strani su numerisane redom uzastopnim parnim, a na lijevoj uza-
stopnim neparnim brojevima). Koliko je cifara upotrijebljeno za njihovu
numeraciju?
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Rje�senje:
- ukupan broj ku�ca: 108 + 92 = 200,
- ukupan broj cifara: 9 · 1 + 90 · 2 + (200 � 99) · 3 = 189 + 303 = 492.
Upotrijebljene su 492 cifre.

1. Mlijeko je pakovano u kante po 16 i 30 litara. Prema narud�zbi neophodno
je na tr�znicu isporu�citi 390 litara mlijeka u 20 kanti bez dodatnih mjerenja.
Koliko je isporu�ceno kanti po 16, a koliko po 30 litara mlijeka?

Rje�senje:
Pretpostavimo da su sve kante imale po 30 litara. Tada bi ukupno bilo 600 litara
mlijeka, tj.

20 · 30 = 600.

Kako je ukupno 390 litara mlijeka, izvr�si�cemo potrebne korekcije, tj.
600 − 390 = 210 i
210 : 14 = 15.
Zaklju�cujemo da je isporu�ceno 15 kanti po 16 litara i 5 kanti po 30 litara

mlijeka.

1. 40 plo�cica oblika kvadrata du�zine stranice 3 dm treba slo�ziti na podu u
kupatilu tako da se dobije pravougaonik najve�ceg mogu�ceg obima. Koje su
dimenzije tog pravougaonika?

Rje�senje:
O = 2 · (40 · 3 cm + 3cm) = 2 · 123 cm = 246 cm
Dimenzije tog pravougaonika su a = 120 dm i b = 3 dm.

1. Milen je ocjenu koju je dobio na testu iz matematike, saop�stio sestri
putem zadatka: Ako ocjenu koju sam dobio pomno�zim brojem 6, pa do-
bijeni proizvod pove�cam za 24, zatim rezultatu dopi�sem dvije nule, te sve
utrostru�cim i na kraju podijelim brojem 12, dobi�cu broj 1200. Koju ocjenu
je Milen dobio na testu iz matematike?

Rje�senje:
Pod�imo od posljednjeg podatka (1200) i obavljajmo inverzne operacije obrnutim
redoslijedom:

1) 1200 · 12 = 14400,
2) 14400 : 3 = 4800,
3) 4800 : 100 = 48,
4) 48 � 24 = 24,
5) 24 : 6 = 4.
Na testu iz matematike Milen je dobio �cetvorku.
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1. Petar je 6 puta mladji od bake i 5 godina stariji od sestre, a u ovo doba
sljede�ce godine bi�ce 45 godina mlad�i od bake i 2 puta stariji od sestre.
Koliko Petar, njegova sestra i baka imaju godina?

Rje�senje:
8x + 35 + 3 = 5x + 50
3x = 12
x = 4
Sestra: 4
Petar: 4 + 5 = 9
Baka: 9 · 6 = 54
Petar ima 9 godina, njegova sestra 4, a baka 54 godine.

1. Voze�ci uz vjetar, biciklista predje odredjeno rastojanje za 18 �casova. Da je
i�sao niz vjetar, vozio bi 6 km/h br�ze i za prelazak istog rastojanja utro�sio
bi 4 �casa manje. Kojom brzinom je biciklista vozio uz vjetar?

Rje�senje:
4 · x = 14 · 6

x = 84 : 4
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x = 21
Biciklista je vozio uz vjetar brzinom od 21 km/h.

1. Figura na prvoj slici nastala je sastavljanjem dvije od �cetiri date �gure sa
druge slike (A, B, V, G). Odredi koje!

A B V G

Rje�senje:

Data �gura je nastala sastavljanjem �gura A i V.

1. Sandra je kupila 11 kg luka. Za mije�sanu salatu, koju priprema za zimu,
prema receptu joj je potrebno 2 kg i 500 g luka. Da bi izmjerila tu koli�cinu,
na raspolaganju su joj vaga sa dva tasa, dva tega po 100 g i jedan teg od
50 g. Objasni kako �ce Sandra u tri koraka izmjeriti 2 kg i 500 g luka.

Rje�senje:
- 1. korak: na vagi �ce podijeliti 11 kg luka na dva jednaka dijela (5 kg 500 g);
- 2. korak: na vagi �ce podijeliti 5 kg 500 g luka na dva jednaka dijela (2 kg 750
g);
- 3. korak: na jedan tas stavi tegove (dva tega od 100 g i teg od 50 g), a na drugi
koli�cinu luka koja �ce biti u ravnote�zi sa tegovima. Na taj na�cin �ce iz mase od 2
kg 750 g, odvojiti 250 g, �sto zna�ci da �ce joj ostati 2 kg i 500 g luka.

Rezultati istra�zivanja i diskusija
Da bismo �sto konkretnije odgovorili na pitanje o trenutnim kompetencijama

studenata �cetvrte godine u�citeljskog studija za matemati�cko modelovanje, empir-
ijske podatke smo podvrgli statisti�ckoj obradi primjenom F- testa. Odredili smo
odred�ene mjere deskriptivne statistike i procijenili na�sa o�cekivanja (tabela 1)
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Testovi N Min. Maks. M SD F df p

TUK 174 0 5 1,465 1,457 29,015 346 0,0001

TIK 174 1 9 4,391 2,166

Tabela 3: Zbirni rezultati ostvareni na testovima TUK i TIK (M, t, p)

kada je u pitanju podizanje kompetentnosti studenata programskim sadr�zajima
nastavnog predmeta Metodika nastave matematike 2. Evidentno je da su ost-
vareni rezultati na testu ulaznih kompetencija (TUK) izmed�u 0 i 5, a na testu
izlaznih kompetencija (TIK) izmed�u 1 i 9, dok aritmeti�cke sredine upu�cuju na
zna�cajan, ali ne i zadovoljavaju�ci napredak (TUK - 1,465; TIK - 4,391), s obzirom
da je prosje�can uspjeh na TIK jo�s uvijek ispod o�cekivanja. F vrijednost je zna�cajna
na nivou p = 0,0001 za F = 29,015 i df = 346, �sto zna�ci da su razlike izmed�u
navedenih aritmeti�ckih sredina statisti�cki zna�cajne.

Razlike u aritmeti�ckim sredinama, s obzirom na broj ta�cno rije�senih zadataka
na testovima TUK i TIK prezentovane su gra�konom 1.
Gra�kon 1. Razlike u aritmeti�ckim sredinama izmed�u TUK i TIK

Potpunijoj analizi doprinosi diskusija testa izlaznih kompetencija s obzirom na
broj ta�cno rije�senih zadataka (tabela 4). Evidentno je da je najve�ci broj studenata
ta�cno rije�sio 4 zadatka (17,82%), a najmanji broj 9 zadataka (1,73%), te da nema
studenata koji nisu rije�sili ni jedan zadatak, kao �sto nema onih sa svih 10 ta�cnih
zadataka.

Kompletnosti de�nisanja izlaznih kompetencija doprinosi analiza rezultata po
zadacima (tabela 5), s obzirom da smo za svaki zadatak dali broj i postotak stu-
denata koji su do�sli do ta�cnog rje�senja, broj i postotak studenata koji su zadatak
rije�sili pogre�sno, te broj i postotak studenata koji nisu poku�sali rje�savati zadatak.
Vidljivo je da je najbolji rezultat postignut u 9. zadatku (144 ili 82,76% ta�cnih
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Broj ta�cno

rije�senih

zadataka

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Broj ispi-

tanika

N 0 3 9 20 26 28 31 17 14 26 0

% 0,00 1,73 5,17 11,49 14,94 16,09 17,82 9,77 8,05 14,94 0,00

Tabela 4: Izlazne kompetencije studenata za matemati�cko modelovanje

Zadatak 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.

Ta�cno N 94 109 41 78 55 131 57 23 144 32

% 54,02 62,64 23,56 44,83 31,61 75,29 32,76 13,22 82,76 18,39

Neta�cno N 54 50 73 58 83 29 49 70 25 93

% 31,04 28,74 41,96 33,33 47,70 16,67 28,16 40,23 14,37 53,45

Bez

poku�saja

N 26 15 60 38 36 14 68 81 5 49

% 14,94 8,62 34,48 21,84 20,69 8,04 39,08 46,55 2,87 28,16

Tabela 5: Rezultati ispitanika po zadacima u TIK testu

rje�senja), a najslabiji u 8. zadatku (23 ili 13,22%). Kada su u pitanju neta�cna
rje�senja, najvi�se ih je u 10. zadatku (93 ili 53,45%), a najmanje u 9 zadatku (25
ili 14,37%). S druge strane, najve�ci broj ispitanika nije pristupio rje�savanju 8.
zadatka (81 ili 46,55% ), a najmanji rje�savanju 9. zadatka (5 ili 2,87%)..

Pregled izlaznih kompetencija studenata u�citeljskog studija za matemati�cko
modelovanje s obzirom na uspje�snost rje�savanja zadataka predstavljena je gra�konom
2.

4 Zaklju�cak

Kompetencije studenata za matemati�cko modelovanje, u okviru kompetencija na
nivou nastavnog predmeta, usklad�ene su sa kompetencijskim pro�lom profesora
razredne nastave. Imaju�ci u vidu njihov zna�caj u savremenom svijetu u okviru
matemati�ckih kompetencija, te nedovoljnu zastupljenost matemati�ckog modelo-
vanja u nastavi matematike bazi�cnog ciklusa, prvenstveno zbog neosposobljenosti
nastavnika, name�ce se potreba za podizanjem nivoa znanja studenata u�citeljskog
studija iz te oblasti, kako bi, u svom budu�cem radu, nastavu matematike pri-
lagodili zahtjevima savremenog dru�stva i u�cenika kao aktivnih u�cesnika u njemu.

U tom smislu provedeno istra�zivanje ima svoj zna�caj s obzirom da smo utvrdili
trenutno stanje kompetencija studenata zavr�sne godine u�citeljskog studija za
matemati�cko modelovanje s obzirom na nivo poznavanja i razumijevanja matemati�ckih
struktura i koncepata, sposobnosti logi�ckog mi�sljenja i zaklju�civanja, te njihove
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Slika 2: Uspje�snost rje�savanja zadataka na TIK

prakti�cne primjene.
Evidentno je da generacija studenata �cetvrte godine studijskog programa razredne

nastave nije dovoljno kompetentna za matemati�cko modelovanje i njegovu prim-
jenu u realizaciji razredne nastave matematike, ali je uo�cljiv doprinos programskih
sadr�zaja nastavnog predmeta s obzirom na statisti�cki zna�cajan napredak pri te-
stiranju izlaznih kompetencija.

Imaju�ci u vidu zna�caj matemati�ckog modelovanja u savremenom svijetu, o�cekujemo
da pitanje kompetencija za tu oblast postane klju�cna tema u pravcu osiguranja
kvaliteta matemati�ckog obrazovanja na svim nivoima.
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Apstrakt

Nastava informatike nije ograni�cena na jedan softverski alat ili razvojno
okru�zenje. Termin "slobodan" i "open" softver ne umanjuje kvalitet softve-
ra i mogu�cnosti primene. U radu su obja�snjeni termini softverska licenca,
Free softver, Open softver i sistemi otvorenog koda za upravljanje sadr�zajem
CMS. U nastavi informatike - web dizajna izu�cava se dizajn stati�ckih web
stranica (HTML i CSS) i rad sa gotovim dizajn re�senjima CMS. U ovom
radu je prikazano razvojno okru�zenje NetBeans. NetBeans IDE je inte-
grisano razvojno okru�zenje koje omogu�cava kreiranje web stranica, desktop
i mobilnih aplikacija. Pored HTML, CSS, JavaScript, PHP za izradu web
stranica, NetBeans podr�zava i slede�ce programske jezike C/C++, Java tako
da svoju primenu mo�ze imati i u nastavi programiranja.

1 Uvod

U savremenoj nastavi informatike u srednjim �skolama izu�cavaju se teme web
dizajna i programiranja. Nastavne teme su pra�cene uputstvima za realizacuju u
kojima se nalazi preporuka odredenog softverskog alata ili se sa opisom realizacije
nastave uti�ce na izbor softverskog alata. Jedan od ciljeva nastave informatike
je sticanje znanja koja doprinose razvoju informati�cke pismenosti kao osnove za
dalje �skolovanje uz racionalno i e�kasno kori�s�cenje ra�cunara. U okviru nastave web
dizajna izu�cavaju se osnovni koncepti i principi izrade web stranica. Zadaci na-
stave programiranja su de�nisanje problema, algoritmi, pisanje programa vodenih
dogadajima, razumevanje principa modularnih i struktuiranih programa, upo-
znavanje koncepta klasa. Da bi se realizovali postavljeni ciljevi i zadaci treba
obezbediti i odgovaraju�ce softverske alate ili razvojna okru�zenja. Problemi koji
nastaju su u izboru programskih jezika, sistema za upravljanje sadr�zajem CMS i
web tehnologije sa jedne strane, i sa druge strane izbor razli�citih softverskih alata
za svaku nastavnu celinu i temu. Ve�cina u�cenika se sa tehnikama web dizajna
i programiranja upoznaje u srednjim �skolama. Manji broj u�cenika je radio sa
komercijalnim razvojnim okru�zenjima starijih verzija �cije je odr�zavanje ote�zano
zbog neodgovaraju�cih licenci. Tema ovog rada je mogu�cnost i na�cini primene
razvojnog okru�zenja otvorenog koda sa op�stom javnom licencom NetBeans IDE
u realizaciji nastavnih celina i tema web dizajna i programiranja.
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2 Softverske licence

Softverska licenca je vrsta ugovora izmedu proizvoda�ca softvera i krajnjeg kori-
snika. Ugovor ureduje prava i obaveze proizvoda�ca i korisnika softvera kao �sto su:
ko je vlasnik softvera odnosno kopije softvera, kako korisnik mo�ze da dobije kopiju
softvera, uslovi kako korisnik mo�ze da koristi, menja i distribuira softver, obaveze
proizvoda�ca u delu odr�zavanja i a�zuriranja softvera [1]. Softverske licence se mogu
podeliti na vlasni�cke licence (propertiary) i licence slobodnog koda i li-
cence otvorenog koda (free and open source licences) [3]. Kod vlasni�cke
licence proizvoda�c softvera je vlasnik svake kopije softvera. Vlasnik softvera daje
pod odredenim uslovima korisniku pravo da koristi jednu ili vi�se kopija softvera.
Bez prihvatanja ovih uslova korisnik nema pravo kori�s�cenja softvera. Primer ovog
softvera je Microsoft Visual Studio Professional, Windows, Microsoft O�ce. Ka-
rakteristika licence slobodnog koda je da proizvoda�c softvera ne zadr�zava pravo
vlasni�stva nad kopijama softvera, ve�c pravo vlasni�stva prenosi na krajnjeg koris-
nika. Krajnji korisnik nije obavezan da prihvati uslove licence ako menja ili koristi
softver ali ako korisnik distribuira softver mora da prihvati uslove softverske li-
cence. Licence otvorenog koda su copyleft licence i permissive licence. Copyleft
licence imaju za cilj da sa�cuvaju slobodu i otvorenost softvera. Izvedeni softver
je softver koji je nastao promenom softvera koji ima copyleft licencu. Primer
ove licence je GNU op�sta javna licenca General Public License. Krajnji korisnik
ima pravo na redistribuciju, na menjanje koda softvera ali i obavezu da objavi
izvorni kod za sve izmene koje je napravio [2]. Permissive licence daje slobodu
krajnjim korisnicima i dosta je popustljiva u odnosu na copyleft licencu. Korisnik
ne mora izvedeni softver licencirati pod istim uslovima kao originalni. Korisnik
mo�ze delove softvera iskoristiti kao deo zatvorenog koda. Primer ove licence je
BSD licenca Berkley Software Distribution [2][3].

3 Izbor softvera

U realizaciji nastavnih sadr�zaja treba izabrati odgovaraju�ci softver. Kriterijumi
kod izbora softverskog alata su mogu�cnost primene u realizaciji nastavnih celina
i tema, tro�skovi nabavke i odr�zavanja softvera, hardverska opremljenost ra�cunara
i tehni�cka podr�ska kod odr�zavanja odgovaraju�ceg softverskog alata, obu�cenost i
motivisanost nastavnika za rad sa odredenim softverom, dostupnost softvera, pre-
dznanja u�cenika. Nastavni sadr�zaji su de�nisani planom i programom. Tro�skovi
nabavke i odr�zavanja se odnose na cenu odgovaraju�ce licence za obrazovne ustano-
ve i u�cenike. Izbor softvera treba da se zasniva na znanju i spremnosti nastavnika
da primeni nove tehnologije u nastavi. Kada su u pitanju predznanja u�cenika, ne
o�cekuje se da imaju znanja u radu sa odredenim softverom odnosno razvojnim
okru�zenjem, ve�c kakva su njihova osnovna informati�cka znanja operativnih siste-
ma, da li pored Windowsa znaju i za druge operativne sisteme, koliko poznaju
organizaciju �le sistema odredenog operativnog sistema.

198



Neki od softverskih alata koji se koriste u nastavi web dizajna za razvoj i edi-
tovanje HTML koda i programiranja su: Notepad, Wordpad, MS Visual Studio
IDE, NetBeans IDE. Notepad i Wordpad su editori, pomo�cni programi komercija-
lnog operativnog sistema Windows, u toku rada ne kontroli�su sintaksu. Microsoft
Visual Studio je besplatan samo u Express verziji, sistemski zavisan, instalira se
na Windows operativnom sistemu. NetBeans IDE je razvojno okru�zenje sa GNU
"General Public License version 2 with Classpath exception i CDDL Common
Development and Distribution License"[5].

NetBeans je open source IDE Integrated Development Environment, namenjen za
razvoj Java desktop, mobilnih i web aplikacija. Postoji instalacija na razli�citim
operativnim sistemima Windows, Linux i OS X. Veliki broj dodataka omogu�cava
razvoj aplikacija i u drugim programskih jezicima C/C++, PHP kao i podr�sku
web dizajnu HTML/CSS. IDE je integrisano razvojno okru�zenje koje podr�zava
razvoj gra��ckog interfejsa (GUI), editor koda, kompajler, interpreter i dibager
(debugger) [7].

Karakteristike NetBeans IDE:

1. Podr�ska za najnovije Java tehnologije

2. Editor koji proverava sintaksu i ima podr�sku za jezike Java, C/C++, HTML,
PHP

3. Podr�ska za HTML5 i CSS3

4. E�kasno upravljanje projektima, datotekama

5. Razvoj gra��ckog korisni�ckog interfejsa (GUI)

6. Mogu�cnost rada na razli�citim operativnim sistemima (Windows, Linux) [4]

3.1 Izgled okru�zenja

U glavnom prozoru Netbeans radnog okru�zenja u gornjem delu nalaze se linija
menija i linija sa alatkama. Preostali deo glavnog prozora �cine paneli. U levom
delu nalazi se panel projekata i panel navigatora, desno je radni panel, u donjem
delu glavnog prozora je izlazni panel (slika 1) [6].

Linija menija sadr�zi slede�ce stavke: File meni slu�zi sa kreiranje novih i otvaranje
postoje�cih projekata i fajlova, Edit meni je namenjen za rad sa tekstom (undo,
redo, copy, paste, cut, �nd, replace), Run meni se koristi za prevodenje i izvr�sava-
nje programa ili aplikacije, Debugger meni slu�zi za otklanjanje gre�saka, testiranje
i pra�cenje promenljivih. Linija alatki se nalazi ispod linije menija. Prikaz alatki
pode�sava se u meniju View izborom opcije Toolbars.

Panel projekata Projects ima tri kartice: projekti, datoteke i servisi. U ovom
panelu prikazuje se hijerarhijska struktura projekata, fajlova i servisa. Panel
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navigatora Navigator prikazuje strukturu objekata koja je izabrana u panelu pro-
jekata (slika 4). U radnom panelu prikazuje se sadr�zaj fajlova koji se menjaju. U
izlaznom panelu prikazuju se rezultati tokom prevodenja i izvr�savanja programa
i odgovaraju�ce poruke [6].

U toku rada sa razli�citim tipovima NetBeans projekata otvaraju se dodatni pa-
neli. U radu sa web projektima otvara se CSS panel, u radu sa Java formama
Palette panel. Prikaz panela pode�sava se u meniju Window. Instalacija pluginova
odnosno dodataka pode�sava se u meniju Tools izborom stavke Plugins.

Slika 1: NetBeans IDE Radno okru�zenje

Osnova rada u NetBeans IDE okru�zenju je formiranje razli�citih kategorija pro-
jekata. Projekat predstavlja jedinstvenu strukturu koju �cine folderi i fajlovi.
Kreiranje projekata se radi u meniju File izborom stavke New Project. Za svaki
novi projekat se vr�si izbor tipa projekta, naziva i lokacije. Ovakva struktura
projekta dozvoljava u toku rada uklju�civanje i drugih fajlova i foldera: slika,
JavaScript fajlova, klasa.

3.2 Primena u izradi web stranica

Izrada web sajtova i web stranica po�cinje kreiranjem HTML5 projekta i HTML
stranica. HTML je opisni jezik namenjen opisu web stranica. Na po�cetku HTML
dokumenta nalazi se de�nicija tipa, standarda dokumenta. U strukturi dokumenta
nalaze se delovi koji opisuju na�cin predstavljanja i sadr�zaj dokumenta. Elementi
HTML dokumenta su tagovi <tag> </tag> ili <tag/>.

Za kreiranje web sajta u meniju File izabrati novi projekat New Project (slika
2). U spisku kategorija izabrati tip projekta HTML5, naziv projekta i lokaciju
(slika 3). Sledi izbor �sablona Template i JavaScript fajlova. Za potrebe osnova
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kreiranja web stranice ne moraju se uklju�citi opcije za izbor �sablona i JavaScript
fajlova. U postoje�cu strukturu projekta dodaju fajlovi i folderi u toku rada.

Slika 2: Kreiranje HTML5 projekta

U formiranom fajlu nazivfajla.html na prikazanom primeru index.html u okviru
projekta je data osnovna struktura HTML dokumenta sa opisanim delovima (slika
4). Standard dokumenta je HTML5. Za uredivanje izgleda strane mo�ze se kreirati
fajl eksternih obrazaca stilova nazivfajla.css na prikazanom primeru style.css (slika
4). Ukoliko se ubacuju slike, video i zvu�cni zapisi, njihove fajlove grupisati u
okviru posebnih foldera, na primer slike u okviru foldera images. Sve dodatne
fajlove i foldere kreirati u okviru strukture istog projekta izborom iz menija File
opcije New File ili iz kontekst menija opcije New Folder.

Slika 3: Naziv i lokacija web sajta

Izborom fajla u kartici projekata, u radnom panelu prikaza�ce se sadr�zaj fajla.
U panelu navigatora prikaza�ce se struktura HTML strane (slika 4). Izborom
odredenog HTML taga u panelu navigatora, pristupa se istom elementu sadr�zaja
fajla u radnom panelu. Deo html koda:

<!DOCTYPE html>
<html>
<head>
<title>Web Site Title</title>

<meta charset="UTF-8"/>
<meta name="viewport" content="width=device-width,
initial-scale=1.0"/>

201



Slika 4: Panel projekata i panel navigatora

<link rel="stylesheet" type="text/css"href="style.css" />
</head>
<body>

<div id="container">
<header><h1><a href="#">Header</a></h1></header>
<section>

<article id="content">
<p><strong>Content</strong></p>

</article>
</section>
<nav id="navigation" role="navigation">
<p><strong>Navigation</strong></p>
<ul>
<li><a href="http://somelinkCSS.com/">CSS Templates</a></li>
</ul>

</nav>
<aside id="sidebar">
<p><strong>Sidebar</strong></p>

</aside>
<footer id="footer">
<p>Footer</p>

</footer>
</div>
</body>

Za dodavanje funkcionalnosti web stranici mo�ze se koristiti programski jezik Java-
Script. JavaScript fajlovi uklju�cuju se prilikom kreiranja novog projekta kori�s�ce-
njem biblioteke, formiranjem novih fajlova i kori�s�cenjem obrazaca. JavaScript
mo�ze predstavljati dobar uvod u web orijentisano programiranje. Uklju�civa-
njem fajlova iz JavaScript biblioteka, fajlovi �ce biti sme�steni u folderu projekta
js/libraries. Panel navigatora prikazuje strukturu JavaScript fajla sa jednosta-
vnom navigacijom elementima koda.
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3.3 Primena u CMS sistemima za upravljanje web sadr�zajem

CMS - Content Management System je dinami�cko upravljanje web sadr�zajem
kori�s�cenjem HTML-a, JavaScript jezika za prikazivanje sadr�zaja, PHP skriptni
jezik za izvr�savanje upita nad bazom i MySql baze podataka [8]. Postoji ve-
liki broj besplatnih CMS platformi. WordPress je jedan od sistema otvorenog
koda za upravljanje web sadr�zajem. Wordpress koristi sistem unapred de�ni-
sanih �sablona koja se koristi u izradi web sajtova. Korisnici upotrebljavaju,
menjaju i kreiraju �sablone. Sistemi otvorenog koda za upravljanje sadr�zajem
u nastavnim sadr�zajima realizuju se kroz kori�s�cenje gotovih besplatnih �sablona.
Izgled �sablona menja se preko stilskih obrazaca CSS. Korisnici besplatnih �sablona
pode�savaju izgled tema preko stilova u okviru Wordpress platforme. Za ovakav
na�cin pode�savanja izgleda teme neophodno je znanje osnovnih elemenata HTML
i CSS, dok je za kreiranje jednostavne Wordpress teme potrebno osnovno pozna-
vanje PHP jezika, JavaScript i strukture Wordpress okru�zenja [8].

Slika 5: Kreiranje WordPress �sablona, naziv i lokacija

NetBeans IDE podr�zava rad sa PHP programskim jezikom, uz instalaciju do-
dataka pluginova PHP WordPress Blog/CMS, rad sa Wordpress temama ili
�sablonima. U radu sa �sablonima, nakon instalacije Wordpressa, formirati PHP
projekat, izabrati iz kategorija projekata PHP tip projekta PHP Applications with
Existing Sources, uneti naziv projekta, izabrati folder gde se nalazi Wordpress
instalacija i verziju PHP skritnog jezika (slika 5), raspored fajlova u okviru pro-
jekta (slika 6) [5]. Wordpress temu kreirati izborom PHP Applications projekta.
Pored navedenih opcija izabrati PHP Frameworks PHP WordPress Blog/CMS
(slika 7).
Formiranje strukture teme uraditi konvertovanjem jednostavnog HTML �sablona
i CSS obrasca u fajlove WordPress teme. CSS obrazac je va�zan deo teme. Na
po�cetku CSS fajla dodati odgovaraju�ce linije koda, da bi ovaj fajl mogao da se ko-
risti kao deo teme: naziv teme, opis teme, link, autor, klju�cne re�ci. Fajl index.html
konvertovati u index.php. Na ovaj na�cin mogu�ce je postupno upoznavanje struktu-
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Slika 6: Raspored fajlova u okviru projekta

Slika 7: Izbor PHP Frameworks Wordpress

re teme i PHP funkcija bez prethodnog znanja PHP kao programskog jezika. PHP
funkcije koje treba uklju�citi: bloginfo(), wp_title(), have_posts(), the_posts(),
the_permalink(), the_title(), the_author(), the_content(), wp_list_pages(),
wp_list_categories().

Primer PHP funkcija kod prikaza naslova web sajta:

<header id="header">
<h1><a href="<?php bloginfo('url') ?>"><?php bloginfo('name');?></a>
</h1>
</header>

Kori�s�cenje PHP while petlje i razgranate strukture if kod prikaza sadr�zaja web
strane:

<?php if (have_posts()) : while (have_posts()) : the_post(); ?>
<p><strong><a href="<?php the_permalink(); ?>">
<?php the_title(); ?></a></strong></p>
<p>Published on <?php the_time('m d Y'); ?>
by <?php the_author(); ?></p>
<p><?php the_content(); ?></p>
<?php endwhile; else: ?>

WordPress tema naj�ce�s�ce ne sadr�zi samo dva fajla index.php i style.css. U zavi-
snosti od toga kakva je struktura teme, da li je u pitanju blog, prikaz punih ili
uvodnih postova, stati�cka web strana, kreiraju se posebni php fajlovi. Izdvojiti
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i formirati ostale php fajlove koji �cine strukturu teme: header.php, footer.php,
functions.php, content.php, page.php, single.php, sidebar.php, itd.

3.4 Programiranje u NetBeans okru�zenju

Kreiranjem C/C++ projekata izu�cavaju se principi struktuiranog i modularnog
programiranja. Struktuirano programiranje je paradigma programiranja koja ko-
risti elemenate potprograma, blok strukture i kontrolne strukture: selekcije, se-
kvence i iteracije. Modularno programiranje je paradigma programiranja u kojoj
se programi dele na nezavisne module.

Iako je NetBeans IDE prvenstveno namenjen za JAVA aplikacije, omogu�cava
kori�s�cenje programskog jezika C/C++. NetBeans ne sadr�zi C/C++ kompajler,
potrebno ga je instalirati. NetBeans podr�zava konzolne i gra��cke aplikacije kroz
razli�cite tipove projekata za C/C++ [5]. Postupak kreiranja konzolne aplikacije
odraditi izborom novog projekta C/C++ Application, pored naziva projekta,
lokacije, izabrati i kompajler C, C++ (slika 8).

Slika 8: C/C++ projekat

Pored konzolnih aplikacija, formiraju se i projekti na osnovu postoje�cih fajlova
koji su nastali u drugim razvojnim okru�zenjima, zatim gra��cki interfejs GUI forme
izborom projekta C/C++ Qt Application. U toku unosa i menjanja programa
postoji pomo�c u obele�zavanju sintakse, kompletiranju i refaktorisanju koda. Na
ovaj na�cin izbegavaju se gre�ske i nastaje kvalitetan kod. Izvr�savanje i testiranje
programa prati se u izlaznom panelu Output.

U NetBeans IDE mogu�ce je raditi sa objektno orijentisanim programskim jezicima
kao �sto su Java i C++. Objektno orijentisano programiranje koristi objekte kao
glavne elemente. Objekat je model entiteta sa trenutnim stanjem i de�nisanim
pona�sanjem. Klase opisuju stanje preko atributa i pona�sanje objekata kori�s�cenjem
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metoda. Objekat je instanca klase. Osnovni koncepti objektno orijentisanog pro-
gramiranja su: apstrakcija, enkapsulacija, polimor�zam i nasledivanje. Primenom
objektno orijentisanog programiranja slo�zeni programi postaju jednostavni za
razumevanje i odr�zavanje i va�zan je deo nastave programiranja u �skolama.

Java je objektno orijentisan, ma�sinski nezavistan programski jezik. Vrste progra-
ma u Javi su: Java aplikacije koje se izvr�savaju samostalno na bilo kom opera-
tivnom sistemu i Java apleti koji se izvr�savaju u okviru web stranice. Da bi se
Java programi izvr�savali treba instalirati Java platformu. Java platforma obu-
hvata: Java SE, Java EE, Java ME i Java FX [10]. Java Standard Edition, Java
SE, standardno okru�zenje, skup softverskih komponenti, rutina i protokola za
Java aplikacije. Java Enterprise Edition, Java EE, omogu�cava razvoj softverskih
re�senja na serverima. Java Micro Edition, Java ME, mikro izdanje, je okru�zenje
za aplikacije na mobilnim uredajima. Java FX Script je skriptni jezik za kreiranje
desktop i web Java aplikacija [10].

Kreiranje standardne Java aplikacije, iz menija File izabrati New Project. Iz liste
kategorija izabrati Java, projekat Java Application. Ozna�citi kreiranje glavne
klase, klase koja sadr�zi glavni metod.

package javaCalc;
/**
*
* @author User
*/
public class JavaCalc {

/**
* @param args the command line arguments
*/
public static void main(String[] args) {}

// TODO code application logic here
}

U panelu projekata prikazana je struktura koja sadr�zi Java pakete i Java klase.
Za Java klasu koja je izabrana u panelu projekata, u panelu navigatora prikazana
je lista argumenata i metoda. U radnom panelu u kodu se kontroli�se sintaksa i
obele�zavaju gre�ske. U izlaznom panelu pojavi�ce se dve kartice. Jedna kartica sa
nazivom projekta koji se izvr�sava nazivProjekta (run). U toku rada unose se vre-
dnosti promenljivih i prikaz rezultata izvr�savanja Java aplikacije. Druga kartica
je Debbuger Console koja sadr�zi poruke o gre�skama u kodu, oznakama u kodu
breakpoint.

Kreiranje gra��ckog interfejsa GUI formi uraditi prvo kreiranjem standardne Java
aplikacije na na�cin koji je ve�c opisan bez kreiranje glavne klase. Formirati novi
fajl Application Sample Form iz kategorije Swing GUI Forms i u okviru njega
glavnu klasu main [9]. Na ovaj na�cin nastala je forma sa stavkama menija File,
Edit i Help. Forma aktivira panel Pallete iz kojeg se dodaju komponente na
postoje�cu formu. Komponente gra��ckog okru�zenja koje se uklju�cuju iz kategorije
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Application Sample Form su JPanel koji deli prozor na delove, JDialog, JFrame
kreira prozor aplikacije. Na ove komponente dodaju se stavke iz panela Pallete.

4 Zaklju�cak

Upotrebom Open Source softvera realizuje se veliki deo nastavnih sadr�zaja kroz
nastavne i vannastavne aktivnosti. Njegova prednost je u unapredivanju i osa-
vremenjavanju procesa nastave i komunikacije izmedu nastavnika i u�cenika, kao
i izmedu u�cenika. U�cenici i nastavnici bez ograni�cenja koja postoje u softveru sa
komercijalnim licencama mogu razmenjivati, objavljivati, analizirati i unapredi-
vati re�senja i primere koji su nastali u okviru programa i projekata kori�cenjem
NetBeans IDE. Open Source softver nije samo alternativa komercijalnom softve-
ru koja se primenjuje da bi se izbegle skupe licence. To su kompletna re�senja sa
potpunom funkcionalno�s�cu, kompletnom dokumentacijom i odr�zavanjem.
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Stručni rad

Abstract

Jedan od ciljeva ovog rada svakako je da ukaže na potrebu uvodjenja
jednog broja interaktivnih primera sa jasnom vizuelizacijom, koji se odnose
na ove fundamentalne pojmove diferencijalnog računa, radi njihovog lakšeg
usvajanja i radi jačanja, u ovom slučaju, geometrijske intuicije.
U cilju dostizanja i razvijanja intuitivnog razumevanja ovih koncepata potre-
bno je dobro pripremiti primere koji će omogućiti odgovore na ključna pi-
tanja iz ove oblasti. U radu je pokazano kako pogodno softversko okruženje
kakvi su, na primer, Geogebrini Java apleti, omogućava nastavniku da efikasno
predje put od intuicije do definicije, od neformalnog ka formalnom kada su
u pitanju ove teme diferencijalnog računa.

Ključne reči: matematička intuicija, limes, neprekidnost, vizuelizacija

1 Matematička intuicija

Tokom čitave istorije matematike, postojala je odredjena tenzija izmedju intu-
itivne očiglednosti i formalne strogosti, pri čemu se menjao stepen u kojem je
intuicija mogla pratiti proces formalizacije, ili obrnuto. Današnja matematika
iako daleko uznapredovala u apstrakciji i formalizaciji nalaže i dalje modifikovanje
zatečenih pojmova i intuitivno preispitivanje prethodnih rezultata. Obično intu-
icija prethodi rigoroznim dokazima, odnosno ponekad stroga zasnivanja, formalno
besprekorna, nameću potrebu najpre za intuitivnim pojmovnim razjašnjenjima.
[1]
U matematici, kao i svakoj drugoj naučnoj disciplini, dolaze do izražaja posredna
i neposredna saznanja. Saznanja čini sistem istina koji je logički koherentan i
formalizovan. Aksiome su prihvaćene kao neposredne istine, koje se u logičkom
smislu prihvataju bez dokaza i koji izražavaju jedan oblik neposrednog saznanja.
Teoreme, pak, predstavljaju jedan od oblika posrednih istina, koje usvajamo
na osnovu dokaza, pa su saznanja stečena na osnovi njih posredna. Pod in-
tuitivnim saznanjem, za razliku od logičkog saznanja, podrazumeva se direktno
uočavanje matematičkih istina apstrakcijom, što nazivamo intelektualna intuicija,
ali i pomoću čula, što nazivamo senzorna intuicija i što predstavlja podlogu ve-
likog broja očiglednih istina. Valja istaći da se u matematici pod intuicijom često
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shvata predvidjanje ili naslućivanje neke matematičke istine, odnosno njeno glob-
alno sagledavanje. [2]
Matematičari se tradicionalno oslanjaju na intuiciju kao način za razumevanje
dokaza i konceptualizaciju problema (Hadamard, 1954). Jung definǐse intuitivnu
percepciju kao mǐsljenje u slikama. Poreklo tih slika često je u emociji i relacija
izmedju kreativne intuicije i emocije je jedan od najvažnijih elemenata kreativnog
procesa (Hague, 2003).
Na primeru, Bolzano-Cauchyjevog stava, najpre je intuitivno spoznato da grafik
neprekidne funkcije, na osnovu datih uslova, mora bar jedanput preseći x osu i
da je apscisa te tačke preseka x0: Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b]
i ako je f(a) ·f(b) < 0, tada na segmentu [a, b] postoji barem jedan broj x0 takav
da je f(x0) = 0.Dakle, istinitost ovoga stava je najpre intuitivno naslućena na
osnovu grafika funkcije f(x) u pravouglom koordinatnom sistemu, pa je zatim
strogo aritmetički dokazana, bez pozivanja na geometrijsku intuiciju, odnosno
geometrijsku očiglednost.
Uopšte gledano, može se reći da intuitivna spoznaja dominira nad logičkom u is-
torijskoj genezi jednog matematičkog pojma ili teorije, ali i da se njihov uzajamni
odnos menja tokom evolucije tog pojma, odnosno teorije, tako što se one uza-
jamno prate u razvoju matematike, jedna drugu podstiču, dopunjuju i koriguju.

2 Od intuicije do definicije limesa i neprekidnosti

Nastava diferencijalnog računa bila je predmet brojnih naučnih istraživanja dugi
niz godina. Rezultati naučnih istraživanja u toj oblasti pokazuju da studenti
imaju spoznajne teškoće u razumevanju koncepta granične vrednosti odnosno
limesa (Cornu, 1991; Szydlik, 2000; Tall i Vinner, 1981; Williams, 1991).
Koncept granične vrednosti indukuje brojne spoznajne (kognitivne) teškoće uključ-
ujući sledeće: izraz ”lim(es)”, ”teži ka”, ”približava se”, ”dovoljno blisko nekoj
vrednosti”, ”proizvoljno blisko nekoj vrednosti”, ”pojam beskonačno male veličine”,
”pojam beskonačno velike veličine”, razumevanje pojma ”za svako” ε, formalne
ε− δ definicije, odnosno teškoće pri korǐsćenju sintakse i semantike, veza izmedju
ε i N , konfuzija pri prelasku iz ”konačnog ka beskonačnom”, u razumevanju ”šta
se dešava u beskonačnosti” . . .
Zato se nameće logično pitanje: Kako pomoći studentima da što kvalitetnije
usvoje ove fundamentalne pojmove diferencijalnog računa?
Integracija odgovarajućih softverskih rešenja i alata, poput GeoGebre, u nastavi
diferencijalnog računa omogućiće studentima da vizuelizuju ove teške matematičke
koncepte. Na primer, interaktivna softverska rešenja mogu pomoći studentima
da ”vide” procese, kao i da bezbolno prodju kroz tranziciju od neformalne ka
formalnoj definiciji koncepta granične vrednosti funkcije.
Kako je većini studenata nejasna simbolička, formalna definicija limesa, može se,
na primer, pre njenog uvodjenja, iskoristiti jedan Java aplet specijalno dizajniran
da pomogne u prevazilaženju teškoća pri usvajanju tzv. ”epsilon-delta” definicije
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granične vrednosti funkcije u proizvoljnoj tački x0:
Za svaku, proizvoljno izabranu malu vrednost ε > 0, postoji neka vrednost δ > 0
takva da, kad god je razlika, |x−x0| < δ, tada je |f(x)−L| < ε (za sve vrednosti
x iz domena funkcije f), odnosno zapisujemo

lim
x−>x0

f(x) = L ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(|x − x0)| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε).

Intuitivno, možemo reći da je lim
x−>x0

f(x) = L ako je funkcija f(x) definisana

u okolini tačke (ali nije neophodno u samoj tački) x0 i ako f(x) teži ka nekoj
vrednosti L, kada promenljiva x teži ka x0 (dinamička i neformalna definicija).
Takodje kažemo da je L ∈ R granična vrednost funkcije f(x) u tački x0 ∈ R i
pǐsemo lim

x−>x0

f(x) = L ako vrednosti f(x) mogu postati proizvoljno bliske vred-

nosti L ∈ R, kada x postane dovoljno blisko vrednosti x0. [3]
Pri tome, termini ”proizvoljno” i ”dovoljno” su veoma važni i treba ih dobro raz-
jasniti. Termin ”proizvoljno” povezujemo sa ”unapred odabrano” ili ”ma kako
zadato”, a termin ”dovoljno” sa nečim što nastojimo da postignemo u skladu sa
datim uslovima.
Takodje je važno uočiti trend da u slučaju kada ”x postane dovoljno blisko vred-
nosti x0”, tada vrednosti funkcije f(x) ostaju bar jednako, ili vǐse, bliske vrednosti
L.
Pri tome, veoma je važno naglasiti da vrednost funkcije f(x) u tački x = x0 u ko-
joj odredjujemo graničnu vrednost ne utiče na limes, što znači da nije od značaja
da li je funkcija definisana u samoj tački x = x0. Drugim rečima, granična vred-
nost funkcije u tački se bavi ponašanjem funkcije u okolini te tačke, a ne u samoj
tački.
Još jedan način za intuitivni pristup ovom konceptu tokom izračunavanja granične
vrednosti funkcije u tački, jeste da odgovorimo na pitanje: Da li se može utvrditi
da se u okolini tačke x = x0 vrednosti funkcije f(x) ”gomilaju” oko neke vred-
nosti L?
U tom smislu, pretpostavimo da nam je cilj da odredimo koliko brzo se funkcija
f(x) menja u samoj tački x = x0, što nazivamo brzinom promene funkcije f(x),
u tački x = x0. U svim takvim slučajevima, zapravo se pitamo šta se dešava u
okolini tačke x = x0 i koliko daleko se pomeramo od tačke x = x0?
Pre usvajanja formalne definicije limesa, korisno bi bilo razumeti neformalnu
definiciju limesa i koristiti vizuelizaciju ovog dinamičkog procesa, kao što je
prikazano na sledećoj slici (slika 2) [19].

Grafički, definiciju možemo ilustrovati kao što je prikazano na slici 1 i inter-
pretirati na sledeći način: Ukoliko je L granična vrednost funkcije f(x) u tački
x = c, to znači da za svaku ε okolinu tačke L, razmatramo interval (L− ε, L+ ε),
odnosno pojas izmedju dve horizontalne prave y = L−ε i y = L+ε. Tada postoji
simetričan interval (δ -okolinu) oko tačke c, u oznaci (c− δ, c+ δ), odnosno pojas
izmedju dve vertikalne prave x = c − δ i x = c + δ, tako da se ta okolina cela
preslikava u uočenu ε-okolinu tačke L.
Ovo možemo interpretirati na sličan način: ako zadamo vrednost ε i odredimo na
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Ilustracija definicije granične vrednosti u tački

osnovu nje položaj horizontalnog osenčenog pojasa, onda ispitujemo da li postoji
mogućnost da postavimo vertikalni pojas, odnosno interval oko tačke c, tako da
pravougaonik sa temenom u tački (c, L) ima osobinu da grafik funkcije u njega
”ulazi” i iz njega ”izlazi” duž bočnih strana. Pri tome, važno je naglasiti da
vrednost δ zavisi, dakle, od vrednosti ε.
Jedan od ciljeva ovog rada svakako je da ukaže na potrebu uvodjenja jednog
broja interaktivnih primera sa jasnom vizuelizacijom, koji se odnose na ove fun-
damentalne pojmove diferencijalnog računa, radi njihovog lakšeg usvajanja i radi
jačanja, u ovom slučaju, geometrijske intuicije.
U cilju dostizanja i razvijanja intuitivnog razumevanja ovih koncepata potrebno
je dobro pripremiti primere koji će omogućiti odgovore na ključna pitanja iz ove
oblasti. Šta znači kada funkcija ima graničnu vrednost? Koji tipovi limesa pos-
toje? Kako izgledaju grafici ovih funkcija i kako ih prepoznajemo? Kada funkcija
ima vertikalnu asomptotu (”skok”, ”diskontinuitet” - teži ka beskonačnom)?
Na primer, za razvoj i jačanje intuicije u slučaju jednostranih limesa odnosno
leve lim

x→c−

f(x) i desne granične vrednosti lim
x→c+

f(x) možemo koristiti Geogebrine

aplete:[10]
U ovom apletu se prikazuje grafik ma koje zadane funkcije f(x), a korisnik
može pomeranjem pokretne tačke duž ose x menjati δ ”radijus” interval oko nje,
odnosno interaktivno na grafiku posmatrati i očitavati koordinate tačke (c, f(c)).
Kažemo da lim

x→c+

f(x) postoji ako su sve vrednosti od f(x) ”vrlo blizu” nekom

broju, kad god je x > c i x je ”vrlo blizu” c, odnosno lim
x→c−

f(x) postoji ako su

sve vrednosti od f(x) ”vrlo blizu” nekom broju, kad god je x < c i x je ”vrlo
blizu” c.
Postoje mnogi slučajevi da jednostrani limesi postoje, premda dvostrani limes
ne postoji, pa ih je poželjno vizuelno interpretirati.Na primer, pomoću Geogebre

možemo lako generisati grafik funkcije f(x) =
1

1 + 2
−
1

x

, a zatim razmatrati levu
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i desnu graničnu vrednost funkcije u tački x = 0, odnosno posmatrajući grafik te

funkcije zaključiti da je lim
x→0+

1

1 + 2
−
1

x

= 1 i lim
x→0−

1

1 + 2
−
1

x

= 0.

Takodje, bilo bi poželjno demonstrirati i primer funkcije u kojoj jednostrani limesi
( lim
x→1−

f(x), lim
x→1+

f(x)) ne postoje, zapravo vrednosti funkcije ne teže ka jednoj

vrednosti, već osciluju u intervalu (−1, 1), što je prikazano na slici 1.

Slika 1: Primer funkcije 1/2 · sin(
10

x− 1
) + 1

U slučaju dosta složenije funkcije f(x) = e−x · sin(12x), čiji grafik je takodje
nacrtan u GeoGebri, istražujemo ponašanje funkcije kada se x približava beskonačnosti,
pomeranjem klizača za x vrednosti (slika 3), odakle se zaključuje da je

lim
x→∞

f(x) = 0.

Kada je u pitanju neprekidnost funkcije, neformalno rečeno, funkcija f(x) je

Slika 2: Primer konačne gr.vrednosti kada x → ∞

neprekidna ako se njen grafik može nacrtati bez podizanja olovke sa papira, što
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predstavlja i naše intuitivno shvatanje pojma neprekidnosti. Ako je neprekidna
funkcija y = f(x) posmatrana nad zatvorenim intervalom [a, b], tada je njen
grafik neprekidna linija koja spaja tačke (a, f(a)) i (b, f(b)). Intuitivno je jasno
da, neprekidno ”prelazeći”od f(a) do f(b), vrednosti funkcije moraju proći kroz
ceo interval izmedju f(a) i f(b).
Prema formalnoj definiciji neprekidnosti važi: Funkcija f : D → R je neprekidna
u tački a ∈ D akko

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a−

f(x) = f(a).

Jednostavno je uočiti da iz neprekidnosti funkcije sledi postojanje granične vred-
nosti, a da obrnuto ne važi − funkcija može imati graničnu vrednost, a ne biti

neprekidna u posmatranoj tački (na primer lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= 2).

Ako funkcija nije neprekidna u svakoj tački svog domena, kažemo da funkcija u
tim tačkama ima prekid (diskontinuitet. U tom smislu, potrebno je razmotriti
odgovore na sledeća pitanja: Zašto funkcija nije neprekidna? Kakav je grafik
prekidne funkcije? Koji tipovi diskontinuiteta postoje? Može li prekid biti otk-
lonjiv? Postoji li veza izmedju neprekidnosti i diferencijabilnosti? . . .
U sledećem primeru data je funkcija za koju treba proveriti da li je neprekidna
u nekoj zadatoj tački. Uz pomoć GeoGebrinog apleta student dobija grafičku
reprezentaciju različitih situacija (slika 3), a nastavnik može paralelno analizirati
i objasniti još jednom svaki segment algebarskog rešenja:

Slika 3: Ispitivanje neprekidnosti u tački

Da li postoji granična vrednost funkcije u tački x = 2? Da li je funkcija
definisana u tački x = 2? Da li je funkcija neprekidna u tački x = 2?
Pomoću ovih pitanja i dobijanjem odgovora na ova pitanja u interaktivnom radu
jača se veza izmedju pojmova ”definisan”, ”neprekidan” i ”granična vrednost” u
tački i prilično lako se dolazi do zaključka: Leva i desna granična vrednost kada
x → 2− i kada x → 2+ postoje, različite su, pa ne postoji granična vrednost
funkcije u ovoj tački; f(2) postoji; funkcija nije neprekidna u tački x = 2.
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3 Zaključak

Pokazano je da za neke fundamentalne teme diferencijalnog računa, nastavnici
mogu relativno lako integrisati raspoloživa tehnološka rešenja u redovnu nas-
tavu, čime studentima pružaju vǐse mogućnosti za sopstveno istraživanje, jačanje
matematičke intuicije i dublje razumevanje materije. Osim toga, studentu će
biti dostupna vǐsetruka reprezentacija datog koncepta. U ovom radu je pokazano
kako pogodno softversko okruženje kakvi su, na primer, Java apleti, omogućava
nastavniku da efikasno predje put od intuicije do definicije, od neformalnog ka
formalnom kada su u pitanju ove teme diferencijalnog računa. Bolja vizuelizacija
odredjenih matematičkih koncepata dodaje novu dimenziju u nastavi matem-
atike, otvarajućii mogućnosti za atraktivniju nastavu, ali i za jačanje intuitivne
percepcije tih koncepata, kao i kreativne intuicije.
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[1] A. Gordić, Egzaktnost u matematici, filosofiji i naukama, Filozofski godǐsnjak,
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Abstract

In this paper effects of group work on the results of the students in
mathematics tuition are researched. The research is conducted in Čitluk
High school during first three months of the current year. It involved 80
students of the first high school classes. The students were divided into two
groups; those who worked in groups (experimental group) and those having
traditional tuition (control group). In the end we conducted a knowledge
test, which has shown that the experimental group was more successful
(χ2 = 13, 434 ). An interview of the math teachers was carried out also, and
it shows that most of them seldom or never use group work in mathematics
tuition. Finally, in the end of this paper, use of the group work in the
mathematics tuition will be proposed.

1 Introduction

Education in the 21stcentury demands quality knowledge acquisition which should
be used as the foundation for permanent learning and acquisition of new skills
during one’s lifetime. In the acquisition of these new skills, people should rely on
each other, i. e. work in the collaboration with each other. That’s why different
strategies of tuition are trying to be implemented which are going to satisfy these
conditions. One of the collaborative means of studying is group studying. That’s
why this research is based on the efficiency of the group work in the mathematics
tuition. This research has shown that better results were obtained by the stu-
dents who used group work than those who didn’t and that the group work is
seldom used in mathematics tuition.

2 Group work

A group – assembled for class - is defined as three to five people working together
(Pranjić,292). According to Pranjić, benefits of the group studying are:

• cooperative, free and productive engagement of the study groups;

• possibility to encourage the students’ conduct; cooperation, tolerance, rule
observance, communicative competency, sympathy, etc.

• summarizing the differences regarding the tuition and working style of the
students (differentiation).
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Disadvantages:

• possibility to turn the social goals in their contrary: prejudices, rejection
of others, their exclusion etc.

• possibility to turn the role division in acceptance of the favorite function.

• Group work is an extremely effective way of acquiring knowledge (Kurnik,
2003: 52). According to Kurnik, principles of the organization and execu-
tion of group work are:

1. Group work means to divide the class into groups of 4 to 6 students.

2. The functions given to groups may be the same or different depending on
the nature of the tuition content and class goals.

3. Groups may have homogeneous and inhomogeneous composition of the stu-
dents. It is better to have inhomogeneous group composition in which stu-
dent’s foreknowledge is different. Students with less foreknowledge learn
from those with more of it.

4. In each group, one student is selected as a group leader, every hour leader
is changed.

5. Group should work about the same rate.

6. Each member of the group is resolving his part of the task set.

7. Control of students’ work teacher is conducting throughout the whole class.

8. Students’ activity and the success of group work will be better when the stu-
dents are better acquainted with the way in which the teacher will evaluate
their work. (K., 2003: 53)

3 Case study

Identify the achievements of students who taught mathematics in groups, and
within that test relations between group study and success in task solving between
experimental and control group.

Narrower subject of this research relates to the consideration of correlation
(intensity and direction) between learning in the group form of work and success
of students in the mathematics tasks.
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3.1 The goal of the research

1. Scientific, research is designed to study the nature (intensity and direction)
of correlation between the observed variables, i. e. between learning in
the group form of work and success of students in mathematics tasks; and
consideration of the relation between the students in the experimental and
control group in mathematics success.

2. Practical: obtained results could be an incentive to improve the educational
process and teaching mathematics.

3.2 Research Hypothesis

The basic hypothesis of this research is: ”Students will achieve better success
in solving mathematics tasks in the experimental group, because the teaching of
mathematics is focused on group work.”

By conducting this study we will test this hypothesis and accept or reject it
according to a certain level of significance.Therefore, in this study we will define
the perception of group work by students in the experimental and control groups,
and we will determine whether there is statistically significant difference between
students in the experimental and control groups in mathematics task solving.

3.3 Defining variables

Upon researching the differences in group work and success in mathematics by
students in the experimental and control groups, the following dependent and
independent variables of research were defined:

Dependent: success in solving mathematics tasks;
Independent: learning in a group form of work and school.

3.4 The sample of participants

The research was done with the first-year high school students in Čitluk High
School. There was no need for unification of the experimental and control groups,
because they are all students of the same school and the same profession. That
is shown in the following table.

The pattern includes 80 participants. As we can see, they are all average
students. Average grade is 2, 96 (good).

Pearson’s χ2 = 3, 92, df4; p = 0, 05. Contingency coefficient: 0, 216.
Contingency coefficient 0.216 indicates that there is no statistically significant

difference in mathematics grades obtained by the students in the experimental
and control groups. So groups are uniform.
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Groups N %

Experimental 40 50

Control 40 50

Total 80 100

Mathematics
grades

insufficient 9 11,25

sufficient 24 3

good 21 26,25

very good 13 16,25

excellent 13 16,25

total 80 100

Table 1: Mathematics success of all participants

Groups experimental control

insufficient 6 (15%) 3 (7,5%)

sufficient 12 (30%) 12 (30%)

good 8 (20%) 13 (32,5%)

very good 7 (17,5%) 6 (15%)

excellent 7 (17,5%) 6 (15%)

total 40 (100%) 40 (100%)

Table 2: Mathematics success by group
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3.5 Methods and Tools

For the purposes of this study two methods of data collection were used:method
of theoretical analysis, which involves collecting data from the literature of scien-
tific, technical and other papers in connection with the problem which we have
investigated and systematically-experimental method as a typical field research
which has helped us to collect the necessary data on the appropriate sample using
appropriate tools.

Tools for collecting data:
Interview on students’ grades obtained in mathematics, mathematics test.

3.6 Organization of research and methods for data processing

The study was designed as a typical empirical research. Organization of the
research was conducted by professors of mathematics along with the author of
this paper. The testing was conducted in April 2014.

During statistical data processing different statistical procedures were used
(determination of frequencies and percentage relationships for all variables and
for determining statistical significance of differences between the studied variables
Pearson’s χ2 and C coefficient were used).

The study was conducted with first grade students of the Čitluk High School.
Students were divided into two groups, experimental and control one. The control
group was working normally.In teaching the experimental group, group work was
used. Students were divided into 4 groups of 5 students. Groups were inhomo-
geneous.In dividing the tasks each student in the group had his own assignment,
so that all the students were involved in the work.At the end of work, represen-
tatives of each group - one student or more depending on the teaching material
- exhibited their results.

For example, in the teaching unit, Distance between two points in the plane,
tasks divided by groups looked like this:

The first group had the task to find the distance between two points A(x1 , y1)
and B(x1 , y2) in the coordinate plane.

One student was looking for the distance,provided y1 = y2, other x1 = x2.
The other three students were supposed to find the distance between the points:
first A (3,−2) i B(3, 2), secondA (3,−2) i C(1,−2) and third B(3, 2)i D(−2, 2).

The second group had the task to derive a formula for the distance between
two points in the plane. All students took part in this task, and finally one of
them exhibited.

The third group was looking for the distance between two points with given
coordinates, where each student of the group received a different task, and in the
end only one of these tasks has been done on the board.Of course they did not
know until the end who will be the one writing on the board. (The teacher wrote
the formula.)
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The fourth group had the task prove that the triangle

ABC, A (−1,−3) , B (9, 7) , C(−3, 3)

was rectangular.
The best student was counting the length of one side, and the other two sides,

two students. Eventually they all checked reversal of the Pythagorean Theorem.
The fifth group had the task to determine the vertical axis point distant to

the point K(−4, 1) for 5 (three students) and to determine the distance of the
points from the starting point (two points for two students).

Students’ opinion:

1. ”Good idea, because in this way we jointly solve tasks and share our opin-
ions which greatly helps.” (Marija Pervan)

2. ”We learn through fun and our other classes should look like this.”(Jelena),

3. ”I liked working in groups because we had the opportunity to jointly solve
tasks. Then we all take part in the work.”(Marija-Helena),

4. ”I’m fascinated by group work, because it’seasyandinteresting. Certainlya-
wonderful experienceand we needto applyit more often.”(Ivo Ćavar),

5. ”I really like working in groups because even though there is something
we don’t know, the rest of the group takes the trouble to explain it to
us.”(Jelena Buntić).

Figure 1: Group form of work

3.7 Result analysis

The object of this study was the impact of collaborative learning on student
achievement in mathematics, which is verified by knowledge test.

The following hypothesis should be verified: ”Students will achieve better suc-
cess in solving mathematics tasks in the experimental group, because the teaching

of mathematics is focused on group work.”
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Tasks solved experimental control

0 0 4

1 2 8

2 8 6

3 12 8

4 4 8

5 14 6

total 40 40

χ2 = 13, 434;
df = 5; p =
0, 05

Table 3: The frequencies of solved problems by groups

Students of the experimental group achieved better results in solving a math
test (Table 3 and graph chart), which means that the hypothesis was confirmed.

As the obtained χ2 totals 13.434 with 5 degrees of freedom and with the 99%
criterion of significance, one can conclude that this test result is not random, but
rather is the result of group work done by the students in the experimental group.

Figure 2: Percentage of resolved tasks by groups

The graph shows that all five tasks were solved by 35% of the students who
have studied in the group and that there would be not even one student who did
not solve at least one task,unlike the control group, where 10% of students did
not solve a single task.

Fifteen high school mathematics teachers were surveyed. Only one of them
used the group work in the classroom, a fact which shows devastating results.
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4 Conclusion

This paper showed that the group work in mathematics teaching leads to bet-
ter learning outcomes.The results show that students of the experimental group,
those who have used group work, achieved better results in knowledge tests than
those who were working by the traditional tuition. Chi-square was for a cer-
tain degree of freedom greater than the limit value at the significance level 0.05,
totaling 13,343.

Therefore, in teaching, group work should be applied as one of the motivations
for learning mathematics and improving the quality of mathematical knowledge.
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tehničkih škola, Element, Zagreb, 2009.
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Abstract

In this paper we consider regularized trace of a one-dimensional Schrodinger

operator perturbed by a Dirac δ-function.

1 Regularized Trace of a One-Dimensional Schrodinger

Operator Perturbed by a Dirac δ-function

L2[0,∞) we consider the Sturm-Liouville operator generated by the expression

la,b = − d2

dx2
+ x+ aδ(x− b), (1.1)

δ(x) - Dirac delta function, a, b - positive numbers.
There are several approaches to the determination of the Sturm-Liouville op-

erators with a distributional potential. Following the work of A. M. Savchuk,
A. A. Shkalikov ([1], [2]), we de�ne self-adjoint operator H0

a,b generated ex-
pression la,b(1). Let y(x) - is absolutely continuous on [0,+∞), the function
(y(x) ∈ AC[0, t], ∀t > 0).

Quasiderivatives de�ne function y(x), gently sloping

y[1](x) =
dy(x)

dx
−Q(x)y(x),

where

Q(x) =
x2

2
+ aH(x− b), H(x) =

{
0, x < 0
1, x > 0

Assume that quasiderivatives y[1](x), in turn, is absolutely continuous func-
tion. Then the expression (1) can be rewritten in the form

la,b[y] = −dy
[1]

dx
−Q(x)y[1](x)−Q2(x)y(x).

In L2[0,+∞) we de�ne the operator H0
a,b:

H0
a,b(y) = la,b[y],
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H0
a,b = {y ∈ L2[0,+∞), y(x) ∈ AC[0,+∞), y′(x) ∈ AC([0,+∞)/b),

y′(b+)− y′(b−) = ay(b), y(0) = 0, l[y] ∈ L2[0,+∞)}.

Operator H0
a,b is positive, self-adjoint operator with discrete spectrum [3]:

σ(H0
a,b) = {λn}∞n=1.

The eigenvalues λn, n = 1, 2, . . . of operatorH0
a,b are zeros of an entire function

△(λ) = [1 + πaAi(b− λ)Bi(b− λ)]Ai(−λ)− πAi2(b− λ)Bi(−λ),

where Ai(λ), Bi(λ) are Airy functions [4].
The eigenvalues of the unperturbed operator λ0n, (a=0)

H0y =

{
−y′′(x) + xy(x)

y(0) = 0,

combined with a negative sign, are the zeros of the Airy function Ai(−λ0n)) =
0.

For λ0n known complete asymptotic expansion when n −→ ∞ [4, p. 389]. We
restrict ourselves to the asymptotic behavior:

λ0n =

(
3

2
πn

) 2
3
(
1− 1

6n
+

(
5

108π2
− 1

144

)
1

n2
+O

(
1

n2

))
. (1.2)

From the properties of the Airy function Ai(λ), Bi(λ) we �nd the location of
the zeros of △(λ).

Theorem 1.1. The eigenvalues λn, n − 1, 2, . . . of operator H0
a,b satisfy the in-

equalities
λ0n 6 λ < λ0n+1, ∀n ∈ N,

where {−λ0n} is the sequence of zeros of the Airy function Ai(−λ0n) = 0.

Theorem 1.2. The eigenvalues λn, n− 1, 2, . . . of operator H0
a,b have the asymp-

totic

λn =

(
3

2
πn

) 2
3
(
1− 1

6n
+
a · α
n

4
3

− a · α
n

4
3

cos

(
2b

3πα
n

1
3

)
+O

(
1

n
5
3

))
, n→ ∞,

(1.3)

where α = 2
1
3

(3π)
4
3
.
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We introduce the notation√
λn = µn,

√
λ0n = µ0n.

From the asymptotic formula (2), (3) that the number of

n∑
n=1

(
µn − µ0n − a

6πn

)
converges.

To calculate the sum of this series introduce the function

Z(σ) =
1

2πi

∫
Γ

µ−σ

(
(△(µ2))′

△(µ2)
+

2µAi′(−µ2)
Ai(−µ2)

)
dµ.

Contour Γ selected in the complex plane µ cut along the negative real axis
and consists of a beam t,−∞ < t 6 −r, right semicircle ξ = reiφ, −π

2
6 φ 6 π

2

and beam t, r 6 t <∞, 0 < r < λ01.

The function Z(σ) is analytic for Reσ > −1 and Reσ > 3:

∞∑
n=1

(µ−σ
n − (µ0n)

−σ) = Z(σ).

If ζ(σ) is Riemann zeta function, than:

∞∑
n=1

(µn − µ0n − a

6πn
) = lim

σ→−1+0

(
Z(σ) +

ασ

6π
ζ(

4 + σ

3
)

)
= − a

2π
(ln(

a

2
) +

γ

3
),

where γ is the Euler constant.

Theorem 1.3. The following formula holds

∞∑
n=1

(µn − µ0n − a

6πn
) = − a

2π
(ln(

a

2
) +

γ

3
),

where γ is the Euler constant.
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Apstrakt

U savremenoj matemati�ckoj logici posebnu ulogu ima kvanti�katorski

ra�cun. U ovom radu najprije �cemo ista�ci savremenu interpretaciju kvan-

ti�katora. Na kraju rada �cemo izlo�ziti kvanti�kator ograni�cenog dometa, a

�sto �cemo ilustrovati i odredenim primjerima.

1 Uvod

Logi�cke formule dobijaju zna�cenje, vrijednost ili smisao tek kad sve njihove znakove
interpretiramo ili protuma�cimo u nekom modelu M. Svaki model M �cini neki
neprazan skup U, koji se zove univerzum ili svemir modela M. Obi�cno imamo na
umu tzv. standardne modele pa npr. u onom za geometriju ravni univerzum �cine
sve ta�cke i pravci ravni, a u onom za analizu univerzum je skup realnih brojeva.
To nisu jedini skupovi u kojima mo�zemo interpretirati formule ovih discilina.
Do bilo kojeg modela M date formule F, �sto se mo�ze izgraditi na odabranom
univerzumu U, dolazimo tako da svaki elmenatarni predikat koji se pojavljuje u
formuli F shvatimo ili interpretiramo kao stanovitu relaciju u kojoj se nalaze ele-
menti univerzuma, i to kao relaciju s onoliko mjesta koliko ih je imao i predikat, a
svaku konstantu iz formule F interpretiramo kao stanoviti elemenat univerzuma.
Dosad su svi znakovi u elementarnim predikatima formule F dobili zna�cenja u
modelu osim njihovih slobodnih varijabli. Svaka od njih mo�ze poprimiti kao svoje
zna�cenje bilo koji element univerzuma, ali, tek kad svima njima damo zna�cenja,
mo�zemo pitati je li formula F istinita ili nije za odabrano zna�cenje svojih slo-
bodnih varijabli. Na ovaj na�cin odredujemo semanti�cku vrijednost formuli F u
modelu M. Pri tome su istina i la�z jedine dvije semanti�cke vrijednosti. Ka�zemo
da je formula F ispunjiva u modelu M ako se u njegovom univerzumu mo�ze na�ci
barem jedno zna�cenje njenih slobodnih varijabli za koje �ce ona biti istinita, tj. za
koje �ce u modelu M biti onako kako u formuli pi�se, a otklonjiva ako se mo�ze na�ci
barem jedno zna�cenje njenih slobodnih varijabli za koje �ce ona biti neistinita, tj.
za koje ne�ce biti u modelu onako kako u formuli pi�se. Ka�zemo da je neka formula
istinita u modelu ako pri opisanom tuma�cenju ili shvatanju njenih znakova bude u
modelu onako kako u formuli pi�se, ali za svako mogu�ce zna�cenje �sto ga njene slo-
bodne varijable poprimaju u pripadnom univerzumu. Drugim rije�cima, formula
je istinita u modelu kad je u njemu ispunjiva za svako zna�cenje svojih slobodnih
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varijabli. Formula �ce biti la�zna ili neistinita u modelu ako bude otklonjiva za
svako zna�cenje svojih slobodnih varijabli u njemu. Primjetili smo da za datu for-
mulu �sto sadr�zi slobodne varijable nisu u protivrje�cnoj suprotnosti njena istinitost
u datom modelu (istinitost naprosto) i njena neistinitost ili la�znost (neistinitost
naprosto) u tom istom modelu, ve�c to �cine ispunjivost formule u tom modelu i
njena neistinitost u njemu te otklonjivost i istinitost. Stoga vrijedi da formula nije
la�zna u nekom modelu ako i samo ako je ona ispunjiva u njemu, odnosno formula
nije istinita u nekom modelu ako i samo ako je ona otklonjiva u njemu, pa su
parovi termina Â¿neispunjiva formulaÂ¾ i Â¿la�zna formulaÂ¾ te Â¿neotklonjiva
formulaÂ¾ i Â¿istinita formulaÂ¾ istozna�cni u istom modelu. Primjer 1.1. Za
elementarne predikate P(x, y) i Q(y, z) sagradi�cemo model M u univerzumu U =
a, b. P(x, y) i Q(y, z) shvatamo u M kao one dvomjesne relacije p(x, y) i q(y,
z) u skupu U �sto su odredene prilo�zenim dvjema tablicama. Da uka�zemo na to
za koja dva elementa od U smatramo da stoje u relaciji r ili q,stavljamo uz njih
znak +, a znak â�� uz svaka ona dva �sto nisu u relaciji. Time je na�s model M
de�nisan, pa ga mo�zemo zapisati i ovako M = (a, b, p, q).

(1) Formule P(x, y) i Q(y, z) ispunjive su u M. Prva je zato ispunjiva jer za
zna�cenja slobodnih varijabli x = b i y = a u M vrijedi p(b, a), a druga zato �sto
za zna�cenja slobodnih varijabli y = a i z = b u M vrijedi q(a, b).

x y p(x,y)

a a +
a b -
b a +
b b -

y z q(y,z)

a a -
a b +
b a -
b b -

(2) Obje formule su i otklonjive u M jer za zna�cenje slobodnih varijabli x =
a i y = b u M nije na snazi p(a, b), a za zna�cenje slobodnih varijabli y = a i z =
a, ne vrijedi u M q(a, a).

(3) Kako su obje otklonjive u M, ni jedna nije istinita u M, a kako su obje
ispunjive, ni jedna nije la�zna u M.

2 Interpretacija kvanti�katora

Formula oblika ∀xA bi�ce istinita u datom modelu za poznate vrijednosti svojih
slobodnih varijabli (medu kojima sigurno nije varijabla x) ako formula A(x) bude
istinita za to istu vrijednost onih svojih slobodnih varijabli koje su objema za-
jedni�cke i za svako mogu�ce vrijednost varijable x �sto ga ova mo�ze poprimiti u
pripadnom univerzumu, a bi�ce neistinita u modelu za izvjesnu vrijednost svojih
slobodnih varijabli ako formula A(x) bude la�zna za tu istu vrijednost onih svojih
slobodnih varijabli koje su objema zajedni�cke i za barem jednu vrijednost varijable
x �sto ga ova mo�ze poprimiti u pripadnom univerzumu. Vidimo da sve varijable
zadr�zavaju svoje vrijednosti, a samo varijabla x prolazi univerzumom poprimaju�ci
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svaki njegov element kao svoju vrijednost. Zapisom A(x) nazna�cimo samo da bi se
u formuli A mogao na�ci poneki slobodni x �sto je prije bio vezan u formuli ∀xA, ali
nipo�sto da se x mora pojaviti u A. Sjetimo se samo da je formula ∀xA legitimna
i onda kad u A uop�ste nema x ili je on tamo samo vezana varijabla. Dodu�se,
naj�ce�s�ce �ce se x i pojaviti. Zapisom A( ,..., ) sli�cno �cemo nazna�citi da u formuli
A smijemo o�cekivati varijable y1, ..., Yn kao slobodne. Formula oblika ∀xA bi�ce
istinita u datom modelu za poznate vrijednost svojih slobodnih varijabli (medu
kojima sigurno nije varijabla x) ako formula A (x) bude istinita za istu vrijed-
nost onih svojih varijabli koje su objema zajedni�cke i za barem jedno od mogu�cih
zna�cenja varijable x �sto ga ova mo�ze poprimiti u pripadnom univerzumu, a bi�ce
neistinita u modelu za poznatu vrijednost svojih slobodnih varijabli ako formula
A(x) bude la�zna za istu vrijednost onih svojih slobodnih varijabli koje su objema
zajedni�cke i za svaku vrijednost varijable x �sto ga ova mo�ze poprimiti u pripad-
nom univerzumu. Ako je formula oblika ∀xA izjava, onda je ona istinita u datom
modelu M ako i samo ako je formula A(x) istinita u M za svako zna�cenje varijable
x u pripadnom univerzumu, a neistinita je u M ako i samo ako je u M neistinita
formula A(x) barem za jednu vrijednost varijable x u pripadnom univerzumu.
Ako je formula oblika ∃xA izjava, onda je ona istinita u datom modelu M ako i
samo ako je u M istinita formula A (x) barem za jednu vrijednost varijable x u
pripadnom univerzumu, a neistinita je u M ako i samo ako je neistinita u M for-
mula A(x) za svaku zvrijednost varijable x u pripadnom univerzumu. Navedeno
pravilo u interpretaciji formula �sto po�cinju s kvanti�katorima pokazuje da smo u
modelu vjerno opisali rije�ci "svaki" i "neki".

Primer 2.1. U modelu iz primjera 1.1. vrijedi: (1) formula ∀xP (x, y) ispunjiva je
u M jer su za vrijednost njene slobodne varijable y = a i M na snazi oba podatka,
p(a, a) i p(b, a), tj. za svako mogu�cu vrijednost varijable x u U; (2) formula ∃y
∀x P (x, y) je istinita u M, jer je y = a onu vrijednos varijable u U koje je u relaciji
p sa svakim vrijednos varijable x u U; (3) formula ∀yP (x, y) nije ispunjiva u M
jer vrijednost njene slobodne varijable x = a nije u relaciji p sa vrijednosti y = b
(iako jest u relaciji p sa vrijednost y = a), a niti je vrijednost x = b u relaciji p
sa y = b (iako jest sa vrijedno�s�cu y = a). Kako u U nema vrijednost varijable x
koje bi bilo u relaciji p i s, y = a i s, y = b, to je formula neispunjiva, odnosno
ona je la�zna u M; (4) formula ∃x P (x, y) ispunjiva je u M, ali je formula ∀y ∃x
P (x, y) la�zna u M jer vrijednost y = b nije u relaciji p ni sa vrijednost x = a ni
sx = b2.

Primer 2.2. Sagledajmo standardni model π1 = (N,<), gdje je sa N ozna�cen
skup prirodnih brojeva i gdje je < oznaka za relaciju strogog uredenja, po kojoj
je ispunjeno 1 < 2 < ... < n < n + 1 < ... te standardni modelπ2 = (N,≤), gdje
je za svaki prirodni broj n ispunjeno n ≤ n, a za svaka dva n i m pogotovo n ≤ m
ako je n < m. Pomo�cu ovih dviju relacija interpretira�cemo elementarni predikat
xϱ y. U π2 je istinita formula xϱ x, koja je predikat, a istinite su i formule ∃ (xϱ
x) te ∀x (xϱ x), koje su izjave. Formula ∃x ∀y(xϱ y) istinita je u π2 jer u uredaju
skupa N relacijom ≤, �sto je de�nisana u π2, postoji najmanji element u N. Ista je
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formula la�zna u π1 jer bi takav x morao biti manji i od sebe sama, a to se nikad
ne dogada. Medutim, formula ∀y (xϱ y) ispunjiva je i otklonjiva u π2 jer, ako
uzmemo 1 kao vrijednost za x u N, bi�ce onako kako u formuli pi�se, a uzmemo li
x = 5 kao vrijednost, izmi�cu nam zna�cenja za y u N:1, 2, 3 i 4, a svako je od njih
manje od 5 u π2, pa ne mo�ze biti onako kako u formuli pi�se za svaku vrijednost
varijable y u N.

Primer 2.3. Ako formula ∀xA (ili formula ∃x A ) nije iskaz, ve�c je predikat u
nekim svojim slobodnim varijablama y1...Yn , ipak �ce u bilo kom modelu M ona
biti istinita ako i samo ako bude u M istinita formula ∀y1, ..., ∀yn ∀x A (ili for-
mula ∀y1, ..., ∀yn ∃x A ), neistinita �ce ona biti ako i samo ako bude neistinita u
M formula ∃y1, ...,∃yn ∀xA (ili formula ∃y1, ...,∃yn∃x A) . Jasno je da �ce takva
formula biti ta�cna u M ako i samo ako bude u M istinita formula ∃y1, ...,∃yn ∀x
A, odnosno ona �ce biti neistinita u M ako i samo ako bude u M neistinita formula
∀y1, ..., ∀yn ∀x A. Analogno vrijedi i za formulu oblika ∃x A kojoj su slobodne
varijable y1,...,Yn. Medutim, ovaj podatak potpada pod op�stu �semu prema kojoj
vrijedi u bilo kojem modelu M da �ce formula F biti istinita u M ako i samo ako
bude u M istinita formula ∀y1...∀ Yn F , gdje su y1, ..., Yn sve slobodne varijable
formule F, odnosno da �ce takva formula F biti la�zna u M ako i samo ako u M
bude la�zna formula ∃y1...∃yn F . Ova �cinjenica iziskuje dokaz. U dokazu �cemo se
ograni�citi na formulu F kad ona ima samo 3 slobodne varijable: , i (slu�caj dovoljno
indikativan za sve ostale). Da je ∀y1 ∀y2 ∀y3 F otklonjiva u nekom M, prema
de�niciji o interpretaciji formule �sto po�cinje s kvanti�katorom barem za jedno bi
zna�cenje varijable y1 u pripadnom univerzumu formula ∀y2 ∀y3 F (y1) bila neis-
tinita, pa bi barem za jednu vrijednost varijable y2 bila neistinita formula ∀y3 F
(y1, y2) i, na kraju, barem za jednu vrijednost varijable y3 bila bi u M neistinita
formula F (y1, y2, y3) .Ta tri pojedina zna�cenja slobodnih varijabli y1, y2 iy3 �cine
zajedno jedno zna�cenje za y1, y2 iy3 za koje je formula F (y1, y2, y3) neistinita u
M pa ne vrijedi podatak da je ona istinita u M za svako mogu�cu vrijednost svojih
varijabli y1, y2 iy3 . Obrnuto, ako je formula ∀y1 ∀y2 ∀y3 F istinita u M, onda je
formula za svako∀y2∀y3 F (y1) istinita u M za svako zna�cenje varijable y1 u pri-
padnom univerzumu pa je za bilo koje medu njima istinita i formula ∀y3 F (y1, y2)
, i to za svako mogu�cu vrijednost varijable y2 ,te, na kraju, proizilazi da je formula
F (y1, y2, y3) istinita u M za svako mogu�ce zna�cenje svojih varijabli y1, y2, y3 i u
pripadnom univerzumu. Preostali dio dokazao bi se sasvim analogno prethod-
nom. Ipak, radi jednostavnosti, pretpostavimo da F sadr�zi samo dvije slobodne
varijable, y1 iy2 . FormulaF (y1, y2) je la�zna u M ako i samo ako je ona neistinita
u M za svaku vrijednost svojih varijabli u pripadnom univerzumu, odnosno ni za
jedno medu njima nije istinita, tj. formula ∃y1 ∃y2 F je la�zna u M. Obrnuto,
ako je formula ∃y1 ∃y2 A la�zna u M (a y1 iy2 su sve njene slobodne varijable),
onda je za svaku vrijednost varijable y1 u pripadnom univerzumu neistinita u M
formula ∃y2 A(y1) pa je za bilo koje medu njima i svaku vrijednost varijable y2
u pripadnom univerzumu neistinita formula A(y1, y2), odnosno za svako zna�cenje
svojih varijabli y1 i y2 i u pripadnom univerzumu je formula A(y1, y2), neistinita
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u M.

Primer 2.4. Ako je neka formula izjava, onda je ona u datom modelu ili istinita
ili la�zna pa je dakle ispunjiva ili otklonjiva za svaku vrijednost svojih slobodnih
varijabli u pripadnom univerzumu �cim je ispunjiva ili otklonjiva barem za jednu
vrijednost. To je zato tako �sto u izjavama nema slobodnih varijabli. Vidjeli smo
ve�c prije da semanti�cke vrijednosti izjava oblika ∀xA(x) i ∃xA(x) i zavise u bilo
kom modelu samo prividno o pojedinu vrijednost �sto ga poprima varijabla x u
pripadnom univerzumu, tako da ove formule zapravo ne govore u modelu o x, ve�c
o dvojakom pona�sanju predikata A(x) u njemu. Tako je s izjavama koje po�cinju s
kvanti�katorom. Ako izjava ne po�cinje s kvanti�katorom, onda njena semanti�cka
vrijednost ni u kom modelu pogotovo ne mo�ze zavisiti o zna�cenjima �sto ih u
pripadnom univerzumu poprimaju bilo koje slobodne varijable jer takvih u njoj
uop�ste nema.

Ujedno uvidamo da vezanje jednom ve�c vezane varijable u nekoj formuli ili
vezanje neke varijable koje uop�ste nema u toj formuli nema ni u kom modelu
nikakva uticaja na semanti�cku vrijednost one formule na kojoj se tako ne�sto
izvr�silo. Drugim rije�cima, ako u formuli A nema slobodnog x, onda su formula
∀xA i∃xA istinite (ispunjive), odnosno la�zne (otklonjive), u bilo kom modelu ako
i samo ako je formula istinita (ispunjiva), odnosno la�zna (otklonjiva) u njemu.

3 Logi�cke istine ili tautologije

Logi�cke istine ili tautologije su formule koje su istinite u svakom modelu. One
su stoga istinite nezavisno o �cemu govore kao i �sta o tome ka�zu. Postoje li
uop�ste takve formule? Odgovor je potvrdan, a uskoro �cemo se uvjeriti da ima
�cak beskona�cno mnogo takvih. U primjerima �sto slijede slova A, B, ili C stoje
umjesto bilo kakvih formula, pa koji god predikat ili izjavu stavili svugdje tamo
gdje pi�se A u nekoj od navedenih formula i sli�cno postupili sa B i C, nastala
formula (izjava ili predikat) bi�ce istina u svakom mogu�cem modelu za tu formulu.
Sli�cno tome stoje slova P(x) i Q(x,y) umjesto bilo kojeg jednosmjernog ili dvos-
mjernog predikata. Tako se npr. P(x) smije, svugdje tamo gdje dolazi u nekoj
formuli iz na�sih primjera, zamjeniti formulom R(x, a) ∧∀ y ∃z S(x, y, z) jer je
ona predikat u varijabli x. Jasno je da samo izuzetno gradene formule mogu biti
tautologije. Evo primjera nekih tautologija.

Primer 3.1. Logi�cke istine ili tautologije sastavljene od jedne formule:A ⇒ A
,(A ∧ A) ≡ A ,A ≡ (¬(¬A)) .�Cak u ovom slu�caju postoji beskona�cno mnogo
tautologija, samo �sto �ce one biti sve du�ze i du�ze.

Primer 3.2. Logi�cke istine ili tautologije sastavljene od dviju formula:
(A ∧ B) ≡ (B ∧ A) , ¬(A ∧ B) ≡ (¬A ∨ ¬B) , ¬(A ∨ B) ≡ (¬A ∧ ¬B) ,
(A⇒ B) ≡ (¬A ∨B) . I takvih je beskona�cno.
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Primer 3.3. Logi�cke istine ili tautologije sastavljene od triju formula:(A⇒ B) ⇒
((B ⇒ C) ⇒ (A⇒ C)) ,
(A ∧B ∧ C) ⇒ (A ∨B ∨ C) ,(C ⇒ A) ⇒ ((C ⇒ B) ⇒ (C ⇒ (A ∧B))) .

Primer 3.4. Tautologije koje bitno zavise od vrste kvanti�katora kao i od mijesta
gdje se on nalazi u formuli:
¬(∀xP (x)) ≡ ∃xP (¬(x)) , ¬(∃xP (x)) ≡ ∀x(¬P (x)).

Mi ve�c znamo da su po dvije od tih formula, �sto se nalaze zajedno u istoj
ekvivalenciji, logi�cki ekvivalentne, a to se dogada ako i samo ako je odgovaraju�ca
ekvivalencija tautologija. Formalno gledano, te nas formule u�ce kako znak negacije
preska�ce kvanti�kator �sto se nalazi neposredno ispred ili iza njega.

Primer 3.5. Tautologije u kojima se ogleda distributivnost kvanti�katora prema
nekim veznicima:
∀x(p(x) ∧ (x)) ≡ (∀xp(x) ∧ ∀xQ(x)),
(∃xp(x) ∨ ∃xQ(x)) ≡ ∃x(p(x) ∨Q(x)).

Primer 3.6. Tautologije kojima je potreban komentar. Ozna�cimo s p(t/x) for-
mulu �sto nastaje iz formule p(x) kad se u ovu stavi po jedan t na svako ono
mjesto �sto ga u ovoj zauzima slobodna varijabla x. Ako slobodne varijable x
nema u p , onda p(t/x) ostaje p . Dakako, slobodna varijabla h mo�ze u p za-
uzimati i vi�se nego jedno mijesto (a na nekom mjestu ista varijabla mo�ze biti i
vezana). Pod t �cemo uvijek razumijevati bilo varijablu bilo konstantu. Tautologija
koju �zelimo prikazati ima ovakav zapis u datim oznakama: ∀xp(x) ⇒ p(t/x) uz
uslov da t nije takva varijabla koja �ce u p(t) postati vezana na nekom mjestu
na kojem je h bila slobodna u p(x). Naime, formula p(x) mogla bi imati oblik
∃yQ(x, y). Da nema navedenog ograni�cenja, moralo bi vrijediti u svakom modelu
∀x∃yQ(x, y) ⇒ ∃yQ(y, y), tj. uvijek bi postojao barem jedan y �sto je sam sa
sobom u relaciji Q �cim bi svaki x bio u relaciji Q barem sa jednim y, a ovo nije
istina. Medutim, upravo navedeno ograni�cenje ne dopu�sta da se stavi y na mjesto
slobodnog xy∃yQ(x, y) jer bi se time izmijenio karakter varijabli: y postaje vezan
tamo gdje je x bio slobodan. Medutim, uvijek mo�zemo izostaviti kvanti�kator ∀x
zdesna u tautologiji ∀xP (x) ⇒ ∀x ) koja je oblikaA ⇒ A i tako dobiti formulu
∀xP (x) ⇒ P (x). Ona je tautologija jer potpada pod prethodni slu�caj. Uo�cenu
tautologiju �citamo ovako: Â¿Ako svaki x ima osobinu P, onda osobinu P ima i
bilo koji (nasumce odabrani) x.Â¾ U ovom obliku ona nosi naziv Â¿diktum de
omniÂ¾.

Primer 3.7. Uop�steno uzev�si, ne stoji implikacija ∀x(p(x))∨Q(x)) ⇒ (ℓxp(x)∨
∀xQ(x)), ali njezin obrat je tautologija, tj. on je istinit bez ikakvog poziva na
zna�cenje bilo bilo Q ma u kom modelu. Da uvidimo kako polazna formula nije
tautologija, dovoljno je na�ci jedan model u kojem ne�ce biti onako kako u for-
muli pi�se. Za tu svrhu neka p(h) zna�ci Â¿x je mu�skaracÂ¾, a Q(x) "x je �zena".
O�cigledno je da je u univerzumu �sto ga �cine sva ljudska bi�ca istinita formula
p(x)∨Q(x), ali nije istina da je svako ljudsko bi�ce mu�skarac ili da je svako ljudsko
bi�ce �zena ili da je svako ljudsko bi�ce oboje. Uop�steno, ne postoji ni implikacija
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(∃xP (x) ∧ ∃xQ(x)) ⇒ (p(x) ∧ Q(x)), ali njezin je obrat tautologija. Kao ilus-
traciju tautologije: (∃xP (x)∧Q(x)) ⇒ (∃p(x)∃xQ(x)) navedimo razloge za�sto se
mora prihvatiti da je prazan skup, znakom Ã¼, podskup svakog skupa z. Prazan
skup nema nijednog elementa, tj. vrijedi ¬(∃x(x ∈ 0)), a skup u je podskup
skupa z ako i samo ako vrijedi ∀x(x ∈ y ⇒ x ∈ z). Treba pokazati da je ova
formula vrijedi u svakom modelu teorije skupova kad se stavi Ã¼ umjesto y, tj.
da ⊂ z vrijedi za svaki skup z. U protivnom bi slu�caju vrijedilo prema (3.3)
∃x(x ∈ ∧ x /∈ z). Prema prethodnoj tautologiji zaklju�cujemo da bi tada vrijedilo
i∃x(x ∈ ∧ ∃x(x /∈ z)) . Iz ove formule proizlazi formula∃x(x ∈ ) zbog tautologije
A ∧B ⇒ A. Medutim, upravo je protivno istina.

Primer 3.8. Formule: ∀x∀Y p(x, y) ≡ ∀y∀xp(x, y) i ∃x∃yp(x, y) ≡ ∃y∃xp(x, y)
su tautologije, ali, uop�steno uzev�si, ne va�zi za bilo koji predikat p(x, y) implikacija:

∀x∃yp(x, y) ⇒ ∃y∀xp(x, y)

Medutim, njezin obrat je tautologija. Da uvidimo kako polazna formula nije
tautologija, neka predikat R(x, y) bude predstavljen u modelu relacijom "y je
majka od x" i neka h i u ponovo prolaze svim ljudskim bi�cima kao univerzumom.
U takvoj interpretaciji formula∀x∃yp(x, y) ka�ze istinu prema kojoj svako ljudsko
bi�ce ima majku, dok je formula∃y∀xp(x, y) la�zna u tom modelu jer ne postoji
ljudsko bi�ce koje bi bilo majka svih ostalih, tako da je �citava implikacija la�zna u
modelu.

Primer 3.9. (Teorema transformacije). Ako formula F sadr�zi u sebi podformulu
A , �sto �cemo simboli�cki pisati F(A) , pa ako su formule A i B logi�cki ekvivalentne
(tj. formula A ≡ B je tautologija), onda je tautologija i formulaF (A) ≡ F (B)
(tj. formula F(A) je logi�cki ekvivalentna formuli F(B) bez obzira na koliko smo
mjesta u F tamo�snju potformulu A zamjenili sa B .

Teorema transformacije je zato ispravna �sto, dok zna�cenjima slobodnih vari-
jabli formula A i B prolazimo univerzum, semanti�cke se vrijednosti formulama A i
B u svakom modelu reprodukuju jednakim parovima. Kako ostale dijelove formule
F nismo transformisali, njihove se semanti�cke vrijednosti pogotovo reprodukuju.
Na primjer, u formuli ∀xP ∨ ∀x(¬Q) uo�cimo podformulu ∀x(¬Q) . Budu�ci da je
∀x(¬Q) ≡ ¬(∃xQ) bi�ce tautologija i formula ∀xP ∨ ∀x(¬Q) ≡ (∀xP ∨ ¬(∃xQ)) .
U formuli (A∧(A⇒ B)) ⇒ (B ⇒ (A⇒ B)) uo�cimo najprije prvo mijesto s lijeva
na kojem se pojavljuje podformula(A⇒ B) . Budu�ci da je (A⇒ B) ≡ (¬A∨B)
, proizilazi da je formula (A ∧ (A⇒ B)) ⇒ (B ⇒ (A⇒ B)) logi�cki ekvivalentna
formuli (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ (A ⇒ B)) . Dakako, mogli smo polaznu for-
mulu i tako transformisati da na drugo mijesto gdje se pojavljuje (A ⇒ B) (ili
na oba) stavimo ekvivalentnu formulu. Opet bi tako transformisane formule bile
medusobno logi�cki ekvivalentne.
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4 Kvanti�kator ograni�cenog dometa

�Cesto kvanti�kator dosti�ze dalje nego �sto je neophodno. Na primjer, ako �zelimo
da osobini P(x) udovoljavaju samo svi pozitivni ralni brojevi x, a ne svi realni
brojevi, taj �cemo zahtjev zapisati formulom ∀x > 0P (x) . Ovdje je kvanti�kator
∀ domet su�zen ili ograni�cen predikatom x > 0 pa �ce u svakom modelu za uredenje
medu realnim brojevima formula ∀x > 0P (x) biti ekvivalentna formuli ∀x(x >
0 ⇒ P (x)). Za onaj drugi kvanti�kator ograni�cenje predikatom x>0 glasilo bi
∃x > 0P (x) ili, ekvivalentno, ∃x(x > 0∧P (x)), ali sada u neograni�cenom obliku.
Naj�ce�s�ce �ce domet kvanti�katora biti ograni�cen do nekog datog skupa S pa �cemo
imati formule oblika ∀x ∈ SP (x) i∃x ∈ SP (x) . Dakako u neograni�cenom obliku
gornje su dvije formule ekvivalentne ovim dvjema: ∀x(x ∈ S ⇒ P (x)), odnosno
∃x(x ∈ S ∧ P (x)) .

Primer 4.1. Ka�ze se da je realna funkcija f neprekidna u ta�cki a svoje domene
U ⊂ R ako je ispunjena implikacija

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ U(|x − a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε). �Sto zapravo zna�ci da
f ima prekid u a ∈ U . Negirana de�nicija neprekidnosti ima oblik prve formule u
primjeru 3.4. Kad znak negacije uvu�cemo za jedno mjesto u formulu, �sto zna�ci
da se prvi put pozivamo na teoremu transformacije iz primjera 3.9, ona dobija
oblik druge formule iz ovog primjera. Primjenom primjera 3.4. dolazimo preko
niza medusobno ekvivalentnih formula do rezultata da je formula:

¬(∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ U(|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε))
ekvivalentna formuli
∃ε > 0∀δ > 0∃x ∈ U(¬(|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε)) )
Uo�civ�si da je ¬(A ⇒ B) ≡ ()A ∧ ¬B) tautologija, mo�zemo unutra�snji dio

formule zamijeniti ekvivalentnom formulom prema primjeru 3.9 tako da na kraju
imamo:

∃ε > 0∀δ > 0∃x ∈ U(|x− a| < δ ∧ |f(x)− f(a)| ≥ ε))

Primer 4.2. Iz de�nicije neprekidnosti mo�zemo eliminisati impikaciju tako da
|X−a| < δ prenesemo pod kvanti�kator ∀X ∈ U ograni�civ�si ga dodatno predikatom
x ∈ (a−δ; a+δ) koji je medu realnim brojevima ekvivalentan predikatu |X−a| <
δ. Ukupno �ce ograni�cenje biti h ∈ U ∩ (a− δ; a+ δ), pa �ce de�nicija neprekidnosti
glasiti u novom obliku ovako:

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ ∩U(a− δ; a+ δ)(|f(x)− f(a)| < ε).

Primer 4.3. Uz uslov da je ¬(x ≤ y) ≡ x > y, a tako �ce biti naj�ce�s�ce, bi�ce
formula:

∀y ∈ S(∀x ∈ T (x ≤ y) ⇒ z ≤ y)
ekvivalentna formuli
∀y ∈ S(z > y ⇒ ∃x ∈ t(x > y)
Obi�cno se prva formula uzima za de�niciju da je z supremum skupa T u

potpuno uredenom skupu S. Doka�zimo da prva formula povla�ci drugu jer �ce dokaz
istinitosti obrnute implikacije biti kopija ovoga. Po uzoru na primjer 3.4. napi�se
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se tautologija F ⇒ F , gdje je sa F ozna�cena �citava prva formula. Izostavljanjem
kvanti�katora ∀y ∈ S izi�ci �ce nakon otkidanja pretpostavke ∀x ∈ T (x ≤ y) ⇒
z ≤ y, a obrtanjem po kontrapozicijiz > y ⇒ ∃x ∈ T (x > y). Do zavr�setka
ostaje dopisati sprijeda kvanti�kator ∀y ∈ S (vidi pravilo zaklju�civalja zvano
generalizacija pravilo zaklju�civalja zvano otkidanje).

5 Pravila zaklju�civanja

Pravila zaklju�civanja primjenjiva su samo na formule propisanog oblika pa, kad
neko od njih primijenimo, ono prevodi formulu u neku novu. Na�sa pravila za-
klju�civanja �cuvaju u svakom modelu istinitost onih formula na koje se primjen-
juju, tj. preradena formula bi�ce istinita u svakom onom modelu u kojem je i
polazna bila istinita. Za na�se svrhe dovoljna su ova dva pravila zaklju�civanja:
pravilo otkidanja ili modus ponens i pravilo generalizacije. Modus ponens ima
ovaj oblik: ako je formula A ⇒ B istinita u nekom modelu M pa je i formula
A istinita u njemu, onda je i formula B istinita u M. Kad na opisani na�cin za-
klju�cimo da je B istinita formula, ka�zemo da smo B dobili otkidnjem premise A
od premise A⇒ B. Pravilo generalizacije ima ovaj oblik: ako je formula A(x) is-
tinita u nekom modelu M za svako zna�cenje varijable x u pripadnom univerzumu,
onda je u M istinita i formula ∀xA . Kad na opisani na�cin zaklju�cujemo da je
formula ∀xA istinita, ka�zemo da smo je dobili iz premise A generalizovanjem po
varijabli x. Da pravilo otkidanja �cuva istinitost u svakom modelu M, mo�zemo se
i ovako uvjeriti. Da je formula B otklonjiva u nekom modelu M, baram za jedno
zna�cenje njenih slobodnih varijabli (ako ona takve uop�ste ima) ona bi bila neis-
tinita. Preostalim slobodnim varijablama y A , koje nisu i varijable od B, dajemo
proizvoljna zna�cenja u pripadnom univerzumu. Prema pretpostavci je formula A
istinita u M i za tako odredeno zna�cenje svojih slobodnih varijabli. Medutim, mi
smo odredili zna�cenje svim varijablama formule A ⇒ B , i to takvo da se ono
svodi na zna�cenje varijabli iz A, za koje je istinita u M, i na zna�cenje varijabli iz
B, za koje je neistinita u M, �sto prema (6.1) zna�ci da je formula A⇒ B otklonjiva
u M. Dakako, la�znost pa �cak i ispunjivost formula ovo pravilo ne�ce sa�cuvati dok
�ce bez daljnjeg tautologi�cnost ostati sa�cuvana, tj. vrijedi�ce: ako je A ⇒ B tau-
tologija pa ako je i A tautologija, onda je B tautologija. Da pravilo generalizacije
�cuva istinitost u svakom modelu, vidjeli smo u primjeru 3.3. u ja�cem obliku: u
bilo kom modelu M je A(x) istinita formula ako i samo ako je formula ∀xA istinita
u njemu. Ako formula A(x) sadr�zi jo�s neke slobodne varijable, njima treba dati
odredeno zna�cenje u pripadnom univerzumu pa �ce se i zaklju�cak u tom slu�caju
odnositi na to zna�cenje �sto smo ga dali ostalim slobodnim varijablama.

Primer 5.1. Premisa A(h) ima obi�cno disjunktivnu formu u kojoj se odvojeno
sagledaju svi mogu�ci slu�cajevi za to da A(X) bude istinita u M, za svaku vrijednost
od X iz samo nekolika klasa na koje se univerzum raspada, jer se ne mogu prov-
jeriti sve vrijednosti varijable h ako ih u pripadnom univerzumu ima beskona�cno.
Kao ilustraciju navodimo dokaz elementarne �cinjenice da je svaka ta�cka simetrale
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s du�zine AB (vidi sl.1) udaljena od ta�cke A onoliko koliko i od du�zi ta�cke B.
Simetralu s konstrui�semo tako da na�cinimo AP 1 = BP 1 i AP2 = BP2 pri �cemu
neka bude ta�cka P2 u ravni na onoj strani od pravca kroz AB na kojoj nije ta�cka
P1. Univerzum �cine sve ta�cke T na s, pa �ce T igrati ulogu varijable na X iz
formulacije pravila. Razlikujemo �cetiri slu�caja (klase u univerzumu):

(1) T = P1 ili T = P2, (2) T = N (3) T je izmedu P1 i P2 te (4) T je iznad P1

ili ispod P2.
sl.1 To su sve mogu�cnosti za to da bi ta�cka T pripadala pravcu s. Iz podu-

darnosti relevantnih trouglova na poznat na�cin proizilazi AT = TB u svakom
od �cetiri slu�caja. Odatle zaklju�cujemo po pravilu generalizacije da bi za svaku
ta�cku T na pravcu s vrijediAT = TB . Budu�ci da je i du�zina AB bila proizvoljno
odabrana, navedeni je podatak na snazi i za svaku du�zinu.

Primer 5.2. Ima i drugih pravila zaklju�civanja. Na primjer, pravilo lan�canog
zaklju�cka (hipoteti�cki silogizam). Ono ima oblik: u bilo kom modelu izlazi iz
istinitosti formuleA ⇒ B i formule B ⇒ C istinitosti formule A ⇒ C. Medutim,
to pravilo mo�zemo dokazati pozivaju�ci se samo na pravilo otkidanja. Naime,
formula ((A ⇒ B) ∧ (B ⇒ C)) ⇒ (A ⇒ C) je tautologija pa, ako su u nekom
modelu istinite formule ,(A ⇒ B) i B ⇒ C bi�ce u njemu istinita i formula
(A ⇒ B)(B ⇒ C). Ovu otkinemo od polazne tautologije. Ostaje nam formula
A⇒ C, koja je neminovno istinita u tom modelu.
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Pregledni rad

Apstrakt

Prate�ci promene u organizaciji nastave matematike i njeno prilagodavanje
izmenjenim uslovima u kojima se izvodi, Metodika po�cetne nastave matem-

atike se, u drugoj polovini 20. i po�cetkom 21. veka, intenzivno razvijala

i dostigla relativno visok nivo razvoja. I pored toga, po mi�sljenju autora,

u ovoj oblasti i dalje postoje brojne dileme i niz otvorenih i nedovoljno

prou�cenih pitanja. To se, pre svega, odnosi na odredivanje njenog mesta

u sistemu nauka, nepostojanje jasne teorijske osnove na kojoj se metodika

izgraduje i razvija, usmerenost studijskih programa prema metodi�ckoj trans-

formaciji sadr�zaja, zapostavljanje ciljeva, ishoda i standarda, nedore�cenost

koncepta inkluzivnog obrazovanja, primenu i uticaj informaciono-komunika-

cione tehnologije na organizaciju nastave matematike, aktivnost i razvoj

mi�sljenja u�cenika, ulogu u�citelja, forsiranje frontalnog na ra�cun ostalih ob-

lika rada i druga. Razre�savanje navedenih pitanja predstavlja veliki izazov za

sve koji se na bilo koji na�cin bave metodikom po�cetne nastave matematike,

a istovremeno ukazuje na pravce i okvire u kojima se ova nau�cna disciplina

ubudu�ce mora razvijati.

Mada je potreba za preno�senjem matemati�ckih znanja sa jedne generacije na
drugu, odnosno sa jednog pojedinca na drugog, stara koliko i ljudska civilizacija,
za�cetke metodike nastave matematike, kao nau�cna disciplina koja prou�cava nas-
tavu i u�cenje u oblasti matematike, pronalazimo tek u 17. veku u Velikoj didaktici

�cuvenog �ce�skog pedagoga i reformatora obrazovanja Komenskog. Medutim, kao
posebna nau�cna disciplina kostituisana je na prelazu iz 18. u 19. vek zahvaljuju�ci
radovima Pestalocija, a kasnije i Herbarta, Distervega, Marije Montesori, Rohova,
Busea, Klajna i mnogih drugih.

Kada je u pitanju Srbija, onda su prvi tragovi matemati�cke pismenosti vezani
za vra�canje brojevima, upotrebu abaka, gr�cko-rimsku numeraciju i rabo�s. Ko-
mentari Euklidovih Elemenata Isidora Argira, geometrija zup�canika Lazara Hilan-
darca i manastirska zdanja, koja su nam preci ostavili u naslede, takode, svedo�ce
o razvijenosti matematike na podru�cju dana�snje Srbije (�Spijunovi�c, 2004).
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Sve do pada pod tursku vlast, matematika u Srbiji bila je na nivou na kome
je bila i kod ve�cine evropskih dr�zava i naroda tog vremena. Padom pod tursku
vlast nastaje crni period za ukupnu srpsku kulturu i prosvetu, pa i za matem-
atiku i na�cin njenog izu�cavanja. Oporavak zapo�cinje tek nakon Prvog srpskog
ustanka (1804) kada se osnivaju prve �skole, �stampaju prvi ud�zbenici i daci �salju
na �skolovanje u inostranstvo, naro�cito u Be�c. Prva matemati�cka, a samim tim i
metodi�cka znanja, u to vreme stigla su u Srbiju zahvaljuju�ci Srbima sa podru�cja
koja su bila pod vla�s�cu austrougarske, jer su tamo uslovi za razvoj prosvete i kul-
ture za srpski narod bili daleko povoljniji nego u krajevima koji su bili pod turskom
vla�s�cu. Otuda se metodika nastave matematike u Srbiji u 19. i po�cetkom 20. veka
razvijala pod izrazitim uticajem nema�cke pedagogije. Razvoju metodike nastave
matematike u Srbiji u to vreme zna�cajno su doprineli i Avram Mrazovi�c, Stefan
Vujanovski, Teodor Jankovi�c Mirjevski, Vasilije Damjanovi�c, Platon Atanckovi�c i
drugi.

Nema�cki uticaj na metodiku nastave matematike u Srbiji zadr�zao se sve do
Drugog svetskog rata. Nakon toga nastupa period u kome se metodika nastave
matematike u Srbiji razvija pod dominantnim uticajem sovjetske pedagogije i
metodike. Pri kraju druge polovine 20. veka klatno se postepeno pomera na
drugu stranu, tako da se metodika nastave matematike u Srbiji danas sve vi�se
razvija pod uticajem pedago�skih i metodi�ckih ideja sa engleskog govornog po-
dru�cja. Otvaranje metodike nastave matematike prema literaturi sa engleskog
govornog podru�cja, svakako, doprinosi raznovrsnosti ideja i donosi novi kvalitet
u izu�cavanju metodi�ckih problema. Medutim, preti opasnost da se nepotreb-
nim distanciranjem od uticaja literature sa istoka osiroma�si i metodi�cka teorija i
metodi�cka praksa.

Ako posmatramo zastupljenost metodike nastave matematike u studijskim
programima za obrazovanje u�citelja u Srbiji uo�cavamo da je ona prvobitno bila
sastavni deo matematike (ra�cuna), zatim pedagogije, potom je izu�cavana u okviru
posebnog nastavnog predmeta zajedno sa metodikama drugih nastavnih pred-
meta, a od 1971. godine je konstituisana kao poseban nastavni predmet. Pri
tome je imala uspone i padove, dileme i raskr�s�ca, ali se uprkos tome kontinuirano
razvijala. Istina, nekada br�ze, nekada sporije, ali se uvek kretala napred. Taj
napredak je naro�cito izra�zen u drugoj polovini 20-og veka.

Razvoju Metodike po�cetne nastave matematike u Srbiji posebno je doprinelo
osnivanje u�citeljskih fakulteta (1993) i potvrdivanje njihove mati�cnosti u oblasti
didakti�cko-metodi�ckih nauka, a samim tim i mati�cnosti u oblasti metodike po�cetne
nastave matematike. Time je obrazovanje u�citelja podignuto na fakultetski (akadem-
ski) nivo, a istovremeno su stvoreni uslovi za akreditaciju master i doktorskskih
studija, odnosno uslovi, ne samo za stru�cno, ve�c i za nau�cno promi�sljanje metodi�ckih
problema iz ove oblasti na uzrastu u�cenika mladih razreda osnovne �skole.

U prilog intenzivnog razvoja Metodike po�cetne nastave matematike u navede-
nom periodu svedo�ci i:
- veliki broj objavljenih radova, monogra�ja, ud�zbenika i priru�cnika,
- kvalitetni i savremeni ud�zbenici matematike za mlade razrede osnovne �skole,
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- niz nau�cnih skupova na nacionalnom i medunarodnom nivou,
- posebne komisije i sekcije za metodiku nastave u okviru kongresa matemati�cara,
- odbranjene magistarske i doktorske disertacije,
- stalno rastu�ci broj studenata na master i doktorskim studijama iz ove oblasti,
- brojna i raznovrsna istra�zivanja,
- �sirok krug nastavnika i saradnika sa izborom u odgovaraju�ca univerzitetska
zvanja,
- sve ve�ca pa�znja koja se na prirodno-matemati�ckkim fakultetima poklanja izu�cavanju
metodike i tako dalje (Mari�ci�c, �Spijunovi�c, 2014: 197).

Sve je to uticalo da se u nastavi matematike na uzrastu u�cenika mladih razreda
osnovne �skole sve vi�se vodi ra�cuna o zakonitostima procesa u�cenja, individualnim
mogu�cnostima u�cenika i drugim �ciniocima od kojih bitno zavisi e�kasnost nastave
matematike na ovom uzrastu, a sve manje insistira na slu�sanju, pam�cenju i re-
produkciji nau�cenog, prilagodavanju nastave matematike isklju�civo zakonitostima
biolo�skog razvoja i interesovanjima u�cenika (pedocentrizam).

Danas je uo�cljivo nastojanje da se nivo razvoja koji je Metodika po�cetne nas-
tave matematike dostigla koristi kao oslonac za njenu dalju nadogradnju i us-
avr�savanje. Tako se u Metodiku sve vi�se unose oblasti kao �sto su didakti�cki
sistemi, obrazovna tehnologija, standardi postignu�ca, inkluzivno obrazovanje i
sli�cno, a prethodno poznate i prisutne oblasti (cilj i zadaci, metode, principi,
oblici rada, sadr�zaji, polo�zaj u�cenika i nastavnika, planiranje i organizacija nas-
tave i vannastavnih aktivnosti) se na nov na�cin sagledavaju, aktuelizuju, trans-
formi�su i povezuju. I to je dobro, jer bi svaki poku�saj da se radikalno raskine sa
dosada�snjom i metodika nastave metodike izgradi na potpuno novim osnovama,
po na�sem mi�sljenju, bio dovoljan dokaz njene nezrelosti kao nau�cne discipline.

Zahvaljuju�ci tome, metodika po�cetne nastave matematike postala je najrazvi-
jenija nau�cna disciplina u sistemu metodika matemati�ckog obrazovanja, po�cev od
pred�skolskog uzrasta pa do univerziteta. No, i pored toga, u njoj jo�s uvek ima
mnogo dilema, zapostavljenih oblasti, otvorenih pitanja, prostora za istra�zivanje
i promene. Ovom prilikom �zelimo da skrenemo pa�znju samo na neka od njih.

Prvo i osnovno pitanje odnosi se na predmet izu�cavanja metodike po�cetne
nastave matematike. Da li je u vremenu iza nas metodika po�cetne nastave
matematike uspela da jasno de�ni�se svoj predmet, kako se ne bi â�£sudarala�
sa drugim naukama (pre svega sa didaktikom i matematikom) i zalazila u polje
njihovog interesovanja? Ovaj problem je utoliko aktuelniji �sto jo�s uvek, â�£neki
(uglavnom pedagozi) smatraju da je metodika �cisto didakti�cka, a neki (uglavnom
matemati�cari) da je �cisto matemati�cka disciplina, izbegavaju�ci da, pri tome, i jedni
i drugi, priznaju interdisciplinarnost kao jedno od njenih najzna�cajnijih obele�zja�
(Mari�ci�c, �Spijunovi�c, 2014: 198).

Drugo pitanje je na kojim teorijskim osnovama dalje izgradivati i razvijati
Metodiku po�cetne nastave matematike. I tu su didakti�cari i metodi�cari medu
sobom podeljeni tako da imamo razli�cite teorijske koncepcije, a samim tim i ra-
zli�cite paradigme nastave i u�cenja matematike.
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Ako se opredelimo za stavove koje zastupaju predstavnici kognitivisti�ckih
teorija (J. Piaget, J. Bruner, R. Gagne, H. Klausmeier), onda bi sadr�zaje nas-
tave i u�cenja matematike trebalo prilagoditi individualnim mogu�cnostima i nivou
kognitivnog razvoja svakog u�cenika pojedina�cno.

Nastava matematike zasnovana na konstruktivisti�ckom pristupu (K. Reich,
D. Kaufman, V. Richarson) pretpostavljala bi takvu organizaciju u kojoj u�cenici,
oslanjaju�ci se na prethodna, nova znanja sti�cu isklju�civo putem vlastite aktivnosti,
odnosno osvajaju ih, konstrui�su, a ne primaju. Pri �cemu je mnogo va�zniji na�cin
na koji u�cenik u�ci nego na�cin na koji ga u�citelj pou�cava.

Za predstavnike kriti�cke pedagogije (P. Freire) osnovni zadatak nastave matem-
atike bio bi razvijanje kriti�cke svesti, odnosno kriti�ckog mi�sljenja u�cenika. Pred-
stavnici humanisti�cke pedagogije (A. Maslow, C. Rogers) insistiraju na nastavi
koja bi obezbedivala harmonijski razvoj, poverenje, po�stovanje prirode i dosto-
janstva i razvijanje svih potencijala kojima u�cenici raspola�zu, a individualne ped-
agogije (Otto, Gansberg, Gaudig) na nastavi u kojoj bi svaki u�cenik bio aktivan
na sebi svojstven na�cin i u kojoj bi se mogao razvijati individualno, nezavisno od
ostalih u�cenika u odeljenju.

Po mi�sljenju predstavnika reformne pedagogije (J. Dewey, A. Ferijer, E. Cla-
par�cde, M. Montessori, L. Tolstoj i drugi) u nastavi matematike bi trebalo da
dominira samoaktivnost u�cenika. Teorija kurikuluma (C. M�oller) insistira na
preciznom odredivanju ciljeva i zadataka nastave, a kiberneti�cko � informacijska
teorija (Talizina, Iteljson, Landa i drugi) na primeni zakona i principa kibernetike
u tom procesu.

Kao �sto se vidi, postoje razli�cite teorije nastave i u�cenja �sto za posledicu ima
i razli�cita metodi�cka re�senja. Ako medu njima treba tra�ziti zajedni�cku karakter-
istiku onda je to insistiranje na aktivnosti u�cenika. U tom kontekstu Roeders
(2003) i Deen (1985, 1986) govore o nastavi usmerenoj ka u�ceniku. Uva�zavaju�ci
tu, nesporno zna�cajnu �cinjenicu, u�citelji i metodi�cari moraju u�cenika staviti u
centar interesovanja i polaze�ci od nivoa znanja kojim raspola�ze, tempa u�cenja,
intelektualnih sposobnosti, interesovanja, spremnosti za saradnju, osposobljenosti
za samostalan rad, motivacije i tako dalje, tra�ziti odgovaraju�ca metodi�cka re�senja.

Jedno od uvek aktuelnih i otvorenih pitanja za sve koji se bave po�cetnom
nastavom matematike je i iznala�zenje optimalnog i racionalnog programa nastave
matematike u mladim razredima osnovne �skole. Ovo tim pre �sto disproporcija
izmedu sve ve�ceg fonda matemati�ckih znanja i ograni�cenog vremena u okviru
�skolskog sistema namenjenog toj nastavi postaje sve izra�zenija. Iz tih razloga,
kako isti�ce Bruner, pri koncipiranju programa i izboru sadr�zaja treba sve vi�se
voditi ra�cuna o ekonomiji znanja.

Va�zno pitanje za razmatranje predstavljaju i studijski programi Metodike
nastave matematike na u�citeljskim fakultetima u Srbiji, a samim tim i aktuelni
ud�zbenici za ovaj nastavni predmet. I pored svih pozitivnih karakteristika koje
im se mogu pripisati, oni su, po pravilu, usmereni na metodi�cku transforma-
ciju sadr�zaja propisanih programom matematike za mlade razrede osnovne �skole,
odnosno usmereni na u�citelja i na�cin na koji �ce on pou�cavati, a u�cenik, na�cin
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na koji u�ci, njegove potrebe, mogu�cnosti, interesovanja, motivacija i sli�cno su
u drugom planu i prili�cno zapostaljeni. Osim toga, metodi�cka transformacija
sadr�zaja uglavnom je analizirana u okvirima â�£klasi�cne", â�£frontalne" nas-
tave. Pri tome su zappostavljeni drugi vidovi (vrste) nastave koji, u konkretnim
uslovima, mogu biti izvanredni korektivi klasi�cne nastavne paradigme. S obzirom
da svaka od ovih vrsta nastave ima svoje vrednosti i svoje speci��cne metodi�cke
zakonitosti javlja se potreba da se, primera radi, razmi�slja i govori o â�£me-
todici problemske, diferencirane, individualizovane, programirane, timske nastave
matematike" (Mari�ci�c, �Spijunovi�c, 2014: 200).

�Cini se da se u metodici nastave matematike ne poklanja dovoljno pa�znje ni
standardima postignu�ca u�cenika za matematiku koji su u Srbiji za kraj prvog
ciklusa osnovnog obrazovanja i vaspitanja doneti 2011. godine. Su�stina njihovog
postojanja i uvodenja, kako isti�ce E. Klim, je u tome da se radi â�£jasno i
koncentrisano ono �sto je va�zno u na�sem �skolskom sistemu� (Klieme, et al, 2007:
47). Obrazovni standardi su, iz tog razloga, â�£referentni okvir za programi-
ranje, organizaciju i izvodenje procesa pou�cavanja i u�cenja u �skoli i kao osnova
za evaluaciju postignu�ca u�cenika� (Palek�ci�c, 2007: 86). Oni su istovremeno i
cilj i kriterijum, jer jasno postavljaju i jednozna�cno formuli�su ciljeve u�cenja, ali
istovremeno, slu�ze kao kriterijum kvaliteta nastave, odnosno e�kasnosti procesa
u�cenja i pou�cavanja (Ba�si�c, 2007: 117). U skladu s tim â�£obrazovni standardi
predstavljaju osnovu za delovanje i didakti�cko-metodi�cko postupanje u�citelja"
(Mari�ci�c, 2012: 543). Od standarda se o�cekuje da podstaknu u�citelje da â�£st-
varaju uslove, kreiraju okru�zenje koje je prilago�ceno u�cenikovim mogu�cnostima
i usmereno na njegov razvoj, odaberu sadr�zaje, postupke, metode, oblike rada
i drugo, kako bi u�cenici na kraju odredenog obrazovnog nivoa posedovali znanja
odredenog nivoa kvaliteta" (Mari�ci�c, 2012: 542 ). Pitanje je u kojoj meri metodika
nastave matematike poklanja pa�znju koncipiranju nastave u skladu sa ovakvim
zahtevima.

Koncept inkluzivnog obrazovanja, koji je u nas aktuelan poslednjih nekoliko
godina, predstavlja veliki izazov i za metodiku nastave matematike. Medutim,
brojna istra�zivanja pokazuju da osnovne studije na u�citeljskim fakultetima ne
doprinose dovoljno pripremljenosti u�citelja za inkluzivno obrazovanje (Elhoweris,
Alshiekh, 2006; Macura Milovanovi�c, Vujisi�c 2011; Macura Milovanovi�c i sar,
2010, 2011; Rajovi�c, Jovanovi�c, 2010, �Spijunovi�c, Mari�ci�c, 2013). Osim toga, u
ud�zbenicima metodike nastave matematike i drugoj literaturi koja se bavi prob-
lemima ove nastave te�sko je prona�ci sadr�zaje koji imaju za cilj osposobljavanje
studenata za nastavu matematike u uslovima inkluzivnog obrazovanja. Ukoliko
takvih sadr�zaja i ima, �ce�s�ce je re�c o defektolo�skom pristupu nego o odnosu prema
u�cenicima koji su potencijalno daroviti za matematiku. Otuda i ne iznenaduju
rezultati istra�zivanja prema kojima u�citelji, a pogotovu mladi, izra�zavaju strep-
nju u vezi sa osposobljeno�s�cu da rade sa kategorijom u�cenika na koje se koncept
inkluzivnog obrazovanja odnosi (Jones, 2002; Schumm & Vaughn, 1995; Winter,
2006).

Jedna od tri najva�znije kompetencije koje moraju posedovati savremeni u�citelji
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(znanje, tehnologija, informacija), po mi�sljenju Evropskog saveta iznetom u doku-
mentu Zajedni�cka evropska na�cela za kompetencije i kvali�kacije u�citelja (2005),
je njihova osposobljenost za kori�s�cenje novih tehnologija u nastavi uop�ste, pa i
u nastavi matematike. Otuda je i sasvim logi�cno pitanje da li i koliko u okviru
metodike nastave matematike osposobljavamo u�citelje za novi na�cin rada, nove ko-
munikacione modele, novi odnos prema izvorima znanja, druga�cije metode, oblike,
principe rada i tako dalje, s jedne, a koliko u tom kontekstu pravilno sagledavamo
kvalitativno druga�ciji polo�zaj u�cenika u nastavi matematike, s druge strane.

Upoznavanje studenata sa razli�citim teorijskim osnovama na kojima treba
razvijati mi�sljenje u�cenika (Pija�zeova teorija stadijuma, Ablijeva operativna metoda,
Brunerova teorija o ravnima apstrakcije, Galjperinova teorija etapnog razvoja
mentalnih operacija ili neka druga), takode, mora postati prvorazredni zadatak
metodike po�cetne nastave matematike. Uostalom, jo�s pre vi�se od pola veka, na
sastanku UNESKO-a o obrazovanju istaknuto je da â�£matematika i njen stil
razmi�sljanja moraju postati sastavni deo op�ste kulture savremenog �coveka koji
se obrazuje u dana�snjim �skolama, bez obzira da li �ce on vr�siti posao koji koristi
matematiku ili ne" (Prema: Deji�c, 2003: 32). U tom kontekstu, osim odgov-
ora na pitanje �sta je to matemati�cko, stvarala�cko, logi�cko i kriti�cko mi�sljenje
metodika treba da uka�ze i na adekvatne metodi�cke postupke kojima se svaka od
ovih vrsta mi�sljenja u po�cetnoj nastavi matematike mo�ze podsticati i razvijati.
Ovaj zahtev je utoliko aktuelniji �sto je razvijanje matemati�ckog, logi�ckog, stvar-
ala�ckog i kriti�ckog mi�sljenja u�cenika istaknuto kao najva�zniji zadatak po�cetnog
matemati�ckog obrazovanja (Deji�c, 1997: 172; Prvanovi�c, 1970: 14; �Spijunovi�c,
Mari�ci�c, 2011).

Na�zalost, u metodici nastave matematike se malo raspravlja i o problemima
metodologije i speci��cnostima metodi�ckih istra�zivanja u ovoj oblasti. Pri tome se
gubi iz vida da smo ve�c ve�c odavno do�sli do ta�cke u kojoj bi dalji razvoj metodike
morao biti mnogo vi�se zasnovan na rezultatima nau�cnih istra�zivanja nego na
prakticisti�ckim re�senjima, impresijama i slobodnim interpretacijama konkretnih
metodi�ckih problema.

Osim toga, ne vodi se dovoljno ra�cuna o povezivanju matemati�ckih sadr�zaja
sa realnim �zivotom, zapostavljeni su vannastavni oblici matemati�ckog obrazo-
vanja i nastava matematike u kombinovanom odeljenju, ne mo�zemo biti zado-
voljni rezultatima koje u�cenici iz Srbije posti�zu na PISA i drugim testiranjima.
Brojne "inovacije" u nastavi matematike nemaju svoju teorijsku podlogu, neke
didakti�cke teorije i respektabilan fond znanja kojim didaktika i metodike danas
raspola�zu nisu na�sle svoje mesto u toj nastavi. U metodikama nastave matem-
atike nema poglavlja ni o u�citelju i njegovoj ulozi u procesu nastave matematike
ni o u�ceniku i njegovom polo�zaju u tom procesu. Na listi Ministarstva prosvete i
nauke Republike Srbije nema �casopisa koji bi se bavio problemima po�cetne nas-
tave matematike, malo je projekata koji za predmet istra�zivanja imaju probleme
iz ove oblasti i tako dalje.

Naravno, navedena lista otvorenih pitanja nije kona�cna. Medutim, i u ovom
obliku ona pokazuje da se u Metodici nastave matematike mora mnogo toga men-
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jati. To se odnosi, kako na promenu studijskih programa i rede�nisanje uloge
u�citelja i u�cenika u nastavnom procesu, tako i na sistem stru�cnog usavr�savanja
u�citelja, izradu master i doktorskih disertacija kojima bi se na egzaktan na�cin pot-
punije osvetlili odredeni metodi�cki problemi, pokretanje specijalizovanog �casopisa
za metodiku nastave matematike i tako dalje. U svakom slu�caju, smer u kome �ce se
ubudu�ce razvijati Metodika po�cetne nastave matematike ne mo�ze biti stati�can, ve�c
dinami�can i uskladen sa savremenim kretanjima u oblasti vaspitanja i obrazovanja
uop�ste. Pri tome se moraju imati u vidu i saznanja do kojih su do�se psihologija,
didaktika, pedagogija, logika i druge srodne nauke, kao i svetska iskustva u ovoj
oblasti. Medutim, "da bismo ne�sto promenili, treba menjati sopstvene uslove; ali
pre svega, moramo menjati sebe, svoje poglede, shvatanja i na�cin razmi�sljanja. A
to nije nimalo lako" (�Spijunovi�c, 2005: 123). U svakom slu�caju, metodi�cari nas-
tave matematike moraju biti predvodnici promena, uvek spremni za nove izazove,
otvoreni za nova pitanja, svesni zahteva koje pred njih postavlja intenzivni razvoj
u nauci i nastavi i tako dalje, a ne pasivni u�cesnici koji samo posmatraju �sta se
oko njih de�sava.
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Apstrakt

Matematika danas prožima cjelokupno društvo i njena uloga stalno raste
jer se njena pomoć traži u situacijama i problemima koji se javljaju i van
same matematike. Matematički metodi nisu vǐse privilegija znanstvenika,
inženjera i tehnologa; oni se sve vǐse koriste za analizu individualnih ponašanja
i izučavanja stavova i trendova u društvu kao cjelini. Ovaj razvoj svakako,
povećava zahtjev za matematičkom sposobnošću – sposobnošću u matema-
tičkom modeliranju, u algoritamskim tehnikama. Zato je matematika inte-
gralni dio ljudske kulture, socijalne, ekonomske i tehničke okoline, i to ne
samo u sadašnjem obliku već i u svim oblicima koji će se sigurno razviti kao
posljedica sve šire sposobnosti brzog računanja.

1 Uvod

Ovdje se postavlja jedno izuzetno važno pitanje koliko matematika i dobra nastava
matematike doprinose razvoju mlade ličnosti. Moguće je predavati matematiku
na razne načine koji doprinose individualnom razvoju sklonosti, sposobnosti i
mogućnosti shvatanja.

Posebne individualne sklonosti koje se mogu probuditi su:

1. samopoštovanje;

2. samopouzdanje; uključujući volju za preuzimanjem odgovornosti;

3. samodisciplina;

4. sposobnost sa saradivanje sa drugima;

5. strpljivost, posebno u procesu rješavanja problema.

Posebne vještine koje treba usadivati su:

1. posmatranje;

2. interpretacija (tumačenje);

3. saopćavanje.
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Mogućnosti shvatanja koje se mogu njegovati su shvatanja:

1. ljepote i elegancije matematičkih dokaza;

2. odnosa matematike i života.

U narednom poglavlju kroz vǐse rješenih zadataka pokazujemo kako se gore
navedene osobine mogu uspješno razvijati kod učenika i studenata.

2 Primjeri zadataka kroz koje pokazujemo prethodno

opisane osobine učenika

Daćemo razne vrste zadataka.
Zadatak 1. Dešifrovati množenje abcd · 4 = dcba, gdje je abcd četverocifreni

broj čije su cifre a, b, c i d.
Rješenje: Ogromna većina mojih studenata na jednom od časova predmeta

Metodika nastave matematike koga sam im ja predavao na Odsjeku za matem-
atiku Prirodno-matematičkog fakulteta Univerziteta u Sarajevu je krenula da
riješava ovaj zadatak na sljedeći način:

Četverocifreni broj abcd se može zapisati kao:

abcd = a · 1000 + b · 100 + c · 10 + d, (∗)

gdje b, c, d ∈ {0, 1, 2, ..., 9}, a ∈ {1, 2, 3, ..., 9}.
Sada na osnovu (∗) imamo:

abcd · 4 = dcba

⇔ (a · 1000 + b · 100 + c · 10 + d) · 4 = d · 1000 + c · 100 + b · 10 + a

⇔ 4000a + 400b+ 40c + 4d− 1000d − 100c − 10b− a = 0

⇔ 1333a + 130b − 20c− 332d = 0. (1)

Očigledno, (1) je linearna Diofantova∗ jednačina sa četiri nepoznate a, b, c, d ∈
N0. Naći rješenje ove jednačine nije nimalo lagan posao, to zahtjeva prilično vre-
mena i strpljenja.

Srećom, našlo se tu nekoliko studenata koji su ovaj zadatak riješili efektno i
brzo koristeći pravila o djeljivosti brojeva sa 2, 3, 4, 5, 6, 8 i 9. Evo tog rješenja.

Pošto je proizvod četverocifrenog broja abcd sa 4 ponovo četverocifren broj
dcba, to a mora biti paran broj, a kako su jedine dvije cifre koje bi mogao uzeti
a cifre 1 ili 2, to zaključujemo da je a = 2. Sada imamo:

2bcd · 4 = dcb2.
∗Diofant, starogrčki matematičar koji je živio u 3. vijeku nove ere u Aleksandriji

250



Odavde zaključujemo da mora biti d = 3 ili d = 8, jer 4 · 3 = 12, te 4 · 8 = 32
i 4 · 2 = 8, to zaključujemo da je d = 8. Dakle, sada imamo:

2bc8 · 4 = 8cb2.

Zaključujemo sada da mora biti b ∈ {0, 1, 2}. Kako broj 8cb2 mora biti djeljiv sa
4, to je očigledno b = 1, tj. dobijamo da je:

21c8 · 4 = 8c12.

Pošto je 4 · 7+3 = 28+ 3 = 31, to slijedi da mora biti c = 7. Konačno dobijamo:
abcd = 2178, tj. 2178 · 4 = 8712. t
Zadatak 2. Ako je x = 2014 (a− b), y = 2014 (b− c), z = 2014 (c− a),

izračunati brojnu vrijednost izraza:

x2 + y2 + z2

xy + yz + zx
; (xy + yz + zx 6= 0) ,

gdje su a, b, c ∈ R.
Rješenje: Opet se većina učenika (ili pak studenata) odluči na uvrštavanje

datih brojeva x, y, z u dati količnik s namjerom da nakon nešto dužeg računanja
dode do rezultata koji iznosi 2. Srećom, uvijek se tu nade onih koji su ovaj
zadatak rješavali mnogo jednostavnije i kraće na sljedeći način:

Imamo

x+ y + z = 2014 (a− b+ b− c+ c− a) = 2014 · 0 = 0,

⇒ x+ y + z = 0/2

⇒ x2 + y2 + z2 + 2 (xy + yz + zx) = 0

⇒ x2 + y2 + z2 = −2 (xy + yz + zx) ,

a odavde nakon dijeljenja ove jednakosti sa xy + yz + zx 6= 0, dobijamo:

x2 + y2 + z2

xy + yz + zx
= −2.

Čitaoci će se sigurno složiti da je ovo rješenje kudikamo elegantnije i ljepše od
onog prvog. Ovo rješenje u potpunosti opravdava i afirmǐse sve ono kazano u
prvom dijelu ovog članka koje se odnosi na posebne individualne sklonosti koje
se javljaju kod budućih matematičara, sada učenika ili studenata.

Zadatak 3. Dokazati da su svi brojevi oblika n4+4; (n ∈ N, n > 1) složeni
brojevi.

Rješenje: Znamo svi da su prosti brojevi oni prirodni brojevi različiti od 1
koji su djeljivi samo sami sobom i jedinicom. Znači, složeni brojevi imaju bar još
jedan djelilac koji nije 1 ili sam taj broj.
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Moji učenici (a bogami i studenti) uglavnom pridu rješavanju ovog zadatka
na jedan uobičajen i prirodan način; naime prvo uzmu da je n paran broj pa je i
broj n4 + 4 takoder paran broj pa samim tim je i složen. Ako je pak n neparan
broj, tada je broj n4 + 4 neparan, ali nije lako dokazati da je i složen. Ako je
n = 2k + 1; (k ∈ N zbog n > 1), tada dobijamo:

n4 + 4 = (2k + 1)4 + 4 = 16k4 + 32k3 + 24k2 + 8k + 5,

a teško je utvrditi sada da li je dobijeni neparni broj prost ili složen.
Šta raditi sada? Postoji jedan identitet u matematici koji glasi:

a4 + 4b4 =
(

a2 + 2b2 + 2ab
) (

a2 + 2b2 − 2ab
)

; (a, b ∈ R) , (2)

koji se naziva Identitet Sophie Germain†. Očigledno vrijedi:

a4 + 4b4 = a4 + 4a2b2 + 4b4 − 4a2b2

=
(

a2 + 2b2
)2

− (2ab)2

=
(

a2 + 2b2 + 2ab
) (

a2 + 2b2 − 2ab
)

, q.e.d.
Sada imamo na osnovu (2) za a = n i b = 1:

n4 + 4 =
(

n2 + 2n+ 2
) (

n2 − 2n+ 2
)

a ovaj broj je svakako složen jer je n2−2n+2 > 1 za sve n ∈ N, n > 1. Lijepo
rješenje, nema šta!

Zadatak 4. Dokazati da su svi cijeli brojevi oblika n3 + 5n; (n ∈ Z) djeljivi
sa 6, tj.

6 |A (n) = n3 + 5n; (n ∈ Z) .

Rješenje: Bio sam svjedok ovakvog rješenja ovog zadatka: Za n = 0 dobi-
jamo A (0) = 0, a ovaj broj je djeljiv sa 6, tj. 0:6 = 0. Zaljubljenici u princip
matematičke indukcije sada dokazuju da vrijedi 6 |A (n) ; n ∈ N. Naime, za
n = 1⇒ A (1) = 6, a ovaj broj je djlejiv sa 6.

Neka važi 6 |A (n) = n3 + 5n za sve n ≥ 1; tada imamo:

A (n+ 1) = (n+ 1)3 + 5 (n+ 1) = n3 + 3n2 + 3n + 1 + 5n+ 5 =

= n3 + 5n+
(

3n2 + 3n + 6
)

= A (n) + 3
(

n2 + n+ 2
)

, tj.

A (n+ 1) = A (n) + 3 [(n+ 1) (n+ 2)− 2n] ,

a ovaj broj je djeljiv sa 6 jer po pretpostavci 6 |A (n) , a broj (n+ 1) (n+ 2)
je proizvod dva uzastopna prirodna broja od kojih je jedan paran pa je broj
3 [(n+ 1) (n+ 2)− 2n] djeljiv sa 3 · 2 = 6. Ima ovdje fina posla!

†Sophie Germain, 1776.-1831., francuska matematičarka koja je imala uspjeha u rješavanju

Fermatovog velikog teorema. Dopisivala se sa Gaussom, D’Alambertom, Legandreom, itd
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Slika 1:

Kako dalje? Šta uraditi ako je n < 0; n ∈ Z? Stavimo da je n = −m <
0; (m ∈ N). Sada imamo

A (n) = A (−m) = (−m)3 + 5 · (−m) = −
(

m3 + 5m
)

,

a ovaj broj je djlejiv sa 6 jer smo dokazali da je broj m3 + 5m; (m ∈ N) djeljiv
sa 6 pa je i broj −

(

m3 + 5m
)

djeljiv sa 6.
Komplikovano, nema šta! No, jedno kratko elegantno rješenje zadatka za koga

je potrebna jedna sjajna ideja oblika 5n = 6n− n donekle nas ostavlja bez daha;
naime, imamo:

A (n) = n3 + 5n = n3 − n+ 6n = (n− 1)n (n+ 1) + 6n,

a ovaj broj je očigledno djeljiv sa 6 jer je (n− 1)n (n+ 1) proizvod tri uza-
stopna cijela broja za sve n ∈ Z (doduše za n ∈ {−1, 0, 1} dobijamo da je taj
broj 0 koji je djeljiv sa 6) od kojih je bar jedan paran a jedan djeljiv sa 3 pa je
taj broj djeljiv sa 2 · 3 = 6.

Napomena: Gornju činjenicu smo mogli dokazati uz uslov da je n = 3k ili
n = 3± 1; (k ∈ Z).

Zadatak 5. Duži AD i BE su visine trougla ∆ABC; (D ∈ BC, E ∈ AC).
Ako je AE = 5, CE = 3, CD = 2, koliko iznosi x = BD?
Rješenje: Učenici (pa i studenti) su uglavnom zaljubljeni u Pitagorinu‡ teoremu,
pa nije čudo pošto nacrtaju sliku i uoče dva pravougla trougla ∆ACD i ∆BCE,
polete da ovaj zadatak riješavaju pomoću te teoreme.

Imamo sada na osnovu Pitagorine teoreme (sl.1):

∆ACD : AD
2
= AC

2
− CD

2

⇒ AD
2
= 82 − 22 = 60

⇒ AD =
√
60 = 2

√
15 .

‡Pitagora, starogrčki matematičar iz 6. stoljeća prije nove ere
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∆ABD : AB
2
= AD

2
+BD

2

⇒ AB
2
= 60 + x2

⇒ AB =
√
60 + x2 .

∆ABE : BE
2
= AB

2
−AE

2

⇒ BE
2
= 60 + x2 − 25

⇒ BE =
√
35 + x2 .

∆BCE : BC
2
= CE

2
+BE

2

⇒ (x+ 2)2 = 9 + 35 + x2

⇒ x2 + 4x+ 4 = 44 + x2

⇒ x = 10 .

Tačno, pretjerasmo sa Pitagorom. Teška srca ja prihvatam one koji su na
ovaj način došli do rješenja i dadem im lijepu ocjenu.

Opet srećom oni lucidni pojedinci (Hvala Bogu da ih imamo u učionici!) mi
vrate raspoloženje i osmijeh na lice kada riješe ovaj zadatak u tri reda koristeći
činjenicu da su pravougli trouglovi ∆ACD i ∆BCE slični (Zašto?). Iz te sličnosti
trouglova slijedi proporcija:

CD : CE = AC : BC

⇔ 2 : 3 = (5 + 3) : (x+ 2)

⇔ 2 (x+ 2) = 3 · 8

x = 10.

Još me vǐse obraduju oni koji uoče da zbog ∡AEB = ∡ADB = 900 tačke D i E
pripadaju kružnici k čiji je prečnik duž AB. Sada iskoriste teoremu o potenciji
tačke C u odnosu na kružnicu k, te dobijaju:

CE · CA = CD · CB

⇔ 3 · 8 = 2 · (2 + x)

⇔ 24 = 4 + 2x

⇔ x = 10.

Neki mi kažu na kraju da smo zadatak mogli riješiti koristeći izračunavanje

površine trougla ∆ABC, tj. P∆ABC = BC·AD

2
= AC·BE

2
ili trigonometriju ili pak
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analitičku geometriju, što je tačno. Ali zašto komplikovano, kada može jednos-
tavno.

Zadatak 6. Izračunati maksimalnu vrijednost, izraza log x+log y+log z ako
su x, y, z > 0 i pri tome važi jednakost x+ 4y + 16z = 120.

Rješenje: Uh, zadatak u vezi nalaženja ekstremuma i to uslovnog funkcije od
tri promjenljive, uz korǐstenje Lagrangeovog multiplikatora λ. Pa to je matematička
analiza! U pitanju je funkcija:

F (x, y, z, λ) = log x+ log y + log z + λ (x+ 4y + 16z − 120) .

Parcijalni izvodi, prvi diferencijal funkcije i još koješta?! Teško brate!
Ali nije tako! Tu je sjajna nejednakost izmedu aritmetičke i geometrijske

sredine tri pozitivna broja kao i pravilo za logaritam proizvoda. Sitnica! Imamo:

x+ 4y + 16z

3
≥ 3

√

x · 4y · 16z; (x, y, z > 0)

⇔ 120
3

≥ 3
√
64xyz

⇔ 40 ≥ 4 · 3
√
xyz

⇔ xyz ≤ 1000

⇔ log x+ log y + log z ≤ 3

⇔ Max (log x+ log y + log z) = 3 ,

ako je x = 4y = 16z, tj. x

16
= y

4
= z.

Sjajno rješenje! Živjela elementarna matematika i nejednakosti izmedu bro-
jnih sredina! VIVAT MATHEMATICA! VIVAT PROFESSORES!

Zadatak 7. Ako je Sn = 13 + 22 + 33 + ...+ n3, izračunati

1
√
S1

+
1

√
S2

+
1

√
S3

+ ...+
1

√
S2014

.

Rješenje: Uh, opet analiza; ovo je suma reda! Znamo mi da vrijedi obrazac:

Sn =

[

n (n+ 1)

2

]2

,

dokazali smo ga pomoću principa matematičke indukcije.
Imamo sada:

1
√
Sn

=
2

n (n+ 1)
= 2 ·

1

n (n+ 1)
= 2

(

1

n
−

1

n+ 1

)

.

Pa ovo se svodi na teleskopiranje. Sjajno! Slijedi

255



1√
S1

+ 1√
S2

+ 1√
S3

+ ...+ 1√
S2014

=

2
(

1
1·2 +

1
2·3 +

1
3·4 + ...+ 1

2014·2015

)

=

= 2
(

1− 1
2
+ 1

2
− 1

3
+ 1

3
− 1

4
+ ...+ 1

2014
− 1

2015

)

=

2

(

1−
1

2015

)

=
4028

2015
.

Mǐsljenja smo da će se ovih sedam zadataka i njihovih raznih rješenja dopasti
čitaocima ovog članka. Sigurno će im dati put i neke ideje za bavljenje matem-
atikom u budućnosti. Tu pretežno mislim na mlade maematičare i nastavnike
koji rade sa ovakvim učenicima koji pokazuju veći interes za matematiku.
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Apstrakt

U �zi
i je �
esta pojava da se pro
esi opisuju diferen
ijalnim jedna�
inama

koje je te�sko rije�siti analiti�
ki. Prvo se de�ni�se dinami�
ki model kojim se

opisuje problem, a zatim se primjenjuju numeri�
ke metode. U ovoj situa
iji

numeri�
ke metode mogu dati neta�
na rje�senja. Takode, u rje�senjima se mogu

pojaviti numeri�
ke nestabilnosti a i tzv. numeri�
ki haos. U radu je ilustrovan

primjer numeri�
kog rje�savanja obi�
ne diferen
ijalne jedna�
ine, koja se mo�ze

rije�stiti analiti�
ki. Pokazano je kako razli�
ite metode mogu dati razli�
ita i

pogre�sna rje�senja Takode je pokazano kako se pogodnim izborom metode

dolazi do ta�
nih rje�senja.

1 Rje�savanje �zikalnog pro
esa numeri�
kim metodama

Uti
aj informa
ionih tehnologija na razvoj svih oblasti je o�
igledan. Primjena

ra�
unara na istra�zivanja u svim oblastima �zike je takode vrlo zna�
ajna. Fizikalni
pro
esi se �
esto de�ni�su diferen
ijalnim jedna�
inama koje je te�sko rije�siti anal-

iti�
ki. U tim situa
ijama problemi se rje�savaju numeri�
kim metodama pri �
emu

je potrebno primjeniti adekvatnu metodu koja �
e nam dati najta�
nija rje�senja [1].
Rje�savanje nekog �zikalnog problema mo�ze se prikazati �sematski (slika 1).

Polaze�
i od �zikalnog sistema koji se zasniva na eksperimentalnim rezultatima

primjenjuju se dinami�
ki modeli kojima opisujemo problem a zatim primjenjuju

numeri�
ke metode kojima se tretiraju dati modeli. Izra�
unavanje se izvodi kom-

pjuterima i dobijeni rezultati se analiziraju.

U nestabilnom �zi�
kom sistemu ovaj lana
 mo�ze pu�
i na svakoj vezi, tj. u

dobijenim rezultatima ima�
emo pojavu numeri�
kih nestabilnosti ili numeri�
kog

haosa �sto je prouzrokovano bilo kojom karikom u datom lan
u.

Mo�ze se desiti da iako je �zi�
ki sistem stabilan opet u rje�senjima mo�zemo imati

pojavu numeri�
kih nestabilnosti. U ovoj situa
iji uzrok nestabilnostima mo�ze biti

primjenjeni model, numeri�
ka metoda ili sam kompjuter.

Prvi problem je vezan za same ra�
unare, tj. pre
iznost, gre�ska u zaokru�zivanju

brojeva, itd.
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Slika 1:

�

Sematski prikaz rje�savanja �zikalnog problema

Drugi problem je vezan za numeri�
ke metode. Razli�
ite metode mogu za isti

model voditi razli�
itim rje�senjima koja su razli�
ita i haoti�
no se pona�saju iako sam

model nije haoti�
an. Ovaj problem proisti�
e iz �
injeni
e da rje�savaju�
i neprekidni

dinami�
ki model moramo izvr�siti njegovu diskretiza
iju a sama diskretiza
ija fun-

damentalno mijenja prirodu neprekidnih dinami�
kih modela i mnogo uti�
e na

ta�
nost kona�
nih rje�senja. Ta�
nost numeri�
kih metoda zavisi od mnogo param-

etara, kao �sto je npr. du�zina integra
inonog koraka.

Jedna od primjena numeri�
kih metoda je dobijanje aproksimativnih rje�senja

diferen
ijalnih jedna�
ina. Ako je te�sko ili nemogu�
e na�
i analiti�
ko rje�senje, nu-

meri�
kom metodom je potrebno na�
i aproksomativno rje�senje.

Pri rje�senju diferen
ijalne jedna�
ine na nekom intervalu potrebno je uzeti do-

voljno mali integra
ioni korak, takav da je rje�senje dobra aproksima
ija ta�
nog

rje�senja. Ako �zelimo integraliti diferen
ijalnu jedna�
inu na velikom intervalu i ako

smo primorani primjeniti veoma kratke korake, ra�
un mo�ze biti komplikovan. S

druge strane, ako primjenimo �siri korak gre�ska pri ra�
unu �
e biti ve�
a. Treba na�
i

najoptimalnije rje�senje.

Ako rje�simo i ove po�
etne probleme, ta�
nost mo�ze zavisiti i od primjenjene

numeri�
ke metode.

2 Numeri�
ko rje�savanje diferen
ijalne jedna�
ine

U ovom radu analizira�
emo jedan matemati�
ki primjer, tj. analizira�
emo rje�savanje

relativno jednostavne diferen
ijalne jedna�
ine koja se mo�ze rije�siti analiti�
ki. Poka-

za�
emo �sta se de�sava ako primjenimo neadekvatnu numeri�
ku metodu, tj. pokaza�
emo

kako nas metoda vodi u pogre�sna rje�senja i numeri�
ke nestabilnosti pa i u nu-

meri�
ki haos iako je sam model stabilan. Analizirajmo diferen
ijalnu jedna�
inu:

dy

dx
= (y + 4) (2− y) ; (1)

pri �
emu je poznat po�
etni uslov y(0) = y0.
Navedena jedna�
ina 1 mo�ze se lako ta�
no rije�siti analiti�
ki, pri �
emu je rje�senje

dato izrazom:

y =
2Ce6x + 4

Ce6x − 1
(2)
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Slika 2: Ta�
no rje�senje jedna�
ine 2

Slika 3: Rje�senje jedna�
ine koje slijedi iz izraza (3)

gdje je konstanta C = (y0 + 4) / (y0 − 2).
Ako uzmemo po�
etnu vrijednost y0 = 0, 5, rje�senje jedna�
ine 2 daje vrijednost

za y koje monotono raste i konvergira ka vrijednosti y = 2 kad x→ ∞ (slika 2).

Analizirajmo sada numeri�
ka rje�senja jedna�
ine 1. Za po�
etak �
emo primjeniti

tzv. modi�kovanu Ojlerovu metodu (metoda 
entralnih razlika) [2], na osnovu koje

iz jedna�
ine 1 slijedi izraz:

un+1 − un−1

2h
= (un + 4) (2− un) ; (3)

gdje je h integra
ioni korak, a un numeri�
ko rje�senjenje nakon n koraka.

Po�
etni uslovi su: u0 = y0 i u1 = y0 + h (y0 + 4) (2− y0).
Neka su po�
etne vrijednosti u0=0.5 i u1= 0.513 , a za integra
ioni korak

uzmimo h = 0.002. Dobijeno rje�senje koje slijedi iz izraza 3 dato je na sli
i 3.
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Slika 4: Detalj kao na sli
i 3

Zaklju�
ujemo da je rje�senje neta�
no pri �
emu sa porastom promjenjljive x,

rje�senja na pojedinim intervalima os
iluju oko karakteristi�
nih ta�
aka 2 i -4 �sto

se de�sava na zatamnjenim dijelovima gra�ka. Ove os
ila
ije su ilustrovane na sli
i

4 �sto odgovara sli�
nim zatamnjenim detaljima na sli
i 3. Na sli
i 4 se uzima da je

u0=0.5, u1=0.567, a integra
ioni korak je h=0.01. Zaklju�
ujemo da se os
ila
ije

uo�
avaju zbog ve�
eg koraka h.

Transformi�simo izraz 3 i napi�simo ga u obliku:

un+1 = 2h (un + 4) (2− un) + vn, vn+1 = un. (4)

Iz 4 de�ni�simo preslikavanje:

yn+1 = 2h(yn + 4)(2 − yn) + zn, zn+1 = yn. (5)

Preslikavanje iz 5 dato je na sli
i 5 gdje se vidi da se rje�senja najvi�se zadr�zavaju

oko ta�
aka 2 i -4. Parametri su kao za sliku 3.

Razlog koji dovodi do nestabilnosti je neadekvatna numeri�
ka metada pri �
emu

najve�
i uti
aj mo�ze imati gre�ska zaokru�zivanja do de
imale kolika je pre
iznost

ra�
unara, kao i primjenjeni korak.

Ako pri daljnjoj analizi neznatno smanjujemo korak integraljenja, u rje�senjima

imamo mala pobolj�sanja dok se sa zna�
ajnijim smanjenjem koraka dobijaju pot-

puno neta�
na rje�senja.

Ako se uzima ve�
i korak integraljenja, gre�ska je velika i rje�senje vrlo brzo te�zi

un → −∞.

Analizirajmo sada navedeni primjer primjenjuju�
i slo�zeniju metodu, tzv. kom-

binovanu numeri�
ku metodu koja se dobija kombina
ijom metode 
entralnih ra-

zlika i Ojlerove metode [3][4][5] . Na osnovu ove metode iz jedna�
ine 1 slijedi

izraz:

(1−m) (un+1 − un−1)

2h
+

m (un+1 − un)

h
= (un + 4) (2− un) ; (6)
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Slika 5: Preslikavanje rje�senja datog na sli
i 3

gdje je m parameter, �
ije su vrijednosti:0 ≤ m ≤ 1. Za m=1, prethodni izraz

svodi se na Ojlerovu metodu, a za m=0, svodi se na metodu 
entralnih razlika.

Iz navedenog izraza 6 slijedi:

un+1 =
1−m

1 +m
un−1 +

2

1 +m

[

(m− 2h) un + h
(

8− u2n
)]

. (7)

O�
igledno je da rje�senja izraza 7 zavise od po�
etnih vrijednosti, integra
ionog

koraka h, ali i parametra m. Pokazuje se da za slu�
aj m < h ova metoda daje

neta�
na rje�senja sa numeri�
kim nestabilnostima i numeri�
kim haosom.

Na sli
i 6. je je dato rje�senje za: u0=0.5, h= 0.002 dok je m=0.001.

Sa slike 6. se vidi da na malom po�
etnom intervalu promjenjive x , rje�senje

te�zi ta�
noj vrijednosti, ali nakon toga dobijamo os
ila
ije. Sa daljnjim porastom

promjenjljive, rje�senje te�zi karakteristi�
nim ta�
kama 2 i -4.

Sli�
nom analizom kao kod metode 
entralnih razlika, tj. kao �sto iz 3, slijedi 4,

iz izraza 7 slijedi

un+1 =
1−m

1 +m
νn +

2

1 +m

[

(m− 2h) un + h
(

8− u2n
)]

, vn+1 = un (8)

odnosno iz 8 mo�zemo de�nisati preslikavanje:

yn+1 =
1−m

1 +m
zn +

2

1 +m

[

(m− 2h) yn + h
(

8− y2n
)]

, zn+1 = yn. (9)

Na sli
i 7 je predstavljeno preslikavanje koje slijedi iz 9 za iste podatke kao za

sliku 6 gdje se takode vidi kako rje�senje te�zi stabilnim ta�
kama 2 i -4.
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Slika 6: Rje�senje koje slijedi iz kombinovane numeri�
ke metode

Slika 7: Preslikavanje za rje�senje na sli
i 6
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Slika 8: Rje�senje u kome se pojavljuje numeri�
ki haos

Slika 9: Rje�senje sa istim poda
ima kao za sliku 8

Za jednaku vrijednost koraka kao u prethodnom slu�
aju h=0.05, pove�
anjem

parametra m=0.002 dobijamo jo�s ve�
e numeri�
ke nestabilnosti u rje�senjima (slika

8 i slika 9). Na po�
etnom intervalu nezavisno promjenjljive rje�senje te�zi ta�
noj

vrijednosti a zatim prelazi u numeri�
ki haos (slika 8). Sa daljnjim porastom

promjenjljive, rje�senja te�ze konstantnim rje�senjima 2 i -4 (slika 9).

Za slu�
aj dat na sli
i 9, iz preslikavanja 9 slijedi gra�k na sli
i 10.

Za jednake vrijednosti h=0.05 i smanjenjem vrijednosti parametram=0.00005,

dobijamo numeri�
ki haos na jo�s ve�
em interval nezavisno promjenjljive (slika 11 i

slika 12).

Za ovaj slu�
aj iz preslikavanja 9 slijedi gra�k na sli
i 13.

Daljnja analiza pokazuje da se smanjenjem koraka h i pode�savanjem parametra

m, pri �
emu je h < m , mo�ze do�
i do ta�
nog rje�senja. Npr. za h=0.002 i m=0.2
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Slika 10: Preslikavanje za rje�senje na sli
i 9

Slika 11: Rje�senje koje dovodi do numeri�
kog haosa
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Slika 12: Rje�senje koje dovodi do numeri�
kog haosa

Slika 13: Preslikavanje za rezultate na sli
i 12
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dolazimo do ta�
nog rje�senja kao na sli
i 2.

Takode, pri daljnjim analizama se pokazje da se mo�ze na�
i adekvatnija nu-

meri�
ka metoda kao �sto je npr. Runge-Kuta metoda �
etvrtog reda koja daje

ta�
no rje�senje.

Iz svega zakulju�
ujemo da pri nepre
iznom numeri�
kom rje�savanju diferen-


ijalnih jedna�
ina mo�ze do�
i do pogre�snih rje�senja. Ova problematika pogotovo

dolazi do izra�zaja kada se na ovaj na�
in rje�savaju slo�zeni, nestabilni �zikalni pro-

esi.
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Apstrakt

U po�
etnoj nastavi matematike najve�
i broj problema se svodi na rje-

�savanje pomo�
u jedna�
ina, koje predstavljaju izazov za u�
enike, iako njihova

primjena na tom uzrastu ima znatna ograni�
enja. Prilikom upotrebe modela

jedna�
ina u rje�savanju realnih problema u mladim razredima osnovne �skole,

u�
eni
i se susre�
u sa brojnim te�sko�
ama, medu kojima su najva�znije formi-

ranje odgovaraju�
ih jedna�
ina i rje�savanje formiranih jedna�
ina, budu�
i da

su veze izmedu poznatih i nepoznatih veli�
ina u realnim problemima ra-

zli�
itog karaktera. Shodno tome, ne postoji univerzalna metoda po kojoj

bismo kontekstualne probleme preveli na algebarski jezik.

Zato je u bazi�
nom �skolskom 
iklusu neophodno, prije svega, iskoristiti

kognitivne kompeten
ije u�
enika u implementiranju sadr�zaja o linearnim

jedna�
inama �sto podrazumijeva da se u pou�
avanju koriste jednostavniji,

pogodniji i e�kasniji na�
ini koji slijede njihove sposobnosti, odnosno metode

koje omogu�
avaju "slikovit" pristup postavljanju i rje�savanju jedna�
ina.

U tom smislu, matemati�
ko modelovanje linearnih jedna�
ina primjenom

gra��
kog pristupa podrazumijeva odredene postupke koji se redoslijedom

mogu primijeniti pri rje�savanju svakog problema: prou�
avanje verbalnih

(tekstualnih, ilustrativnih) prikaza kontekstualnih problema, identi�kovanje

numeri�
kih i promjenljivih veli�
ina koje su ekspli
itno date kao "nepoznate"

i njihovo gra��
ko predstavljanje, uo�
avanje i izra�zavanje algebarskih odnosa

u vizuelnom prikazu, postavljanje i rje�savanje algebarskih jedna�
ina, te kon-

tekstualne interpreta
ije numeri�
kih i algebarskih izraza u njima.

Shodno tome, u prvom dijelu rada predstavi�
emo matemati�
ke mod-

ele u kojima slikovne demonstra
ije pojednostavljuju modelovanje linearnih

jedna�
ina.

Drugi, metodolo�ski dio orijentisan je na utvrdivanje efekata slikovnog

pristupa u modelovanju jedna�
ina u mladim razredima osnovne �skole prim-

jenom eksperimentalne metode, a tre�
i na interpreta
iju kvantitativnih i

kvalitativnih pokazatelja.

Evidentno je da heuristi�
ka vrijednost vizueliza
ije u mladim razredima

osnovne �skole, upu�
uje na primjenu slikovnog predstavljanja, ne samo u

modelovanju linearnih jedna�
ina, nego i u prikazivanju matemati�
kih poj-

mova, pravila i rje�savanju problema.
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1 Jedna�
ine u mladim razredima osnovne �skole

Matematika se od svoga nastanka primjenjivala u rje�savanju prakti�
nih �zivotnih

problema, a upravo rje�savanje mnogih od njih se svodi na algebarske jedna�
ine.

Imaju�
i u vidu raznovrsnost problema koji se mogu rje�savati pomo�
u jedna�
ina,

te njihovu domina
iju u odnosu na druge postupke, metode i modele, ne rijetko

se smatra da je �
itava algebra nastala iz potrebe rje�savanja raznih jedna�
ina.

Sa jedna�
inama u�
eni
i se susre�
u u najranijem �skolskom uzrastu, �sto podrazu-

mijeva da se sa jednakosti medu brojevima pre�slo na formule u kojima �guri�se

nekoliko veli�
ina, odnosno da je �sru�sena� �
vrsta ograda izmedu aritmetike i al-

gebre. Ulazak u svijet algebre zahtijeva poseban umni napor za u�
enike mladeg
�skolskog uzrasta, odnosno savladavanje brojnih psiholo�skih barijera i shodno tome

ima obilje�zje postupnosti.

Kieran u svojim istra�zivanjima isti�
e da je klju�
ni �
inila
 neuspjeha u u�
enju

algebre algebarska simbolika: "Zahtjevi postavljeni pred u�
enike pri u�
enju alge-

bre podrazumevaju tretiranje simboli�
kih reprezenta
ija, koje ili imaju malo ili

nimalo semanti�
kog sadr�zaja matemati�
kog objekta" (Kieran 1992: 394).

U razrednoj nastavi matematike u�
eni
i izu�
avaju jedna�
ine sa sabiranjem,

oduzimanjem, mno�zenjem i dijeljenjem u skupu N i N0.

Binarne opera
ije sabiranje i mno�zenje na skupu N se uvode putem de�ni
ije.

De�ni
ija 1.1. Proizvoljnom uredenom paru (x, y) elemenata iz N pridru�zuje

se element iz N, x+ y sa:

1

◦
(∀x ∈ N ) x + 1 = x ′;

2

◦
(∀x, y ∈ N ) x + y ′ = (x + y)′ .

Simbolom + ozna�
ava se ta binarna opera
ija. Elementi x i y, u izrazu x + y

nazivaju se sabir
i, a rezultat sabiranja je zbir.

De�ni
ija 1.2. Proizvoljnom uredenom paru (x, y) elemenata iz N pridru�zuje

se proizvod x · y sa:

i) (∀x ∈ N ) x â�² 1 = x ;

ii) (∀x, y ∈ N ) x · y ′ = xy + x.

Elementi x i y zovu se �
inio
i (faktori), a opera
ija de�nisana sa i) i ii) naziva

se mno�zenje.

De�ni
ija 1.3. Jedinstven broj x takav da va�zi a + x = b, a < b, naziva se

razlika brojeva b i a i pi�semo x = b � a (a < b). Broj b se naziva umanjenik, a

broj a umanjila
.

Binarna opera
ija oduzimanje je uslovna u N i samo pri a < b, x = b � a je

prirodan broj.

De�ni
ija 1.4. Prirodan broj x deli prirodan broj y ako postoji prirodan broj z

takav da va�zi y = x · z i pi�se se x |y.
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Stav 4.1. Binarna rela
ija �deli� (ili �se sadr�zi�) je rela
ija delimi�
nog uredenja

u N (Pikula, Markovi�
, 2014: 46- 53).

U nastavi matematike bazi�
nog �skolskog 
iklusa u�
eni
i se sa jedna�
inama

susre�
u ve�
 u prvom razredu, �sto podrazumijeva formiranje pojmova jednakost,

jedna�
ina i rje�senje. Na nivou prvog i drugog razreda u�
eni
i upoznaju jednakosti

vezane za sabiranje i oduzimanje, npr. 5 + 3 = 8, 8 − 3 = 5, a uvje�zbanost veze

izmedu tih opera
ija predstavlja osnovu za rje�savanje jedna�
ina tipa:

5 +� = 8, �+ 3 = 8,
3 + x = 8, x+ 5 = 8,
8−� = 3, �− 5 = 3,
8− x = 5, x− 3 = 5.
Iako se u okviru programskih sadr�zaja I razreda ne nalaze sadr�zaji o jedna�
inama,

u�
eni
i se sa njima susre�
u prilikom rje�savanja zadataka sa sabiranjem i oduziman-

jem u skupu prirodnih brojeva do 10, u kojima je potrebno izra�
unati nepoznati

sabirak, umanjenik ili umanjila
 (nepoznata �guri�se kao ), dok se, prema aktuel-

nom nastavnom planu i programu za osnovnu �skolu Republike Srpske, u II razredu

obraduju jedna�
ine oblika a + x = b, x + a = b, x − a = b, a − x = b u skupu

brojeva do 20. U tre�
em razredu se izu�
avaju navedeni tipovi jedna�
ina u skupu

brojeva do 100, te formiraju pojmovi jedna�
ina oblika x · a = b, a · x = b, x

: a = b, a : x = b, odnosno jedna�
ine sa nepoznatim �
inio
em, djeljenikom i

djelio
em. U �
etvrtom razredu se znanja o jedna�
inama ste�
ena u prethodnim

razredima pro�siruju na skup prirodnih brojeva do 1000, a u petom na prirodne

brojeve iz skupa N i N0ve�
e od 1000.

Izu�
avanje jedna�
ina u mladim razredima osnovne �skole se nastavlja formiran-

jem i rje�savanjem jedna�
ina sa dvije opera
ije istog nivoa, oblika:

x + a + b = 
, a + x + b = 
, a + b + x = 
,

x − a − b = 
, a − x − b = 
, a − b − x = 


x · a · b = 
, a · x · b = 
, a · b · x = 


x : a : b = 
, a : x : b = 
, a : b : x = 
.

Slijedi obrada jedna�
ina sa dvije opera
ije razli�
itog nivoa, tipa:

a · x + b = 
, a + b · x = 
, a · x − b = 
,

x · a + b = 
, a + x · b = 
, x · a − b = 
,

a − b · x = 
, x : a + b = 
, a + b : x = 
,

a − x · b = 
, a : x + b = 
, a + x : b = 
,

x : a − b = 
, a − b : x = 
.

Na kraju, kao najslo�zenije, u nastavi bazi�
nog �skolskog 
iklusa se formiraju i

rje�savaju jedna�
ine sa vi�se opera
ija.

Uva�zavaju�
i kompleksnost algebarskog jezika s jedne, te razvojni i intelektualni

nivo u�
enika mladeg �skolskog uzrasta s druge strane, teoreti�
ari i prakti�
ari su

saglasni u tvrdnji da nije rje�savanje jedna�
ina, nego njihovo sastavljanje, odnosno

prevodenje zadatka sa prirodnog jezika na jezik algebre ono �sto je najva�znije.

"Kad to sastavljanje ide bez te�sko�
a ve�
ini u razredu, znak je da smo na�s zadatak

razvijanja ideje o promenljivoj uspe�sno ostvarili" (Marjanovi�
, 1996: 73).
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Prirodni jezik Algebarski jezik

Marko je za rodendan dobio odredenu
koli�
inu nov
a;

x

za kupovinu 
ipela je utro�sio 76

nov�
anih jedini
a;

x − 76

ostatku je dodao ovomjese�
ni d�zepara


koji iznosi 50 nov�
anih jedini
a;

x − 76 + 50 = x − 26

za u�zinu u �skoli platio je 18 nov�
anih

jedini
a;

x − 26 − 18 = x − 44

nov
em koji je dobio za stipendiju os-

tatak je uve�
ao tri puta;

3 · (x − 44) = 3 · x − 132

za odlazak na izlet potro�sio je 32

nov�
ane jedini
e;

3 · x − 132 − 32 = 3 · x
− 164

ostatku je dodao 44 nov�
ane jedini
e

svoje sestre;

3 · x − 164 + 44 = 3 · x
− 120

tako je udvostru�
io polazni iznos. 3 · x − 120 = 2x

Tabela 1: Prevodenje zadatka sa prirodnog na algebarski jezik

Svodenje realnog problema na algebarski jezik ilustrova�
emo na primjeru koji

slijedi, a prezentovati tabelom 1:

Marko je za rodendan dobio odredenu koli�
inu nov
a. Za kupovinu 
ipela je

utro�sio 76 nov�
anih jedini
a. Ostatku je dodao ovomjese�
ni d�zepara
 koji iznosi 50

nov�
anih jedini
a. Zatim je za u�zinu u �skoli platio 18 nov�
anih jedini
a. Nov
em

koji je dobio za stipendiju ostatak je uve�
ao tri puta. Nakon toga je za odlazak na

izlet potro�sio 32 nov�
ane jedini
e. Na kraju je ostatku dodao 44 nov�
ane jedini
e

svoje sestre i tako udvostru�
io polazni iznos. Izra�
unaj koli�
inu nov
a koju je

Marko imao na po�
etku.

Rje�savanjem posljednje jedna�
ine (3 · x − 120 = 2x ) dolazimo do rje�senja

realnog problema, odnosno do podatka o koli�
ini nov
a koju je Marko imao na

po�etku (120 nov�
anih jedini
a).

1.1 Modelovanje jedna�
ina

Prevazila�zenje prepreka u pro
esu rje�savanja problema iz konteksta, podrazu-

mijeva matemati�
ka znanja, koja razli�
itim misaonim postup
ima povezujemo

sa stvarnom, konkretnom situa
ijom, s obzirom da dolazak do rje�senja zahtijeva

zna�
ajno vremensko anga�zovanje, visok nivo misaonog anga�zovanja, motivisanost,

strpljivost i ra
ionalnost (Milinkovi�
, 2013).

Savremena metodika matematike za razrednu nastavu poseban ak
enat stavlja

na tzv. savremene metode nastave i u�
enja medu kojima je, u okviru sistema

metoda kibernetike (Mayer, G., 1968), i metoda modela, koja svoju punu primjenu

nalazi u rje�savanju realnih �zivotnih problema. Osnovna uloga modela je, bez

obzira na podru�
je stvarnosti koju predstavlja, da zamijeni predmet istra�zivanja
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na osnovu koga je projektovan i da daje nove informa
ije o njemu.

Modelovanje u po�
etnoj nastavi matematike te�zi da kod u�
enika razvije bolje

razumijevanje matemati�
kih kon
epata, u�
i ih razumijevanju matemati�
kih prob-

lema, uo�
avanju �
injeni
a, formulisanju i rje�savanju problema koji su rezultat

spe
i��
nih realnih situa
ija, te razvijanju kriti�
kog i stvarala�
kog mi�sljenja. Veliki

broj radova i istra�zivanja u svijetu ukazuje na pozitivne karakteristike matemati�
kog

modelovanja, ali ono jo�s uvijek nije potpuno integrisano u po�
etnu nastavu matem-

atike, odnosno postoji prazan prostor izmedu tradi
ionalne nastave i ovakvih nas-

tavnih formi u mladim razredima osnovne �skole (Milinkovi�
, 2014: 91-92).

U nastavnom pro
esu modeli slu�ze kao simula
ije realnih situa
ija i u funk
iji

su pripreme u�
enika za izazove u kojima �
e se na�
i izvan �skole, poslije zavr�setka

�skolovanja. Njima se omogu�
ava razvijanje sposobnosti kao �sto su razumijevanje,

interpreta
ija, opisivanje, tuma�
enje podataka kao i konstruisanje i upravljanje

kompleksnim matemati�
kim sistemima.

Prvi koji se sistemati�
no bavio problematikom �svodenja� kontekstualnih prob-
lema na matemati�
ki, odnosno algebarski jezik je fran
uski matemati�
ar, �zi�
ar i

�lozof Ren'e Des
artes (1596-1650). On je do�sao do sljede�
ih pravila koja karak-

teri�su tzv. Des
artesovu metodu rje�savanja problema:

1. zadatak bilo koje vrste se svodi na matemati�
ki zadatak;

2. svaki matemati�
ki zadatak se svodi na algebarski zadatak;

3. algebarski zadatak se uvijek svodi na rje�savanje jedinstvene jedna�
ine.

Iako Des
artesova metoda ne sadr�zi op�ste upute za prevodenje realnih prob-

lema na algebarski jezik, njegova pravila sadr�ze zna�
ajne odredni
e metodike

rje�savanja matemati�
kih zadataka:

1. razumijevanje zadatka, uo�
avanje datih i nepoznatih objekata i veli�
ina,

uo�
avanje uslova, svodenje zadatka na pronala�zenje nepoznatih veli�
ina;

2. prou�
avanje (analiza) zadatka, o�
igledno predstavljanje odnosa izmedu datih
i nepoznatih veli�
ina, shodno redoslijedu i uslovima;

3. izdvajanje dijela uslova koji omogu�
avaju izra�zavanje jedne veli�
ine na ra-

zli�
ite na�
ine, sastavljanje jedna�
ine koja povezuje nepoznate veli�
ine, ra�s�
lanjivanje

uslova i sastavljanje jedna�
ine za svaku nepoznatu veli�
inu;

4. svodenje sistema jedna�
ina na jedinstvenu jedna�
inu.

Imaju�
i u vidu znatna ograni�
enja u primjeni algebarskog jezika u nastavi

matematike bazi�
nog �skolskog 
iklusa, rela
ije koje se naj�
e�s�
e koriste u modelo-

vanju jedna�
ina na tom uzrastu su:

1. z je za y ve�
i od x, tj. z = x + y;
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2. z je za y manji od x, tj. z = x − y;

3. z je y puta ve�
i od x, tj. z = y. x;

4. z je y puta manji od x, tj. z = x : y;

5. uzastopni prirodni brojevi (n, n + 1, n ∈ N);

6. dvo
ifreni broj 10 n + m, n i m - 
ifre dekadnog brojevnog sistema;

7. zbir brojeva x i y (x + y);

8. proizvod brojeva x i y (x . y).

Uva�zavaju�
i navedeno, u po�
etnoj nastavi matematike neophodno je, prije

svega, iskoristiti kognitivne kompeten
ije u�
enika u implementiranju sadr�zaja

o linearnim jedna�
inama �sto podrazumijeva da se u pou�
avanju koriste jednos-

tavniji, pogodniji i e�kasniji na�
ini koji slijede njihove sposobnosti, odnosno metode

koje omogu�
avaju "slikovni" pristup postavljanju i rje�savanju jedna�
ina. U tom

smislu, matemati�
ko modelovanje linearnih jedna�
ina primjenom gra��
ke metode

koja je u�
eni
ima najprimjerenija, podrazumijeva odredene postupke koji se re-

doslijedom mogu primijeniti pri rje�savanju svakog problema:

1. (a) prou�
avanje verbalnih (tekstualnih, ilustrativnih) prikaza kontekstual-

nih problema,

(b) identi�kovanje numeri�
kih i promjenljivih veli�
ina koje su ekspli
itno

date kao "nepoznate" i njihovo gra��
ko predstavljanje,

(
) uo�
avanje i izra�zavanje algebarskih odnosa u vizuelnom prikazu,

(d) postavljanje i rje�savanje algebarskih jedna�
ina,

(e) kontekstualne interpreta
ije numeri�
kih i algebarskih izraza u njima.

Gra��
ka reprezenta
ija, odnosno ikoni�
ko predstavljanje odnosa izmedu veli�
ina
u problemskom zadatku podrazumijeva svako slikovno (geometrijsko) prikazivanje

ili predstavljanje, kojim se vizuelizuju bitne karakteristike nekog matemati�
kog

problema (Ze
h, 1999).

Poseban zna�
aj ima ikoni�
ka predstava u obliku prikaza ili ski
e situa
ije, pri

�
emu se gra��
ki prikaz situa
ije mo�ze smatrati za pomo�
no sredstvo u re�savanju

problema.

Slijede primjeri zadataka koji se modeluju algebarskom, gra��
ko - aritmeti�
kom

i gra��
ko -algebarskom metodom.

Primer 1.1. Markovi roditelji su kupili namje�staj za njegovu sobu koji su platili

360 nov�
anih jedini
a. Le�zaj je dva puta skuplji od radnog stola, dok je ormar

dva puta skuplji od le�zaja i radnog stola zajedno. Kolike su 
ijene svakog dijela

namje�staja?
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Slika 1:

Rje�senje:

1. algebarsko:

x - 
ijena radnog stola z = 2(x + 2x) = 6x

y � 
ijena le�zaja x + 2x + 6x = 360

z � 
ijena ormara 9x = 360

x + y + z = 360 x = 40

y = 2x y = 80

z = 2(x + y) z = 240

1. gra��
ko-algebarsko:

9x = 360

x = 360 : 9

x = 40

Cijena radnog stola � 40 nov�
anih jedini
a

Cijena le�zaja � 80 nov�
anih jedini
a

Cijena ormara � 240 nov�
anih jedini
a

Primer 1.2. Petar je 7 godina stariji od sestre Katarine, a tri puta mladi od
bake Stane. Koliko oni imaju godina, ako �
e baka za 4 godine imati 67 godina?

Rje�senje:

1. algebarsko:

x � Katarinine godine

y � Petrove godine

67 � bakine godine

y = x + 7

3 y + 4 = 67

3y = 67 - 4
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Slika 2:

3y = 63

y = 21

x = y � 7

x = 14

1. gra��
ko-aritmeti�
ko:

Katarina ima 14, a Petar 21 godinu.

Primer 1.3. Lete�
i uz vazdu�sni tok, putni�
ki avion preleti rastojanje izmedu dva

mjesta za 25 �
asova. Da je letio niz isti vazdu�sni tok, letio bi 75km/h br�ze i za

prelazak istog rastojanja utro�sio bi 3 �
asa manje. Kojom brzinom je putni�
ki

avion letio uz vazdu�sni tok? Koliko je rastojanje izmedu ta dva mjesta?

Rje�senje:

1. algebarsko:

x - brzina aviona uz vazdu�sni tok

25 � vrijeme leta aviona uz vazdu�sni tok

x + 75 - brzina aviona niz vazdu�sni tok

25 - 3 � vrijeme leta aviona niz vazdu�sni tok

y � rastojanje izmedu dva mjesta

y = 25 · x
y = (25 � 3) · (x +75)

25x = 22(x + 75)

25x = 22x + 1650

3x = 1650

x = 550

P = 25· 550
P = 13750

1. gra��
ko-algebarsko:
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Slika 3:

3 · x = 22 ·75
x = 1650 : 3

x = 550

P = 25 · 550
P = 13750

Putni�
ki avion je uz vazdu�sni tok letio brzinom od 550km/h.

Rastojanje izmedu dva mjesta je 13750 km.

2 Metodolo�ski pristup problemu istra�zivanja

Predmet istra�zivanja je usmjeren na utvrdivanje e�kasnosti modelovanja jedna�
ina

u mladim razredima osnovne �skole. U tom smislu, 
ilj istra�zivanja je ispitivanje i

kompara
ija dobijenih rezultata u pogledu uspje�snosti rje�savanja realnih problema

algebarskim, gra��
ko � algebarskim i gra��
ko � aritmeti�
kim metodama. Zbog

prirode 
ilja istra�zivanja kori�stena je neeksperimentalna kauzalna metoda, a kao

istra�ziva�
ki instrument neformalni test znanja sa 10 realnih problema, konstru-

isan prema vlastitim iskustvenim saznanjima i saznanjima drugih istra�ziva�
a, te

prema aktuelnom ud�zbeniku. Istra�zivanje je provedeno na uzorku od 62 u�
enika

iz tri odjeljenja petog razreda Osnovne �skole �Sveti Sava� u Bijeljini, u kojima

razredni nastavni
i, pri rje�savanju problemskih zadataka, primjenjuju navedene

metode.

Dobijeni numeri�
ki pokazatelji su statisti�
ki obradeni, te podvrgnuti kvanti-

tativnoj, kvalitativnoj i kauzalnoj analizi.

3 Rezultati istra�zivanja i diskusija

U prvom dijelu analize opravdanost svojih pretpostavki testirali smo tako �sto

smo empirijske podatke statisti�
ki obradili primjenom F- testa i izvr�sili analizu

varijansnog koli�
nika (tabela 1), s 
iljem utvrdivanja razlika izmedu tri kategorije
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Metoda

rje�savanja

zadataka

N M SD F df p

algebarska 18 15,8333 9,5101 19,182 2 0,0001

gra��
ko � al-

gebarska

24 23,0208 8,8765

gra��
ko � ar-

itmeti�
ka

20 32,7500 6,8297

Ukupno 62 24,0726 10,7050

Tabela 2: Razlike u uspjehu na testu s obzirom na metodu rje�savanja zadataka

Metoda rje�savanja

zadataka

M

(diferen
ija)

p

algebarska, gra��
ko �

algebarska

−7,1875 0,009

algebarska, gra��
ko �

aritmeti�
ka

−16,9167 0,0001

gra��
ko � algebarska,

gra��
ko � aritmeti�
ka

−9,7292 0,001

Tabela 3: Medugrupne razlike izmedu metoda rje�savanja u pogledu e�kasnosti

zadataka s obzirom na e�kasnost metode primijenjene u rje�savanju (algebarska,

gra��
ko � algebarska, gra��
ko � aritmeti�
ka).

Evidentno je na osnovu podataka iz tabele da je srednja vrijednost u pogledu

broja osvojenih bodova, ostvarena pri rje�savanju realnih problema algebarskom

metodom najmanja (15,8333), gra��
ko � algebarskom ne�sto ve�
a (23,0208), a

gra��
ko � aritmeti�
kom najve�
a (32,7500).

Za varijansu izmedu kategorija zadataka s obzirom na metodu rje�savanja, F

� vrijednost je statisti�
ki zna�
ajna na nivou p = 0,0001 za F = 19,182 i df = 2.

To zna�
i da su razlike, odnosno bar jedna od razlika izmedu aritmeti�
kih sredina

osvojenih bodova, statisti�
ki zna�
ajne. U ovom slu�
aju, sve tri mogu�
e razlike su

zna�
ajne:

1. izmedu algebarske i gra��
ko � algebarske na nivou 0,009;

2. izmedu algebarske i gra��
ko � aritmeti�
ke na nivou 0,0001;

3. izmedu gra��
ko � algebarske i gra��
ko � aritmeti�
ke na nivou 0,001(tabela

2).

Zbirni rezultati u pogledu broja i pro
enta uspje�sno rije�senih zadataka prikazani

su tabelom 3 i gra�konom 1. Oni omogu�
avaju uporedivanje metoda rje�savanja

u pogledu e�kasnosti primjene u rje�savanju kontekstualnih problema.
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Metoda

rje�savanja

zadataka

Broj za-

dataka

Broj

rije�senih

zadataka

∑

%

∑

%

algebarska 180 100,00 71 39,44

gra��
ko � al-

gebarska

240 100,00 138 57,50

gra��
ko � ar-

itmeti�
ka

200 100,00 164 82,00

ukupno 620 100,00 373 60,16

Tabela 4: Zbirni rezultati u pogledu uspje�snosti rje�savanja zadataka (Σ �
 %)

Slika 4: Uspje�sno rije�seni zada
i s obzirom na metodu rje�savanja � zbirni rezultati

(%)

Vidljivo je da su od ukupno 180 zadataka, modelovanih algebarskom metodom,

u�
eni
i rije�sili 71 ili 39,44%, od 240 zadataka modelovanih gra��
ko � algebarskom

metodom rije�sili 138 ili 57,50%, dok su od 200 zadataka modelovanih gra��
ko �

aritmeti�
kom metodom rije�sili 164 ili 60,16%. Takvi poda
i su svakako pokazatelji

e�kasnosti gra��
kih metoda, te nedovoljne razvijenosti algebarskog mi�sljenja u

nastavi matematike bazi�
nog �skolskog 
iklusa.

Prezentovani rezultati potvrduju da su efekti modelovanja realnih problema

algebarskim metodama, bez obzira na njihovu dominantnost u aktuelnoj nastavi

matematike, nezadovoljavaju�
i, s obzirom na kompleksnost algebarskog jezika.

4 Zaklju�
ak

Najve�
i broj realnih problema u nastavi matematike bazi�
nog 
iklusa u�
eni
i

svode na rje�savanje pomo�
u algebarskih jedna�
ina, bez obzira na pote�sko�
e sa

kojima se susre�
u pri njihovom formiranju i rje�savanju i nezadovoljavaju�
e rezul-
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tate.

S druge strane, heuristi�
ka vrijednost vizueliza
ije u mladim razredima os-

novne �skole, upu�
uje na primjenu "slikovnog" predstavljanja, ne samo u modelo-

vanju linearnih jedna�
ina, nego i u prikazivanju matemati�
kih pojmova, pravila

i u rje�savanju problema, s obzirom da ikoniza
ija u mladim razredima osnovne

�skole pru�zamentalne slike koje predstavljaju pomo�
u shvatanju formalnih zakona

u aritmeti�
kim strukturama.

Geometrijsko modelovanje algebarskih jedna�
ina, bez obzira na veliki zna�
aj

u bazi�
nom matemati�
kom obrazovanju jo�s uvijek nije potpuno integrisano u

po�etnu nastavu matematike jer postoji prazan prostor izmedu konven
ionalne

nastave i ovakvih nastavnih formi u mladim razredima osnovne �skole.
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Pregledni rad

Apstrakt

U posljednje vrijeme do²lo je do velikog pomaka u teoriji diferencijalnih

jedna£ina tipa Sturm-Liouvillea sa raznim vrstama ka²njenja. U ovom radu

¢emo umjesto ka²njenja posmatrati preticanje, te de�nisati diferencijalnu

jedna£inu tipa Sturm-Liouvillea sa konstantim preticanjem pri Dirichletovim

grani£nim uslovima. Pri tome ¢emo konstruisati rje²enje takve jedna£ine, te

formirati njenu karakteristi£nu funkciju i na kraju dati izraz za asimptotsko

pona²anje svojstvenih vrijednosti te jedna£ine.

1 Uvod

Na segmentu [0, π] posmatra¢emo Sturm-Liovilleovu jedna£inu sa konstantnim
preticanjem

−y′′(x) + q(x)y(x+ τ) = λy(x), (1)

pri £emu ¢emo za potencijal q(x) uzimati realnu funkciju iz L2[0, π] prostora. Za
preticanje τ ¢emo uzeti da vrijedi τ ∈ R+ i τ < π.

Pored ove jedna£ine posmatra¢emo i grani£ne uslove Dirichletovog tipa

y(0) = 0, y(π) = 0. (2)

Zbog speci�£nosti jedna£ine sa preticanjem, kako x bude uzmalo vrijednosti
iz skupa [0, π], x + τ ¢e prolaziti skupom [τ, π + τ ], pa ¢e polazni skup funkcije
y(·) biti [0, π + τ ]. Zbog toga ¢emo u na²em razmatranju uzimati da je

y(x) ≡ 0 za x ∈ [π, π + τ ]. (3)

Primijetimo da ¢e u tom slu£aju i proizvod q(x)y(x + τ) biti jednak nuli za x ∈
[π − τ, π].

De�nicija 1.1. Sa Lτ ozna£imo operator de�nisan sa (1), (2) i (3), tj. operator

Lτ (y(x)) := −y′′(x) + q(x)y(x+ τ)
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2 Analiza problema

Vrijedi sljede¢a lema.

Lema 2.1. Jedna£ina Sturm-Liouvillea sa preticanjem (1) zajedno sa Dirichle-
tovim grani£nim uslovima (2) je ekvivalentna integralnoj jedna£ini Volterrinog
tipa

y(x, z) = C1 sin z(π − x)− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ, z)dt. (4)

Dokaz. Dokaz ¢emo izvr²iti metodom varijacije konstante. Napi²imo jedna£inu
(1) u obliku

y′′(x) + λy(x) = q(x)y(x+ τ). (5)

Rje²enje homogene jedna£ine

y′′(x) + λy(x) = 0

je
y = C1 cos zx+ C2 sin zx, (6)

Sada, smatraju¢i da su C1 i C2 funkcije po promjenjivoj x, diferenciranjem
dobijamo

y′(x) = C ′
1(x) cos zx− C1(x)z sin zx+ C ′

2(x) sin zx+ C2(x)z cos zx.

Stavimo da je
C ′
1(x) cos zx+ C ′

2(x) sin zx = 0 (7)

i na�imo y′′(x). Imamo

y′′(x) = −C ′
1(x)z sin zx− C1(x)z

2 cos zx+ C ′
2(x)z cos zx− C2(x)z

2 sin zx.

Uvr²tavaju¢i u jedna£inu (5) dobijamo

−C ′
1(x)z sin zx+ C ′

2(x)z cos zx = q(x)y(x+ τ). (8)

Sada iz (7) i (8), mno�e¢i prvu sa z sin zx, a drugu sa cos zx i sabiraju¢i ih
dobijamo

C ′
2(x)(z sin

2 zx+ z cos2 zx) = q(x)y(x+ τ) cos zx,

pa je

C ′
2(x) =

1

z
q(x)y(x+ τ) cos zx,

tj.

C2(x) = C2 +
1

z

π∫
x

q(t)y(x+ τ) cos zt.
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Sli£no, iz (7) i (8), mno�e¢i prvu sa z cos zx, a drugu sa − sin zx i sabiraju¢i ih
dobijamo

C1(x) = C1 +
1

z

π∫
x

q(t)y(t+ τ) sin zt.

Uvr²tavaju¢i ovako dobijene C1(x) i C2(x) u rje²enje homogene jedna£ine (6) i
koriste¢i se elementarnim trigonometrijskim transformacijama, kona£no dobijamo

y(x) = C1 cos zx+ C2 sin zx− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt.

Iz drugog grani£nog uslova y(π) = 0 imamo,

y(π) = C1 cos zπ + C2 sin zπ − 1

z

π∫
π

q(t) sin z(π − t)y(t+ τ)dt = 0.

Integral u gornjem izrazu je 0, pa je

C1 cos zπ + C2 sin zπ = 0,

tj.
C2 cos zπ = −C1

cos zπ

sin zπ
.

Sada je

y(x) = C1 cos zx− C1
cos zπ

sin zπ
. sin zx− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ, z)dt,

tj.

y(x) =
C1

sin zπ
cos zx sin zπ − cos zπ sin zx− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ, z)dt,

ili nakon ²to smo umjesto C1
sin zπ stavili jednostavno C1 i primjenili adicionu formulu

dobijamo (4).
U [4] se pokazuje da Volterrina jedna£ina ima jedinstveno rje²enje.
Poka�imo da vrijedi i obrnuto, tj. da je dobijena integralna jedna£ina rje²enje

Sturm-Liouvilleove jedna£ine. Zaista, diferenciraju¢i izraz dat sa (4) dva puta
dobijamo

y(x) = C1 sin z(π − x)− 1

z

π∫
x

q(t) sin zx cos zt y(t+ τ)dt+
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+
1

z

π∫
x

q(t) cos zx sin zt y(t+ τ)dt.

y(x) = C1 sin z(π − x)− sin zx
1

z

π∫
x

q(t) cos zt y(t+ τ)dt+

+ cos zx
1

z

π∫
x

q(t) sin zt y(t+ τ)dt.

y′(x) = −C1z cos z(π − x)−

− 1

z
sin zxq(x) cos zxy(x+ τ, z)− 1

z
z cos zx

π∫
x

q(t) cos zt y(t+ τ)dt+

+
1

z
cos zx q(x) sin zx y(x+ τ, z)− 1

z
z sin zx

π∫
x

q(t) cos zty(t+ τ)dt,

tj.

y′(x) = −C1z cos z(π − x)−

− cos zx

π∫
x

q(t) cos zty(t+ τ)dt−

− sin zx

π∫
x

q(t) sin zty(t+ τ)dt.

Sada je

y′′(x) = −C1z
2 sin z(π − x)−

+ z sin zx

π∫
x

q(t) cos zty(t+ τ, z)dt− cos zxq(x) cos zxy(x+ τ)−

− z cos zx

π∫
x

q(t) sin zty(t+ τ, z)dt− sin zxq(x) sin zxy(x+ τ) =

= −C1z
2 sin z(π − x)− q(x)y(x+ τ)+

+ z sin zx

π∫
x

q(t) cos zty(t+ τ, z)dt−
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− z cos zx

π∫
x

q(t) sin zty(t+ τ, z)dt =

= −C1z
2 sin z(π − x)− q(x)y(x+ τ) + z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ, z)dt.

Uvr²tavaju¢i u (1) dobijamo identitet, £ime smo dokazali i obrat.

Primijetimo da funkcija data sa (4) zavisi ne samo od x, nego i od z, pa smo
strogo gledano trebali pisati y(x, z). Me�utim, zbog jednostavnijeg zapisivanja
izostavlja¢emo promjenjivu z kad god je to mogu¢e i ne uti£e na razmatranje.

Na�imo rje²enje jedna£ine (4) koriste¢i se metodom koraka.
Po²to je τ ∈ (0, π) mo�emo na¢i k0 ∈ N takvo da je k0τ < π ≤ (k0 + 1)τ .

Izvr²imo podjelu segmenta [0, π] na na£in prikazan na slici

0

π − (k0 + 1)τ

π − k0τ π − (k0 − 1)τ π − 2τ π − τ π

Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo sljede¢e oznake, pri £emu ¢emo sa staviti
t0 = t.

Q(Tl) = q(t)q(t1)q(t2) · · · q(tl) =
l∏

i=0

q(ti),

dTl = dt dt1 dt2 · · · dtl =
l∏

i=0

dti,

Dl(x) =

(t, t1, . . . , tl)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x ≤ t ≤ π − (l + 1)τ

t+ τ ≤ t1 ≤ π − lτ
...

...
...

tl−1 + τ ≤ tl ≤ π − τ

 ,

P (Tl) =
l∏

i=1

sin z(ti−1 + τ − ti).



(9)

Primijetimo, tako�er, da su ove oznake rekurzivnog karaktera, npr. P (Tl) =
P (Tl−1) sin z(tl−1 + τ − tl).

Posmatrajmo sada sljede¢e slu£ajeve,

1. x ∈ (π − τ, π]. Prema postavci problema je y(x) ≡ 0 za x ∈ [π, π + τ ], pa je
y(x + τ) ≡ 0, za x ∈ [π − τ, π]. Sada je integral u jedna£ini (4) dobijene u
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prethodnoj teoremi jedan nuli, pa je

y(x) = C1 sin z(π − x)− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt.

= C1 sin z(π − x)

2. x ∈ (π − 2τ, π − τ ].

y(x) = C1 sin z(π − x)− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

= C1 sin z(π − x)− 1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt−

− 1

z

π∫
π−τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt

Kao i u prethodom koraku drugi integral je jednak nuli, a u prvom integralu
t+ τ prolazi skupom [π − τ, 0], pa je y(t+ τ) = C1 sin z(π − t− τ). Dakle,

y(x) = C1 sin z(π − x)− C1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt.

3. x ∈ (π − 3τ, π − 2τ ].

y(x) = C1 sin z(π − x)− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

= C1 sin z(π − x)− 1

z

π−2τ∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt−

− 1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt−

− 1

z

π∫
π−τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt

Zadnji integral je kao i dosada jednak nuli. Posmatrajmo prvi integral.
Kako t ide skupom [x, π − 2τ ], to t+ τ ide skupom [x+ τ, π − τ ]. Dakle, u
izrazu y(t+τ) promjenjiva ide skupom [π−2τ, π−τ ], pa mo�emo iskoristiti
rezultat drugog koraka. Dobijamo
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1

z

π−2τ∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

=
1

z

π−2τ∫
x

q(t) sin z(x− t)

(
C1 sin z(π − t− τ)−

− C1

z

π−τ∫
t+τ

q(t1) sin z(t+ τ − t1) sin z(π − t1τ)dt1

)
dt =

=
C1

z

π−2τ∫
x

q(t) sin z(π − t− τ) sin z(x− t)dt−

− C1

z2

π−2τ∫
x

π−τ∫
t+τ

q(t)q(t1) sin z(t+ τ − t1) sin z(π − t1 − τ) sin z(x− t)dt1dt

U drugom integralu kako t ide skupom [π − 2τ, π − τ ], t + τ ide skupom
[π − τ, π]. Dakle, u izrazu y(t + τ) promjenjiva ide skupom [π − τ, π], pa
mo�emo iskoristiti rezultat prvog koraka, pa dobijamo

1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt = C1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t) sin z(π− t− τ)dt.

Sada je

y(x) = C1 sin z(π − x)− C1

z

π−2τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt+

+
C1

z2

π−2τ∫
x

π−τ∫
t+τ

q(t)q(t1) sin z(t+ τ − t1) sin z(π − t1 − τ)dt1dt−

− C1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt =

= C1 sin z(π − x)− C1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt+

+
C1

z2

π−2τ∫
x

π−τ∫
t+τ

q(t)q(t1) sin z(x− t) sin z(π − t1 − τ) sin z(t+ τ − t1)dt1dt =
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= C1 sin z(π − x)− C1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt+

+
C1

z2

∫∫
D1

Q(T1) sin z(x− t)P (T1)dT1

4. x ∈ [π − 4τ, π − 3τ ]. Rezonuju¢i kao i prethodnom koraku imamo da je

y(x) = C1 sin z(π − x)− 1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

= C1 sin z(π − x)− 1

z

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt−

− 1

z

π−2τ∫
π−3τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt−

− 1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt−

− 1

z

π∫
π−τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt

pa primjenju¢i rezultate prethodnih koraka dobijamo vode¢i ra£una o tome
kojim intevalim se kre¢e promjenjiva imamo

za [x, π − 3τ ]

1

z

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

1

z

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t)

(
C1 sin z(π − t− τ)−

− C1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt+

+
C1

z2

∫∫
D1

Q(T1) sin z(x− t)P (T1)dT1

)
=
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=
C1

z

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)−

− C1

z2

π−3τ∫
x

π−τ∫
t+τ

q(t)q(t1) sin z(t+ τ − t1) sin z(x− t) sin z(π − t1 − τ)dt1dt+

+
C1

z3

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t)

∫∫
D1

Q(T1) sin z(x− t)P (T1)dT1 =

=
C1

z

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)−

− C1

z2

π−3τ∫
x

π−τ∫
t+τ

q(t)q(t1) sin z(t+ τ − t1) sin z(x− t) sin z(π − t1 − τ)dt1dt+

+
C1

z3

∫ ∫ ∫
D2

Q(T2) sin z(x− t)P (T2)dT2

Analogno na segmentu [π − 3τ, π − 2τ ] imamo

1

z

π−2τ∫
π−3τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

=
1

z

π−3τ∫
x

q(t) sin z(x− t)

(
C1 sin z(π − t− τ)−

− C1

z

π−τ∫
t+τ

q(t1) sin z(t+ τ − t1) sin z(π − t1 − τ)dt1.

)
dt =

=
C1

z

π−2τ∫
π−3τ

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)−

− C1

z2

π−τ∫
t+τ

∫ π−τ

t+τ
q(t)q(t1) sin(x− t) sin z(t+ τ − t1) sin z(π − t1 − τ)dt1dt =

a na segmentu [π − 2τ, π − τ ]

1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =
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=
1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t)

(
C1 sin z(π − t− τ)

)
=

C1

z

π−τ∫
π−2τ

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)

pa kona£no imamo

y(x) = C1 sin z(π − x)−

− 1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)+

+
C1

z2

∫ ∫
D1

Q(T1) sin z(x− t)P (T1)dT1−

− C1

z3

∫ ∫ ∫
D2

Q(T2) sin z(x− t)P (T2)dT2 =

= C1 sin z(π − x)− 1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)+

+

3∑
k=2

(−1)k

zk

∫
· · ·
∫
Dk

Q(Tk) sin z(x− t)P (Tk)dTk

...

k0. x ∈ [0, π − k0τ ]. Ponavljaju¢i postupak iz prethodnih koraka dobijamo

y(x) = C1 sin z(π − x)− C1

z

π∫
x

q(t) sin z(x− t)y(t+ τ)dt =

= C1 sin z(π − x)− C1

z

π−τ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ)dt+

+ C1

k0∑
k=1

(−1)k

zk

∫
. . .

∫
Dk

Q(Tk) sin z(x− t)P (Tk)dTk

Sada je poljednjim izrazom dato rje²enje jedna£ine na cijelom segmentu [0, π].
Primjetimo, tako�er, da je gornje rje²enje mogu¢e napisati u obliku

y(x) = y0(x) + y1(x) + · · ·+ yk0(x),
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pri £emu je
y0(x) = C1 sin z(π − x), x ≤ π,

a yk(x), k ̸= 0 su dati rekurzivno izrazom

yk(x) =


−1
z

π−kτ∫
x

sin z(x− t)q(t)yk−1(t+ τ) dt, x ≤ π − kτ

0, x > π − kτ

3 Karakteristi£na funkcija

De�nicija 3.1. Ako je skup svojstvenih vrijednosti operatora Lτ identi£an skupu
nula funkcije F , tada funkciju F zovemo karakteristi£na funkcija operatora Lτ .

Teorema 3.1. λ = z2 je svojstvena vrijednost operatora Lτ ako i samo ako je
F (z) = 0.

Rje²enja jedna£ine (1) pored uslova y(π) = 0 trebaju zadovoljavati i uslov
y(0) = 0, pa dobijamo

y(0) = C1 sin zπ − C1

z

π−τ∫
0

q(t) sin z(0− t) sin z(π − t− τ)dt+

+ C1

k0∑
k=2

(−1)k

zk

∫
· · ·
∫
Dk

Q(Tk) sin z(0− t)P (Tk)dTk = 0

Tako�er, po²to nas interesuju netrivijalne funkcije y koje su rje²enja problema
mo�emo pretpostaviti da je C1 ̸= 0.

Sada se karakteristi£na funkcija mo�e zapisati u sljede¢em obliku

F (z) =
1

C1
(y0(0) + y1(0) + · · ·+ yk0(0)) .

O£igledno je funkcija

F (z) = sinπz − 1

z

π−τ∫
0

q(t) sin z(0− t) sin z(π − t− τ)+

+

k0∑
k=2

(−1)k

zk

∫
. . .

∫
Dk

Q(Tk) sin z(0− t)P (Tk)dTk,

tj.

F (z) = sinπz +
1

z

π−τ∫
0

q(t) sin zt sin z(π − t− τ)+

289



+

k0∑
k=2

(−1)k−1

zk

∫
. . .

∫
Dk

Q(Tk) sin ztP (Tk)dTk

karakteristi£na funkcija operatora Lτ . Iz prethodnog zapisa karakteristi£ne funkcije
vidi se da vrijedi sljede¢a lema

Lema 3.1. Karakteristi£na funkcija je cijela funkcija polovi£nog stepena rasta.

Pokaza¢emo da vrijedi sljede¢a lema

Lema 3.2. Vrijedi sljede¢a asimptotska relacija

yk(x) = O

(
eImz(π−x−kτ)

zk

)
, Im z > 0, |z| → ∞, x ≤ π − kτ.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti metodom matemati£ke indukcije. Doka�imo da je
tvrdnja ta£na za k = 1, tj. da vrijedi

y1(x) = O

(
eImz(π−x−τ)

z

)
, Imz > 0, |z| → ∞, x ≤ π − τ.

Po²to je na osnovu identiteta sin a sin b =
1

2
[cos(a− b)− cos(a+ b)]

y1(x) = −C1

z

π−kτ∫
x

q(t) sin z(x− t) sin z(π − t− τ) dt =

=
C1

2z

π−τ∫
x

q(t) cos z(π − 2t+ x− τ) dt− C1

2z
cos z(π − x− τ)

π−τ∫
x

q(t) dt,

to je

y1(x)
eImz(π−x−τ)

z

=

C1
2z

π−τ∫
x
q(t) cos z(π − 2t+ x− τ) dt− C1

2z cos z(π − x− τ)
π−τ∫
x
q(t) dt

eImz(π−x−τ)

z

=

=
C1

2

 π−τ∫
x

q(t)
cos z(π − 2t+ x− τ)

eImz(π−x−τ)
− cos z(π − x− τ)

eImz(π−x−τ)

π−τ∫
x

q(t)dt


Sada je, koriste¢i cos(z) =

eiz − e−iz

2
,

cos z(π − x− τ)

eImz(π−x−τ)
=
eiRez(π−x−τ)−Imz(π−x−τ) + e−iRez(π−x−τ)+Imz(π−x−τ)

2eImz(π−x−τ)
=

=
eiRez(π−x−τ)

2e2Imz(π−x−τ)
+ e−iRez(π−x−τ) = O(1)
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za Imz > 0, |z| → ∞, x ≤ π − τ . Sli£no je i

cos z(π − 2t+ x− τ)

eImz(π−x−τ)
= O(1)

za Imz > 0, |z| → ∞, x ≤ π − τ .
Iz ovoga mo�emo zaklju£iti da je tvrdnja ta£na za y1(x).
Pretpostavimo da je tvrdnja ta£na za yk(x), tj. da vrijedi

yk(x) = O

(
eImz(π−x−kτ)

zk

)
, Im z > 0, |z| → ∞, x ≤ π − kτ.

pa doka�imo da je ta£na i za yk+1(x).
Zaista,

yk+1(x)
eImz(π−x−(k+1)τ)

zk+1

=

−1
z

π−(k+1)τ∫
x

q(t) sin z(x− t)yk(t+ τ)dt

eImz(x−(k+1)τ)z−k−1 =

=

π−(k+1)τ∫
x

q(t) sin z(x− t)
yk(t+ τ)

eImz(x−(k+1)τ)z−k dt

Primijenjuju¢i induktivnu pretpostavku imamo da je

π−(k+1)τ∫
x

q(t) sin z(x− t)e−Imz(x−t) = O(1)

za Imz > 0, |z| → ∞, x ≤ π − τ . Po²to smo ve¢ dokazali da je i

sin z(x− t)

eImz(x−t)
= O(1)

za Imz > 0, |z| → ∞, x ≤ π − τ , kompletirali smo dokaz leme.

Iz ove leme slijedi da vrijedi slijede¢i teorem

Teorema 3.2. Za funkciju F (z) vrijedi sljede¢a asimptotska relacija

F (z) = sinπz+
1

z

π−τ∫
0

q(t) sin zt sin z(π−t−τ)dt+O

(
eImz(π−2τ)

z2

)
, |z| → ∞, Imz > 0.

Dokaz. Iz leme direktno slijedi da je

y2(0) + . . . yk0(0) = O

(
eImz(π−2τ)

z2

)
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za Imz > 0, |z| → ∞, x ≤ π − (k + 1)τ , a po²to je

F (z) =
1

C1
(y0(0) + y1(0) + · · ·+ yk0(0)) ,

imamo je tvrnja teorema ta£na.

Teorema 3.3. Funkcija F (z) ima prebrojivo mnogo nula, pri £emu se za dovoljno
veliko n u krugu Kn =

{
z | |z − n| < 1

n

}
nalazi ta£no jedna nula ove funkcije.

Dokaz. Pokazano je da vrijedi

F (z) = sinπz +
1

z

π−τ∫
0

q(t) sin zt sin z(π − t− τ)dt+O

(
eImz(π−2τ)

z2

)
,

za Imz > 0, |z| → ∞.
Sada stavljaju¢i

f(z) = sinπz

g(z) =
1

z

π−τ∫
0

q(t) sin zt sin z(π − t− τ)dt+O

(
eImz(π−2τ)

z2

)

primjenom Ru²eove teoreme (vidjeti [11]) pokazujemo ta£nost na²e tvrdnje.

Dakle, pokazali smo da karakterti£na funkcija ima prebrojivo mnogo nula i da
se sve nule nalaze u blizini cijelih brojeva, pri £emu se ta£no jedna nula nalazi u
krugu polupre£nika 1

n sa centrom u (n, 0).

Teorema 3.4. Ako je F (z) karakteristi£na funkcija i ako je zn, Imzn > 0 niz
nula funckije F (z), pri £emu je zn ona nula koja je najbli�a prirodnom broju n i
standardnoj metrici skupa kompleksnih brojeva tada vrijedi:

zn = n+
cn
n

+ o

(
1

n

)
, n→ ∞

gdje je cn ograni£en niz za koji vrijedi

cn =
1

π

1

2

π−τ∫
0

q(t)dt cosnτ −
π−τ∫
0

q(t) cosn(2t− τ)dt

 .

Dokaz. Na osnovu ranije dokazanog imamo da je

zn = n+ an,

pri £emu je

|an| <
1

n
,
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pa je
an = (1) , n→ ∞.

Sada iz F (zn) = 0 imamo da je

lim
n→∞

zn sin znπ +

π−τ∫
0

q(t) sin znt sin zn(π − t− τ) dt = 0.

Ovdje smo koristili £injenicu da lim
n→∞

zn = +∞ i da je

lim
n→∞

znO

(
eImzn(π−2τ)

z2n

)
= lim

n→∞
znO

(
eImzn(π−2τ)

z2n

)
z2n

eImzn(π−2τ)

eImzn(π−2τ)

z2n
=

= lim
n→∞

eImzn(π−2τ)

zn
O(1) = 0.

Dalje je

lim
n→∞

(n+ an) sin(n+ an)π +

π−τ∫
0

q(t) sin(n+ an)t sin(n+ an)(π − t− τ) dt = 0.

Naime, po²to je an = o(1), n→ ∞ pokazuje se da je

π−τ∫
0

q(t) sin(n+ an)t sin(n+ an)(π − t− τ) dt = O(1), n→ ∞

jer je podintegralna funkcija ograni£ena.
Dalje je,

(n+ an) sin(n+ an)π = O(1), n→ ∞
(−1)n(n+ an) sin anπ = O(1), n→ ∞

anπ(−1)n(n+ an) sin anπ

anπ
= O(1), n→ ∞

anπ(−1)n(n+ an) = O(1), n→ ∞

Sada zbog nan = O(1), n→ ∞ imamo da je

an =
cn
n

+ o

(
1

n

)
, n→ ∞.

Odredimo cn. Po²to vrijedi

F (zn) = sinπzn +
1

zn

π−τ∫
0

q(t) sin znt sin zn(π − t− τ)dt+O

(
eImz(π−2τ)

z2n

)
=
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= sinπzn +
1

2zn
cos zn(π − τ)

π−τ∫
0

q(t) dt− 1

2zn

π−τ∫
0

q(t) cos zn(π − 2t+ τ) dt+ o

(
1

zn

)

uzimaju¢i u obzir da je zn = n+ cn
n +

(
1
n

)
, n → ∞ vrijede sljede¢e asimptotske

relacije kad n→ ∞

sinπzn = (−1)n
cnπ

n
+ o

(
1

n

)
,

cos(π − τ)zn = (−1)n
(
cosnτ +

cn(π − τ)

n
sinnτ

)
+ o

(
1

n

)
,

1

zn
=

1

n
+ o

(
1

n

)
,

cos(π − 2t+ τ)zn = (−1)n
(
cosn(2t− τ) +

cn(π − 2t+ τ)

n

)
+ o

(
1

n

)
,

Uvr²tavaju¢i prethodne asimptotske relacije u

F (zn) = sinπzn+
1

2zn
cos zn(π−τ)

π−τ∫
0

q(t) dt− 1

2zn

π−τ∫
0

q(t) cos zn(π−2t+τ) dt+o

(
1

zn

)

dobijamo nakon sre�ivanja

cn =
1

π

1

2

π−τ∫
0

q(t)dt cosnτ −
π−τ∫
0

q(t) cosn(2t− τ)dt

 .

Posledica 3.4.1. Neka su λn svojstvene vrijednosti operatora Lτ , takve da je
Reλ > 0. Tada vrijedi

λn = n2 − cosnτ

π

π−τ∫
0

+
1

π

π−τ∫
0

q(t) cosn(2t− τ)dt+ o(1), n→ ∞.

Dokaz. Ve¢ smo pokazali da je

zn = n+
1

2πn

cosnτ

π−τ∫
x

q(t) dt−
π−τ∫
x

q(t) cosn(π − 2t+ τ) dt

+o

(
1

n

)
, n→ ∞

Po²to je λn = z2n imamao da je

λn = z2n =

n+
1

2πn

cosnτ

π−τ∫
x

q(t) dt−
π−τ∫
x

q(t) cosn(π − 2t+ τ) dt

+ o

(
1

n

)2

=
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= n2 +
1

4π2n2

cosnτ

π−τ∫
x

q(t) dt−
π−τ∫
x

q(t) cosn(π − 2t+ τ) dt

2

+ o

(
1

n

)2

+

+
1

π

cosnτ

π−τ∫
x

q(t) dt−
π−τ∫
x

q(t) cosn(π − 2t+ τ) dt

+ 2no

(
1

n

)
+

+ o

(
1

n

)
1

nπ

cosnτ

π−τ∫
x

q(t) dt−
π−τ∫
x

q(t) cosn(π − 2t+ τ) dt

 =

= n2 +
cosnτ

π

π−τ∫
x

q(t) dt− 1

π

π−τ∫
x

q(t) cosn(π − 2t+ τ) dt+ o (1) , (n→ ∞)

4 Zaklju£ak

U ovom radu smo konstruisali rje²enje Sturm-Liouvilleove jedna£ine sa konstant-
nim preticanjem, te izveli karakteristi£nu funkciju operatora Lτ uz Dirichletove
grani£ne uslove. Tako�er, smo pokazali asimptotsko pona²anje svojstvenih vri-
jednosti tog operatora.
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Apstrakt

�Cuveni Zenonov paradoks o utrci izmedu najbr�zeg starogr�ckog heroja iz

Homerove Ilijade i Odiseje, Ahileja i spore kornja�ce i danas je, nakon vi�se od

2500 godina, predmetom brojnih rasprava u �lozo�ji i matematici. Drevni

�lozo� Platon, Aristotel, Toma Akvinski, suvremeni �lozo� poput Martina

Heideggera, osniva�ci diferencijalnog ra�cuna Newton i Leibniz, osniva�c teorije

relativnosti Albert Einstein, matemati�car i logi�car Bertrand Russel i brojni

drugi znanstvenici suo�cavali su se s Zenonovim argumentima. Prema Rus-

selu ovi paradoksi "postali su osnova matemati�cke reneseanse". I danas je

ovaj �zloglasni� paradoks predmetom prou�cavanja �lozofa i matemati�cara,

o �cemu govore mnogi radovi koji su objavljeni na tu temu. U ovom radu

ukazano je na vi�sezna�cnost klju�cnog Zenonovog argumenata u paradoksu

o Ahileju i kornja�ci. Analizirana je beskona�cna djeljivost kona�cnih inter-

vala prostora i vremena koja se javlja u Zenonovim konstrukcijama. De-

taljnom analizom beskona�cne djeljivosti nailazi se na problem vi�sezna�cnosti

pojma beskona�cnosti koja se mo�ze interpretirati kao potencijalna ili aktualna

beskona�cnost. U klasi�cnom matemati�ckom rje�senju pomo�cu geometrijskog

reda, beskona�cna djeljivost svodi se na odredivanje limesa niza parcijalnih

suma. Na taj na�cin, rje�senje paradoksa ovisi o de�niciji limesa niza koji se

tuma�ci preko potencijalne beskona�cnosti. U tom smislu paradoks se mo�ze

smatrati rije�senim. No, ako se beskona�cna djeljivost shvati u smislu ak-

tualne beskona�cnosti, izvod starogr�ckog genija i dalje ostaje u odredenom
smislu paradoksalan. Naime, aktualnu beskona�cnost nije mogu�ce iskustveno

predo�citi. Stoga aktualnu beskona�cnost nije mogu�ce niti adekvatno pojmiti.

Beskona�cno kao totalitet transcendira sve sposobnosti na�seg mi�sljenja i os-

taje mu nedohvatljivo. Ovim radom pokazano je da nam Zenonov paradoks

o Ahileju i kornja�ci ukazuje da prostor i vrijeme sadr�ze neka zagonetna

svojstva, poput beskona�cne djeljivosti, koju ne mo�zemo obuhvatiti na�sim

intelektom.

Klju�cne rije�ci: Zenonovi paradoksi, potencijalna beskona�cnost, aktualna

beskona�cnost, geometrijski red

1 Uvod

Zenon iz Eleje, (490. - 430. pr. Kr.) gr�ckog gradi�ca na jugu Italije, �lozof je
iz razdoblja prije Sokrata. Njegove aporije, gr�c. nesavladive, nerje�sive pote�sko�ce
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ili problemi, najpoznatiji su matemati�cki paradoksi svih vremena koji su i danas
predmet prou�cavanja matemati�cara i �lozofa. U�cenik je slavnog �lozofa Par-
menida, gr�c. (515. pr. Kr.) kojega Platon, gr�c. smatra �velikim i uzvi�senim�

te je pripadao njegovoj Elejskoj �skoli �lozo�je. Zenonov utjecaj na vode�ce gr�cke
�lozofe Platona i Aristotela iznimno je velik. Najzna�cajniji Platonovi dijalozi
Parmenid i So�st posve�ceni su promi�sljanju o bitku, bi�cu i idejama koje je razvi-
jao Parmenid. Prema Parmenidovoj �lozo�ja bitka, bi�ce je uvijek u sebi jednako
vje�cno i savr�seno, ne mo�ze nestati niti nastati [1]:

�Jedino opis preostaje puta

prema kom (bi�ce) postoji.

Na njemu vrlo su mnogi znaci da je

nenastalo i neuni�stivo bi�ce,

jer je celovito (ono), nepomi�cno, bez zavr�setka;

niti je bilo niti �ce biti, �citavo sad je, jedno,

neprekidno.�

Pravi �lozo� upoznati su s ovom vje�cnom spoznajom te se nalaze na putu is-
tine. Ve�cini obi�cnih ljudi ona ostaje zauvijek skrivena. Prosje�cni ljudi na putu su
mnijenja, jer se [2] �Na temelju ljudskog iskustva ne mo�ze sagledati dubina prave

istine.�. Parmenid je tako jedan od prvih velikih kriti�cara ljudske spoznaje u
povijesti Zapadne �lozo�je.

Da bi potkrijepio Parmenidova stajali�sta Zenon je iznio �cetrdeset paradoksa, od
kojih je Aristotel, (384. - 322. pr. Kr.) izdvojio �cetiri te ih je nazvao aporijama
ili paradoksima. Iako je mnogo doprinio �lozo�ji i logici, Zenon je najpoznatiji
upravo po svojim �cuvenim paradoksima. Spomenute paradokse Aristotel je iznio
u svojoj Fizici. Oni predstavljaju prvi primjer uvodenja dokaznog postupka koji
je poznat kao reductio ad absurdum, odnosno na�cela kontradikcije. Najpoznatiji
su paradoksi o Ahileju i kornja�ci, dihotomiji, strijeli i stadionu.

Smisao Zenonovih paradoksa nije u dokazivanju da prostor, vrijeme i kretanje
ne postoje, �sto bi bilo potpuno apsurdno. Naprotiv, Zenon paradoksima nas-
toji ukazati kako je �covjekovo mi�sljenje kojim nastoji opisati kategorije prostora,
vremena i kretanje nejasno i kontradiktorno. Iz toga slijedi zaklju�cak kako pros-
tor, vrijeme i kretanje nije mogu�ce matemati�cki i logi�cki opisati. Ove kategorije
naprosto izmi�cu mogu�cnostima �covjekovog mi�sljenja.

Zenonovi paradoksi ve�c 2500 godina inspiriraju vode�ce �lozofe i matemati�care.
Tuma�cili su ih drevni gr�cki �lozo� poput Simpliciusa od Cilicia, Arhimeda, Aris-
totela, Platona i monogih drugih. Filozofski zna�caj paradoksa uo�cili su i srednjov-
jekovni �lozo� poput Tome Akvinskog. Jedno vrijeme se �cinilo da su paradoksi
rije�seni pomo�cu geometrijskih redova koji su otkriveni u 17. stolje�cu. Pojam kon-
vergencije nizova po�cetkom 19. stolje�ca prvi put precizno je de�nirao Augustin

298



Louis Cauchy. Time su osnovni pojmovi diferencijalnog i integralnog ra�cuna
dobili precizan suvremeni oblik. U tom kontekstu javljaju se i nova rje�senja
Zenonovih paradoksa koji se svode na sume geometrijskih redova. Medutim, nova
otkri�ca iz 19. stolje�ca u teoriji skupova Georga Cantora omogu�cila su potpuno
novi pogled na pojam beskona�cnosti. Spomenuta otkri�ca omogu�cila su i novi
pristup Zenonovim paradoksima koji su se ponovo na�sli u sredi�stu interesa na-
jve�cih matemati�cara toga vremena. Po�cetkom 20. stolje�ca s razvojem teorijske
matematike i moderne matemati�cke logike raste Zenonova popularnost. Jedan od
najve�cih matemati�cara 20. stolje�ca Bertrand Russell bio je fasciniran Zenonovim
argumentima. Prema Russelovim rije�cima [3]:

�U ovom hirovitom svijetu ni�sta nije hirovitije od posmrtne slave. Jedan od na-

jboljih primjera �zrtvi zbog lo�seg rasudivanja novih generacija jest Elejac Zenon.

Nakon �sto je izmislio �cetiri argumenta od kojih su svi bili nemjerljivo suptilni i

smi�sljeni, najve�ci dio kasnijih �lozofa ga je proglasilo dovitljivim, a njegove ar-

gumente so�zmima. Poslije dvije tisu�ce godina neprestanog opovrgavanja, ovi su

so�zmi ponovo postavljeni, i postali su osnova matemati�cke renesanse ...�

Danas se Zenonovi paradoksi javljaju kao nezaobilazna tema nove matemati�cke
teorije poznate kao ne-standardna analiza. Spomenutu teoriju uveo je Abraham
Robinson koji je skup realnih brojeva pro�sirio nestandardnim in�nitezimalnim el-
ementima [4]. Time se uvodi novi ra�cun s in�nitezimalno malim veli�cinama koji
zamjenjuje dosada�snju ε− δ tehniku. U okviru ne standardne analize javljaju se
i novi dokazi Zenonovih paradoksa [5].

Interes za Zenonove paradokse ni danas ne prestaje o �cemu svjedo�ci veliki broj
znanstvenih radova objavljenih na tu temu [6-8]. Pristup Zenonovim paradok-
sima i koncepti njihovih rje�senja ovise o stupnju razvoja �lozo�je, matematike i
znanosti odredene epohe. Stoga je prili�cno naivan stav da su spomenuti paradoksi
jednom zauvijek rije�seni.

Cilj ovog rada je jasno pokazati kako rje�senje Zenonovog paradoksa o Ahileju
i kornja�ci ovisi o de�niciji pojma beskona�cnosti kao potencijalne i aktualne. Uko-
liko se prihvati koncepcija aktualne beskona�cnosti, Zenonovi izvodi i dalje ostaju
paradoksalni. Oni ukazuju na nedostatnost matemati�ckog mi�sljenja pri opisivanju
kategorija prostora i vremena.

2 Paradoks o Ahileju i kornja�ci i geometrijski redovi

U matematici i �lozo�ji �cesto puta se mo�ze prona�ci mi�sljenje da su Zenonovi
paradoksi rije�seni primjenom geometrijskih redova. Jo�s je Arhimed, (287. - 212.
pr. Kr.) prona�sao metodu pomo�cu koje je mogu�ce zbrojiti beskona�cno mnogo
�clanova niza �ciji �clanovi geometrijski opadaju. Svoju metodu primjenio je na
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odredivanje povr�sine ispod parabole. Tako je povr�sinu ispod odsje�cka parabole
izra�cunao popunjavaju�ci je sve manjim i manjim trokutima. Broj π Arhimed
je aproksimirao opisuju�ci oko kru�znice i upisuju�ci u kru�znicu pravilne poligone.
Ra�cunav�si njihove povr�sine dobio je vrlo preciznu aproksimaciju iznosa 3.14. U
prethodno navedenim izra�cunima kriju se osnovne ideje in�nitezimalnog ra�cuna.
Upravo pomo�cu in�nitezimalnog ra�cuna, preciznije geometrijskih redova, mogu�ce
je izra�cunati put koji prevali Ahilej dok sustigne kornja�cu kao i vrijeme koje je za
to potrebno.

Sam paradoks o Ahileju i kornja�ci, kao i druge Zenonove paradokse, zapisao je
Aristotel u svojoj Fizici. Prema Aristotelu Zenonov izvod glasi [9]:

Ahil: "U utrci, najbr�zi trka�c nikada ne mo�ze presti�ci najsporijeg, zato �sto go-

nitelj prvo mora do�ci do to�cke odakle je gonjeni po�sao, pa prema tome najsporiji

uvijek ima prednost." (Aristotel, Fizika VI:9, 239b15)

Slika 1. Utrka izmedu brzog Ahileja i spore kornja�ce

Zenon je zamislio utrku izmedu brzog Ahileja i spore kornja�ce (Slika 1). Pojed-
nostavljeno, neka je kornja�ci dana prednost od 10 m nad Ahilejem te neka je
Ahilej 10 puta br�zi od kornja�ce. Tada, dok Ahilej pretr�ci 10 m, kornja�ca prevali
1 m. Dok Ahilej pretr�ci taj 1 m, kornja�ca od�se�ce jo�s 0.1 m. Dok Ahilej pretr�ci
preostalih 0.1 m, kornja�ca se udalji jo�s 0.01 m i tako dalje, sve do u beskona�cnost.
�Cini se, dakle, da Ahilej nikada ne�ce pretr�cati kornja�cu.

Zenonov Ahilej ipak �ce susti�ci kornja�cu i to nakon �sto prevali 10 m i 1 m i 0.1 m i
0.01 m itd. Prevaljeni put mo�ze se zapisati kao beskona�cni geometrijski red, �cija
se suma odredi matemati�ckom formulom:

10 + 1 + 0.1 + 0.01 + ... =
10

1− 0.1
=

10

0.9
=

100

9
m
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Prevaljeni put je, naravno, kona�can i iznosi to�cno 100
9
m.

Pritom je i vrijeme potrebno da Ahilej dostigne kornja�cu kona�cno. Neka je
Ahilova brzina jednaka v. Tada je vrijeme u kojemu on prevali prvih 10 m jednako
t1 = 10m/v, slijede�ci 1 m prijede za t2 = 1m/v , preostali 0.1 m za t3 = 0.1m/v
i tako dalje do u beskona�cnost.

Ukupno vrijeme koje je Ahileju potrebno da sustigne kornja�cu jednako je:

t1 + t2 + t3 + ... = 10m/v + 1m/v + 0.1m/v + ... =

=
1

v
(10 + 1 + 0.1 + ...) =

100

9v
m

Prema tome, vrijeme potrebno da Ahilej sustigne kornja�cu je kona�cno i iznosi
100
9v m. Kako su dobiveni put i vrijeme kona�cni, na prvi pogled se �cini da je prob-
lem rije�sen.

Medutim, daljnjim analiziranjem sume geometrijskog reda koja se svodi na limes
niza parcijalnih suma, vidi se da rje�senje ovisi o de�niciji limesa niza (n → ∞).
Prethodno izra�cunati limesi ovisni su o Cauchyjevom poimanju limesa ( ε− δ ili
ε−n0 tehnika). Kako pojam limesa sadr�zi pojam beskona�cnosti, u njegovoj de�ni-
ciji nu�zno je sadr�zana ideja beskona�cnosti. Opisana beskona�cnost koja se javlja
u de�niciji limesa je potencijalna beskona�cnost. Limes niza se pritom shva�ca kao
vrijednost kojoj niz te�zi, ali je ne mo�ze nikada dosti�ci ili aktualizirati. Koliko god
konvergentni niz bio blizu svojoj grani�cnoj vrijednosti on je nikada stvarno ne
dohva�ca, iako mu se nalazi po volji blizu. Stoga i rje�senje paradoksa pomo�cu ge-
ometrijskih redova ovisi o tuma�cenju potencijalne beskona�cnosti. Ovdje se susre�cu
dvije najzna�cajnije medusobno suprotne koncepcije beskona�cnosti koje pro�zimaju
�citavu povijest �lozo�je i matematike: potencijalna i aktualna beskona�cnost.

3 Potencijalna i aktualna beskona�cnost i paradoks o

Ahileju i kornja�ci

Davno prije Newtona, Leibniza, Cauchya i Cantora problemom beskona�cnosti
bavili su se starogr�cki �lozo� u samim po�cecima razvoja �lozofskog mi�sljenja. Pi-
tanje beskona�cnosti, neograni�cenosti, neizmjernosti u �lozo�ju je uveo starogr�cki
�lozof Anaksimandar, (610. - 546. pr. Kr.), pripadnik Miletske �skole, ozna�civ�si
prapo�celo, gr�c. Nakon njega, problemom beskona�cnosti bavili su se gotovo svi
veliki starogr�cki �lozo�.

Tako je i vode�ci starogr�cki �lozof Aristotel nastojao odgovoriti na pitanje postoji
li uop�ce apeiron ili beskona�cno? Ako beskona�cno postoji, potrebno je protuma�citi
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na koji na�cin postoji? Prema Aristotelu o�cigledno je da beskona�cno postoji. U
prilog toj tvrdnji Aristotel iznosi nekoliko argumenata. Neke argumenate Aris-
totel preuzima iz matematike te ih iznosi u svojoj Fizici. Spomenuti argumenti
odnose se na beskona�cnu djeljivost te beskona�cnost matemati�ckih veli�cina i bro-
jeva:

�...drugo iz dijeljenja koliko�ca, jer i matemati�cari upotrebljavaju

beskona�cnost...peto, u najve�coj mjeri i najistinskije zbog onoga �sto prouzrokuje

svima zajedni�cku pote�sko�cu, naime, otud �sto u mi�sljenju nema prestanka �cini se

da je beskona�can i broj i matemati�cke veli�cine...�

(Fizika III, 203 b 15-32.)

Aristotel iznosi i druge argumente poput beskona�cnosti tijeka vremena i beskona�cnosti
procesa nastajanja i propadanja.

Za razumijevanje Aristotelovog u�cenja o beskona�cnosti potrebno je objasniti neke
temeljne pojmove njegove meta�zike. Prema Aristotelu unutra�snja po�cela koja
odreduju svako bi�ce su mogu�cnost (potentiae) i zbiljnost (actus). Mogu�cnost i
zbiljnost nisu bi�ca nego po�cela svakog bi�ca. Pojednostavljeno, zbiljnost pred-
stavlja ostvarenje ili perfekciju ili neko svojstvo koju neka stvar mo�ze posti�ci.
Primjerice, iz kamena se mo�ze na�ciniti kip. U kamenu je na neki na�cin sadr�zan kip,
ali samo u mogu�cnosti. Ve�c na�cinjeni kip jest kip u zbiljnosti. Stoga mogu�cnost
postoji, ali samo u odnosu na zbiljnost, na neko realno svojstvo ili sadr�zaj koje
bi�ce mo�ze aktualizirati. Svako bi�ce se prema Aristotelu nalazi izmedu mogu�cnosti
i zbiljnosti. U tom smislu Aristotel shva�ca i beskona�cno na dva razli�cita na�cina,
kao potencijalno i aktualno beskona�cno.

Aktualno beskona�cno je ne�sto �sto je dovr�seno i zaista na�cinjeno od beskona�cno
mnogo elemenata. Aktualno beskona�cno predstavlja totalitet, jedinstvenu beskona�cnu
cjelinu koja aktualno ili zbiljski postoji kao beskona�cna. Medutim, Aristotel sma-
tra da beskona�cnost postoji samo na potencijalan na�cin:

"Beskona�cnost biva samo po potenciji."

(Aristotel, Fizika III, 206 a 17)

Nastojav�si detaljnije objasniti na�cin postojanja potencijalne beskona�cnosti Aris-
totel tvrdi da:

"Beskona�cnost uop�ce postoji u smislu da se uzima uvijek drugo i opet drugo, a

to �sto se uzima uvijek je ograni�ceno, ali i uvijek i opet razli�cito."

(Aristotel, Fizika III, 206 a 27-29)

Prema tome potencijalnu beskona�cnost treba shvatiti u smislu dodavanja uvijek
novih i razli�citih dijelova ili dijeljenja na sve manje i manje dijelove. Pogre�sna
bi bila interpretacija potencijalne beskona�cnosti kao potencijalne mogu�cnosti da
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iz kona�cnog nastane beskona�cno, kao �sto iz kamena mo�ze nastati kip. Naime,
beskona�cnost nikada ne mo�ze biti aktualizirana.

Aristotelovo tuma�cenje potencijalne beskona�cnosti u skladu je s poimanjem besko-
na�cnosti skupa prirodnih brojevaN. Naime, koliko god veliki prirodni broj n ∈ N
bio izabran uvijek postoji ve�ci i druga�ciji, potpuno novi prirodni broj n+ 1 ∈ N.

Takoder, u odnosu na beskona�cnu djeljivost prostora i vremena, Aristotelova
de�nicija potencijalne beskona�cnosti u skladu je sa suvremenom Cauchyjevom
de�nicijom limesa niza. Naime, bilo koja kona�cna veli�cina uvijek se mo�ze dijeliti
na dva dijela. Na taj na�cin dobije se 1

2
te veli�cine. Zatim se 1

2
veli�cine podijeli

na dva dijela te se dobije 1
4
veli�cine. Nadalje, prema Aristotelu ovaj postupak

mogu�ce je ponoviti proizvoljno mnogo puta. Time se, nakon ponavljanja, dobije
proizvoljno malena veli�cina dimenzije 1

2n
. Medutim, koliko god vrijednost 1

2n
bila

mala, ona nikada ne�ce biti jednaka nuli. �Sto zna�ci da se proces dijeljenja prema
Aristotelu nikada ne mo�ze dovr�siti odnosno potpuno aktualizirati, �sto je unutar
koncepcije potencijalne beskona�cnosti potpuno logi�cno. Naime, nije mogu�ce ak-
tualno ili stvarno na�ciniti beskona�cno mnogo podjela.
U tom smislu nazire se i Aristotelovo rije�senje Zenonovog paradoksa o Ahileju i
kornja�ci. Naime, nije mogu�ce zbiljski provesti beskona�cnu diobu kona�cnog dijela
prostora i vremena na sve manje i manje intervale oblika:

[0, 10m], [10m, 11m], [11m, 11.1m], [11.1m, 11.11m], ...

i
[0, 10m/v], [10m/v, 11m/v], [11m/v, 11.1m/v], [11.1m/v, 11.11m/v], ...

Beskona�cna djeljivost prostora i vremena jest potencijalno beskona�cna i kao takva
ona nikada ne mo�ze biti aktualno ostvarena. Stoga nije ni mogu�ca podjela in-
tervala prostora i vremena na aktualno beskona�cno mnogo dijelova. Aktualno
beskona�cno mnogo dijelova ne mo�ze prema Aristotelu ni postojati.

Na ovom mjestu sam Aristotel je veoma jasan:

�kad je prijedena cijela crta, izlazi da je izbrojen beskona�can broj, �sto je po

op�cem mnijenju nemogu�ce�

(Fiz. 263a9-11).

Aristotelova koncepcija potencijalne beskona�cnosti odredila je razvoj matemati�ckih
ideja. Prihva�cali su je matemati�cari i �zi�cari poput Newtona, Cauchya, Dedekinda
i Weierstrassa. Spomenuti matemati�cari na matemati�cki su na�cin formalizirali
Aristotelove ideje potencijalne beskona�cnosti i preto�cili je u de�niciju limesa,
derivacije ili integrala. U prethodnom poglavlju opisano je rje�senje Zenonovih
paradoksa pomo�cu geometrijskih redova.
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Potpuno druga�ciji smisao ima pojam aktualne beskona�cnosti. Ideju aktualne
beskona�cnosti zastupali su brojni znanstvenici i �lozo� poput Giordana Bruna,
Galileo Galileia, Leibniza i Hegela. U matematiku aktualno beskona�cno uvodi
George Cantor sredinom 19. stolje�ca u okviru svoje teorije skupova. Cantorove
ideje potaknule su razvoj suvremene matematike. Ipak, aktualnu beskona�cnost
nije mogu�ce iskustveno predo�citi. Beskona�cno kao beskona�cno nadilazi sposobnost
�covjekovog mi�sljenja koje je utemeljeno na iskustvenim �cinjenicama. Beskona�cno
kao takvo ostaje s druge strane �covjekove spoznaje. Kako je Aristotel ispravno
uo�cio, �covjeku je mogu�ce shvatiti samo potencijalnu beskona�cnost �cija se de�nicija
oslanja na kona�cno.

Stoga, Zenonov paradoks u kona�cnici ovisi o poimanju beskona�cnosti kao po-
tencijalne i aktualne. Ako se beskona�cna djeljivost kona�cnih dijelova prostora
i vremena koja se javlja u paradoksu o Ahileju i kornja�ci poku�sa interpretirati
u smislu aktualne beskona�cnosti paradoks i dalje vrijedi. Nije mogu�ce zamisliti
utrku koja bi se sastojala od aktualno beskona�cno mnogo prostornih i vremenskih
intervala.

Sam Zenonov paradoks o Ahileju i kornja�ci ukazuje na ograni�cenost �covjekovog
mi�sljenja pri poku�saju matemati�ckog opisivanja prostora i vremena. Prostor i
vrijeme sadr�ze neka svojstva koja �covjek nije u stanju do kraja misaono opisati.
Zato su Zenonovi paradoksi i danas, nakon 2500 godina, ponovo aktualni.

4 Zaklju�cak

U radu je pokazano kako se interpretacija rje�senja Zenonovog paradoksa mo�ze pro-
matrati sa dva stajali�sta ovisno o poimanju beskona�cnosti u matematici. Beskona�cna
djeljivost prostora i vremena koja predstavlja jezgru Zenonovih argumenata mo�ze
se protuma�citi na dva razli�cita na�cina. Prvi uklju�cuje potencijalnu beskona�cnost
koja se primjenjuje u de�niciji matemati�ckog pojma limesa. U tom smislu Zenonov
paradoks svodi se na limes niza te je na taj na�cin i rije�sen. Promatra li se
beskona�cnost kao aktualna beskona�cnost uo�cava se da problem beskona�cne djeljivosti
prostora i vremena nije mogu�ce predo�citi. Matemati�cko mi�sljenje pokazuje se ne-
dovoljnim za adekvatno rje�senje problema. Time klju�cni Zenonov argument i dalje
ostaje na snazi.
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Apstrakt

Prisustvo razli�
itih geometrijskih �gura koje u pravilnom redu prekrivaju

povr�sine mogu�
e je videti na podovima i zidovima mnogih arhitektonskih

objekata i spomenika kulture. Ovako dobijene �sare nastale pre
iznim ukla-

panjem geometrijskih oblika, bez medusobnog preklapanja i ostavljanja slo-

bodnog prostora mogu se videti i na mozai
ima, vitra�zima, kao i na �sarama

na posudama.

Ono �sto me je podstaklo na istra�zivanje u ovoj oblasti jeste saznanje da

je formiranje povr�sina pomo�
u geometrijskih �sara, istra�zeno u matemati�
koj

oblasti nazvanoj tesela
ije. Pojam tesela
ije de�nisan je u matemati
i tek

u XVII veku, iako se od anti�
kih dana �
ovek bavio geometrijskim �gurama

i njihovim kombinovanjem u 
ilju prekrivanja povr�sina. Primena tesela
ija

prisutna je na raznim meridijanima, u mnogim kulturama i kroz vremenske

epohe polaze�
i od najjednostavnijih poplo�
avanja pa do fantasti�
nih ge-

ometrijskih kombina
ija, prate�
i odredeni sled i dolaze�
i do istih logi�
kih

obraza
a i istih rezultata. Jedan od razloga odabira ove teme je i njena uni-

verzalnost u vremenu i prostoru. Danas se prin
ip tesela
ije primenjuje u

mnogim oblastima, u tekstilnoj industriji, pri izradi raznih dezena tekstila,

u gradevinarstvu, u dizajniranju elemenata podnih i zidnih obloga, u umet-

nosti, u mnogim naukama, u opti
i i kristalogra�ji. Tesela
ije su prisutne i u

dru�stvenim igrama, u de�
ijim igrama slagali
a kao i u slo�zenim kompjuter-

skim igri
ama. U kompjuterskoj gra�
i i u dizajnu danas se u velikoj meri

primenjuju tesela
ije.

1 Uvod

Podru�
je istra�zivanja u ovom radu predstavljaju tesela
ije koje su poznate jos

od anti�
kog perioda, ali sam pojam tesela
ije i njegovu de�ni
iju uveo je Kepler

1619. godine. Termin tesela
ije, predstavlja prekrivanje, odnosno poplo�
avanje

razli�
itih povr�sina geometrijskim obli
ima, koji se ponavljaju bez medusobnog
preklapanja i formiranja �supljina izmedu sebe. Ovako slo�zeni obli
i stvaraju

razli�
ite �sare, raznih oblika i boja, koje se mogu videti na raznim mestima na
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poplo�
avanju, mozai
ima i vitra�zima. Ove tesela
ije nastale su u razli�
itim epo-

hama, na razli�
itim mestima u svetu, iz estetskih ili spiritualnih razloga.

Predmet istra�zivanja ovog rada obuhvata:

1. analizu i ispitivanje tesela
ija,

2. analizu tesela
ija kroz istoriju,

3. ispitivanje 1-uniformnih tesela
ija euklidske ravni,

4. primenu tesela
ija u savremenom �zivotu.

Cilj istra�zivanja u ovom radu je:

1. teorijska analiza u smislu primene saznanja o tesela
ijama,

2. sagledavanje i utvrdivanje primene tesela
ija,

3. utvrdivanje �siroke primene tesela
ija u svim sferama savremenog �zivota,

4. a�rma
ija tesela
ija kao poznate matemati�
ke teorije, koja se primenjuje u

mnogim dis
iplinama i iznova potvrduje svoju aktuelnost.

Za istra�zivanje u okviru rada o tesela
ijama koristi�stene slede�
e metode is-

tra�zivanja:

1. analiza podataka iz prikupljene literature o ovoj problemati
i,

2. analiza prethodnih istra�zivanja u ovoj oblasti uz obradu podataka dobijenih

prethodnim analizama i sistematiza
ijom podataka,

3. metoda zaklju�
ivanja iz prethodnih �
injeni
a o op�stem saznanju.

Rezultati istra�zivanja o tesela
ijama i njihovoj primeni u svakodnevnom �zivotu

bi�
e prikazani kroz sumiranje i interpreta
iju prethodnih saznanja i novih za-

klju�
aka do kojih se ovim istra�zivanjem do�slo.

2 Rezultati istra�zivanja i diskusija

Re�
 tesela
ija poti�
e od jonske verzije gr�
ke re�
i tesseres �sto zna�
i broj �
etiri.

Analiziraju�
i tekstove koji se bave ovom problematikom veoma �
esto u istori-

jskim tekstovima prisutna je re�
 tessellate koja ima zna�
enje poplo�
avanja ra-

zli�
itih povr�sina plo�
i
ama kvadratnog oblika, kao kada se pravi mozaik. U istoriji

arhitekture i umetnosti prva osmi�sljena poplo�
avanja bila su upravo plo�
i
ama

kvadratnog oblika. Pod terminom "poplo�
avanje ravni" podrazumevamo prekri-

vanje ravni obli
ima koji se po nekom pravilu ponavljaju tako da izmedu njih nema

�supljina i da se obli
i ne preklapaju. Geometrijske �gure koje prave tesela
iju
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Slika 1: Primeri uklapanja plo�
i
a u tesela
ije kori�s�
enjem:a) transla
ije,b) osne

re�eksije,
) 
entralne simetrije i d) klizaju�
e re�eksije

Slika 2: Primeri monoedarskih tesela
ija: a. poplo�
avanje pravilnim trouglom,

b. poplo�
avanje pravilnim �sestouglom, 
. poplo�
avanje rombovima, d. spiralno

monoedarsko poplo�
avanje, e. poplo�
avanje plo�
i
ama nepravilnog oblika.

nazva�
emo plo�
i
ama. Termin tesela
ije de�ni�semo kao prebrojivi skup plo�
i
a,

koji prekriva 
elu ravan i to tako da svaka ta�
ka ravni pripada ta�
no jednoj plo�
i
i

i da je mera preseka svake dve plo�
i
e jednaka nuli. Dve plo�
i
e zva�
emo sused-

nim ako imaju zajedni�
ku ivi
u. Krajeve ivi
a zva�
emo zajedni�
kim temenima

tesela
ije ili kra�
e temenima. Istra�zivanje u ovom radu bavi�
e se tesela
ijama eu-

klidske ravni gde je svaka ivi
a tesela
ije ujedno i 
ela ivi
a poligona te tesela
ije.

Ovakve tesela
ije zovemo tesela
ije ivi
e na ivi
u. Svakoj tesela
iji euklidske ravni

pridru�zi�
emo grupu njenih simetrija koja predstavlja sve izometrijske transforma-


ije ravni. Te transforma
ije mogu biti: transla
ija, osna re�eksija, 
entralna

simetrija, rota
ija i klizaju�
a re�eksija (Slika 1.).

Kod poplo�
avanja u euklidskoj i hiperboli�
koj ravni set plo�
i
a je beskona�
an,

dok je kod tesela
ije sfera taj broj kona�
an. U ovom radu bi�
e razmatrane samo

tesela
ije euklidske ravni, pa �
e set plo�
i
a biti beskona�
an.

3 Klasi�ka
ija tesela
ija

Tesela
ije euklidske ravni kod kojih su sve plo�
i
e podudarne nazivamo monoedarskim

tesela
ijama. Kod monoedarske tesela
ije sve plo�
i
e su istog oblika i iste veli�
ine

(Slika 2.)

Tesela
ije euklidske ravni kod kojih su sve plo�
i
e podudarne jednom od dva

modela plo�
i
a T1 i T2 nazivamo diedarskim tesela
ijama. Ako je τ tesela
ija eu-

klidske ravni sa pravilnim, konveksnim poligonima i ako je S(τ) grupa simetrija
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te tesela
ije takva da za bilo koja dva temena te tesela
ije postoji transforma
ija

iz S(τ) koja preslikava jedno teme u drugo, tesela
iju τ zva�
emo 1-uniformnom

tesela
ijom. Ukoliko su sve plo�
i
e, odnosno poligoni, 1-uniformne tesela
ije

medusobno jednaki, tj. poligoni podudarni, te tesela
ije zovemo pravilnim tesela
i-

jama. Kod pravilnih tesela
ija poligoni su uvek poredani na isti na�
in oko jednog

temena, prvo pi�semo broj strani
a poligona sa najmanjim brojem strani
a, neka

je to a, pa broj strani
a poligona sa brojem strani
a b, itd. Na ovaj na�
in

formiramo 
ikli�
ni niz koji odreduje to teme (a,b,
,d...x,y,z) i tu tesela
iju u oz-

na
i (a,b,
,d...x,y,z). Pravilnu tesela
iju kod koje se poligon p pojavljuje k puta

ozna�
avamo kao (p, p, p...p, p) ili kra�
e (pk).

4 Istorijski pregled tesela
ija

Na podru�
ju dana�snjeg Irana, oko 3500 godina pre na�se ere, u preislamskom

periodu, kori�se�
ne su plo�
i
e od ugla�
anog kamena i gline za pravljenje najra-

zli�
itijih �sara i ornamenata. Ova umetnost redanja plo�
i
a po�
inje da se �siri na

zapad, preko Egipta, Gr�
ke, Rima, do

�

Spanije i dana�snje Britanije. Rimljani i

stari Gr
i dekorisali su plo�
i
e koje su koristili za tesela
ije tako �sto su na njima

slikali ljudske likove u elementima mozaika. Arapi su kombina
ijom jednostavnih

i jednobojnih plo�
i
a stvarali veoma slo�zene geometrijske �gure. Ova slo�zena

poplo�
avanja kombina
ijom od samo dve vrste plo�
i
a navode nas na zaklju�
ak

da su Arapi bili sjajni matemati�
ari, a da se o tome malo zna. Po uzoru na ove

persijske geometrijske �sare (Slika 3.) i na fasadama vizantijskih 
rkava pravljene

su mnoge �sare i ornamenti od opeke.

Arhimed (287−212 godine pre na�se ere) se smatra prvim matemati�
arem koji

je razmatrao slaganje poligona bez �supljina i preklapanja i tako postavio osnove

za razvijanje ideja i prin
ipa tesela
ija. Spisi u kojima je on ovo izu�
avao nisu

sa�
uvani, osim sa�
uvane i zabele�zene prepiske sa aleksandrijskim matemati�
arima

u kojoj je o ovome bilo re�
i. Trinaest polupravilnih poliedara, koji se mogu pos-

matrati kao tesela
ija sfere, po njemu su i nazvana Arhimedovim telima. Jedan od

prvih sa�
uvanih matemati�
kih radova koji se bavio tesala
ijama je rad nema�
kog

matemati�
ara i astronoma Keplera (Johannes Kepler 1571 - 1630). On je 1619.

godine izvr�sio potpunu numera
iju uniformnih tesela
ija euklidske ravni koja je

i danas aktuelna. Naredna tri veka ovim izu�
avanjem niko se nije bavio i tek je

Somervil (Sommerville 1879 - 1934) 1905. godine dokazao ta�
nost Keplerovog

tvrdenja o postojanju ta�
no jedanaest uniformnih tesela
ija u euklidskoj ravni.

Matemati�
aru Davidu Hilbertu (1862 - 1943) problem tesela
ija ravni se u po�
etku

�
inio neinteresantnim. On se u svom delu iz 1900. godine bavio isklju�
ivo

poplo�
avanjem u prostorima sa tri i vi�se dimenzija. Kasnije je Hilbert uvideo

da je problem dvodimenzionalnih tesela
ija daleko od trivijalnog. Matemati�
ari

Hao Wang, Robert Berger, Donald Knuth i Roger Penrose takode su se bavili

problematikom tesela
ija u drugoj polovini i krajem XX veka.
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Slika 3: Primeri tesela
ija - Persijske geometrijske �sare; poplo�
avanje podova i

oblaganje zidova kerami�
kim plo�
i
ama i oblaganje kupola mozai
ima

5 1-uniformne tesela
ije euklidse ravni

Teorema 5.1. Postoji ta�
no 11 1-uniformnih tesela
ija euklidse ravni: 3 pravilne

monoedarske tesela
ije, 6 pravilnih diedarskih tesela
ija i 2 pravilne tesela
ije sa

tri pravilna mnogougla.

6 Pravilne monoedarske tesela
ije

Lema 6.1. Postoje ta�
no 3 pravilne monoedarske tesela
ije: sa 6 pravilnih trou-

glova, sa 4 pravilna �
etvorougla i sa 3 pravilna �sestougla.

Dokaz 6.1. Predpostavimo da k pravilnih mnogouglova, sa n strani
a, i sa jed-

nim zajedni�
kim temenom obrazuju tesela
iju τ . Po uslovima tesela
ija da izmedu
mnogouglova ne postoji �supljina, niti preklapanje mo�ze se zaklju�
iti da je zbir un-

utra�snjih uglova tih k mnogouglova jednak 2π. S obzirom da je mera unutra�snjeg

ugla pravilnog mnogougla jednaka:

ϕ = n−2

n
π, onda je:

k · ϕ = n−2

n
π · κ
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Slika 4: Pravilne monoedarske tesela
ije

2π = n−2

n
π · k

k = 2 · n

n−2
= 2 + 4

n−2

k, n ∈ N ⇒ n− 2|4 ⇒ n ∈ {3, 4, 6} ⇒ (n, k) ∈ {(3, 6)(4, 4)(6, 3)}

7 Pravilne diedarske tesela
ije

Lema 7.1. Postoji 8 na�
ina poplo�
avanja prostora oko ta�
ke sa dve vrste pravilnih

mnogouglova.

Analiziranjem svih pravilnih mnogouglova sa zajedni�
kim temenom bez medu-
sobnog preklapanja i bez �supljina izmedu njih, i to k1 mnogouglova sa n1 strani
a

i k2 mnogouglova sa n2 strani
a, dolazi se do uslova da je zbir svih unutra�snjih

uglova svih mnogouglova jednak 2π.
2π = n1−2

n1
π · k1 +

n2−2

n2
π · k2

2 =
(

1− 2

n1

)

· k1 +
(

1− 2

n2

)

· k2

Pri �
emu va�zi k1, k2, n1, n2 ∈ N i n1, n2 > 3 i iz prvog dokaza mo�ze se zaklju�
iti

da ukoliko je n najmanje mogu�
e onda je k=6, a najmanje k je k=3; ukoliko bi k

bilo 2 onda to ne bi mogao da bude pravilan mnogougao, pa je 3 6 k1 + k2 6 6.
Ali slu�
aj kada je k1 + k2 = 6 se ne razmatra jer bi onda n1 = n2 = 3. I slu�
aj

kada je n1 = n2 je takode razmatran u prvom dokazu. Pa �
e biti razmatrani

slede�
i slu�
ajevi:

k1 = 1 i k2 = 2 ili k1 = 2 i k2 = 1
k1 = 1 i k2 = 3 ili k1 = 3 i k2 = 1
k1 = 1 i k2 = 4 ili k1 = 4 i k2 = 1
k1 = 2 i k2 = 2
k1 = 2 i k2 = 3 ili k1 = 3 i k2 = 2

k1 = 1 i k2 = 2 ili k1 = 2 i k2 = 1

k1 = 1 i k2 = 2
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Slika 5: Tesela
ije kada je k1 = 1i k2 = 2

Slika 6: Tesela
ija kada je k1 = 1 i k2 = 4

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 2

n1 =
2·n2

n2−4
= 2 + 8

n2−4

k1, k2, n1, n2 ∈ N i n2 ≥ 3 ⇒ n2 − 4|8 ⇒ n2 ∈ {3, 5, 6, 8, 12} ⇒

(n1, n2) ∈ {(3, 12)(4, 8), (6, 6), (10, 5)}i slu�
aj kada je n1 = n2 je ve�
 razma-

tran.

Re�senja su ista kao i pod a (nema novih re�senja).

k1 = 1 i k2 = 3 ili k1 = 3 i k2 = 1
k1 = 1 i k2 = 3

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 3

n1 =
n2

n2−3
= 1 + 3

n2−3

k1, k2, n1, n2 ∈ N i n2 ≥ 3 ⇒ n2 − 3|3 ⇒ n2 ∈ {4, 6} ⇒

(n1, n2) ∈ {(4, 4)(2, 6)} i slu�
aj kada je n1 = n2 je ve�
 razmatran i n1 ≥ 3.
Re�senja su ista kao i pod a (nema novih re�senja).

k1 = 1 i k2 = 4 ili k1 = 4 i k2 = 1

k1 = 1 i k2 = 4

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 4

n1 =
2·n2

3·n2−8

k1, k2, n1, n2 ∈ N i n1 ≥ 3 ⇒ 2·n2

3·n2−8
≥ 3
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Slika 7: Tesela
ija kada je k1 = 2 ik2 = 2

n2 ≤
24

7

n2 = 3in1 = 6
k1 = 2 i k2 = 2

2 =
(

1− 2

n1

)

· 2 +
(

1− 2

n2

)

· 2

1 = 1− 2

n1
+ 1− 2

n2

n1 =
2·n2

n2−2
= 2 + 4

n2−2

k1, k2, n1, n2 ∈ N i n2 ≥ 3 ⇒ n2 − 2|4 ⇒ n2 ∈ {3, 4, 6} ⇒

(n1, n2) ∈ {(6, 3)}, (4, 4)(3, 6)} i slu�
aj kada je n1 = n2 je ve�
 razmatran ,i

kako je k1 = k2 onda se razmatrajun svi slu�
ajevi.

k1 = 2 i k2 = 3 ili k1 = 3 i k2 = 2

k1 = 2 i k2 = 3

2 =
(

1− 2

n1

)

· 2 +
(

1− 2

n2

)

· 3

n1 =
4·n2

3·n2−6
= 1 + n2+6

3·n2−6

k1, k2, n1, n2 ∈ N i n1 ≥ 3 ⇒ n2+6

3·n2−6
≥ 2

n2 ≤
18

5

n2 = 3 i n1 = 4

Re�senja su ista kao i pod a (nema novih re�senja).
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Slika 8: Tesela
ije kada je k1 = 2 ik2 = 3

8 Pravilne tesela
ije sa tri vrste pravilnih mnogouglova

Lema 8.1. Postoji ta�
no 10 na�
ina poplo�
avanja prostora oko ta�
ke sa tri vrste

pravilnih mnogouglova.

Analiziranjem svih pravilnih mnogouglova sa zajedni�
kim temenom bez medusobnog
preklapanje i bez �supljina izmedu njih, i to k1 mnogouglova sa n1 strani
a, k2 mno-

gouglova sa n2 strani
a i k3 mnogouglova sa n3 strani
a, dolazi se do uslova da je

zbir svih unutra�snjih ugova svih mnogouglova jednak 2π.

2π = n1−2

n1
π · k1 +

n2−2

n2
π · k2 +

n3−2

n3
π · k3

2 =
(

1− 2

n1

)

· k1 +
(

1− 2

n2

)

· k2 +
(

1− 2

n3

)

· k3

Pri �
emu va�zi k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ Nin ≥ 3 i iz prvog dokza mo�ze se za-

klju�
iti da ukoliko je n najmanje mogu�
e onda jek = 6, a najmanje k jek = 3,
ukoliko bi k bilo 2 onda to ne bi mogao da bude pravilan mnogougao,pa je

3 ≤ k1 + k2 + k3 ≤ 6. Slu�
aj kada je k1 + k2 + k3 = 6 se ne razmatra jer bi

onda n1 = n2 = n3 = 3.Razmatrani �
e biti slede�
i slu�
ajevi:

k + 1, k2 = 1 i k3 = 1

k1 = 1, k2 = 1 i k3 = 2 ili k1 = 1, k2 = 2 i k3 = 1 ili k1 = 2, k2 = 1 ik3 = 1

k1 = 1, k2 = 1 i k3 = 3 ili k1 = 1, k2 = 3 i k3 = 1 ili k1 = 3, k2 = 1 i k3 = 1

k1 = 1, k2 = 2 i k3 = 2 ili k1 = 2, k2 = 2 i k3 = 1 ili k1 = 2, k2 = 1 i k3 = 2

k1 = 1,k2 = 1 i k3 = 1

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 1 +
(

1− 2

n3

)

· 1

1

2
= 1

n1
+ 1

n2
+ 1

n3

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i ne umanjuju�
i op�stost predpostavimo da va�zi 3 ≤
n1 ≤ n2 ≤ n3
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n1 = 3

1

6
= 1

n2
+ 1

n3

n3 =
6n2

n2−6
= 6 + 36

n2−6

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i n2 ≥ 7 ⇒ n2−6|36 n2 ∈ {7, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 24, 42} ⇒

(n2, n3) ∈ {(7, 42), (8, 24), (9, 18), (10, 15), (12, 12), (15, 10), (18, 9)(24, 8)(42, 7)}
i kako je po predpostav
i n2 < n3 onda se razmatraju slede�
i 
lu�
ajevi:

(n1, n2, n3) ∈ {(3, 7, 42), (3, 8, 24)(3, 9, 18)(3, 10, 15)}
n1 = 4

1

4
= 1

n2
+ 1

n3

n3 =
4n2

n2−4
= 4 + 16

n2−4

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i n2 ≥ 5 ⇒ n2 − 4|16 ⇒ n2 ∈ {5, 6, 8, 12, 20} ⇒

(n2, n3) ∈ {(5, 20), (6, 12), (8, 8), (12, 6), (20, 5)} i kako je po pretpostav
i n2 <
n3 onda se razmatraju slede�
i slu�
ajevi:(n1, n2, n3) ∈ {(4, 5, 20), (4, 16, 20)}

n1 = 5

3

10
= 1

n2
+ 1

n3

n3 =
10n2

3n2−10

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i n2 > n1 = 5

n2 = 6 ⇒ n3 /∈ N

n2 = 7 ⇒ n3 /∈ N

n2 ≥ 8 ⇒ n2 > n3

Tako da nema re�senja za n1 = 5

n1 = 6

Ukoliko su n2 i n3 najmanja mogu�
a onda je:
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1

2
> 1

6
+ 1

7
+ 1

8

Tako da nema re�senja za n1 ≥ 6.

k1 = 1,k2 = 1, i k3 = 2 ili k1 = 1,k2 = 1, i k3 = 1 ili k1 = 2,k2 = 1, i
k3 = 1

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i ne umanjuju�
i op�stost predpostavimo da va�zi 3 ≤
n1 < n2 < n3

k1 = 1, k2 = 1 i k3 = 2

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 1 +
(

1− 2

n3

)

· 2

1 = 1

n1
+ 1

n2
+ 2

n3

n1 = 3

2

3
= 1

n2
+ 2

n3

n3 =
6n2

2n2−3
= 3 + 9

2n2−3

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i n2 ≥ 3 ⇒ 2n2 − 3|9 ⇒ n2 ∈ {3, 6} ⇒
(n2, n3) ∈ {(3, 6), (6, 4)} i kako je n1 ≤ n2 ≤ n3 onda nema re�senja.

n1 = 4

Ukoliko su n2 i n3 najmanja mogu�
a onda je:

1 > 1

4
+ 1

5
+ 2

6

Tako da nema re�senja za n1 ≥ 4.

k1 = 1, k2 = 2 i k3 = 1

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 2 +
(

1− 2

n3

)

· 1

1 = 1

n1
+ 1

n2
+ 1

n3

n1 = 3

2

3
= 2

n2
+ 1

n3
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n2 =
6n3

2n3−3
= 3 + 9

2n3−3

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i n3 ≥ 3 ⇒ 2n3 − 3|9 ⇒ n3 ∈ {3, 6} ⇒
(n2, n3) ∈ {(6, 3), (4, 6)} i kako je n2 ≤ n3 onda se ne razmatraju svi slu�
ajevi.

n1 = 4

Ukoliko su n2 i n3 najmanja mogu�
a onda je:

1 > 1

4
+ 2

5
+ 1

6

Tako da nema re�senja za n1 ≥ 4.

k1 = 2, k2 = 1 i k3 = 1

2 =
(

1− 2

n1

)

· 2 +
(

1− 2

n2

)

· 1 +
(

1− 2

n3

)

· 1

1 = 2

n1
+ 1

n2
+ 1

n3

n1 = 3

1

3
= 1

n2
+ 1

n3

n3 =
3n2

n2−3
= 3 + 9

n2−3

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i n2 ≥ 3 ⇒ n2 − 3|9 ⇒ n2 ∈ {4, 6, 12} ⇒
(n2, n3) ∈ {(4, 12), (7, 6)(12, 4)} i kako je n2 ≤ n3 ostali slu�
ajevi se ne raz-

matraju.

n1 = 4

Ukoliko su n2 i n3 najmanja mogu�
a onda je:

1 > 2

4
+ 1

5
+ 1

6

Tako da nema re�senja za n1 ≥ 4.

k1 = 1,k2 = 1, i k3 = 3 ili k1 = 1,k2 = 3, i k3 = 1 ili k1 = 3,k2 = 1, i
k3 = 1

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i ne umanjuju�
i op�stost pretpostavimo da va�zi 3 ≤
n1 < n2 < n3
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k1 = 1, k2 = 1 i k3 = 3

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 1 +
(

1− 2

n3

)

· 3

3

2
= 1

n1
+ 1

n2
+ 3

n3

Tako da nema re�ssenja.

k1 = 1, k2 = 3 i k3 = 1

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 3 +
(

1− 2

n3

)

· 1

3

2
= 1

n1
+ 1

n2
+ 3

n3

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogu�
a onda je:

3

2
> 1

3
+ 3

4
+ 1

5

Tako da nema re�senja.

k1 = 3, k2 = 1 i k3 = 1

2 =
(

1− 2

n1

)

· 3 +
(

1− 2

n2

)

· 1 +
(

1− 2

n3

)

· 1

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogu�
a onda je:

3

2
> 3

3
+ 1

4
+ 1

5

Tako da nema re�senja.

k1 = 1,k2 = 2, i k3 = 2 ili k1 = 2,k2 = 2, i k3 = 1 ili k1 = 2,k2 = 1, i
k3 = 2

k1, k2, k3, n1, n2, n3 ∈ N i ne umanjuju�
i op�stost pretpostavimo da va�zi 3 ≤
n1 < n2 < n3

k1 = 1, k2 = 2 i k3 = 2

2 =
(

1− 2

n1

)

· 1 +
(

1− 2

n2

)

· 2 +
(

1− 2

n3

)

· 2

3

2
= 1

n1
+ 1

n2
+ 3

n3

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogu�
a onda je:
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3

2
> 1

3
+ 2

4
+ 2

5

Tako da nema re�senja.

k1 = 2, k2 = 2 i k3 = 1

2 =
(

1− 2

n1

)

· 2 +
(

1− 2

n2

)

· 2 +
(

1− 2

n3

)

· 1

3

2
= 2

n1
+ 2

n2
+ 1

n3

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogu�
a onda je:

3

2
= 2

3
+ 2

4
+ 1

5

Tako da nema re�senja.

k1 = 2, k2 = 1 i k3 = 2

2 =
(

1− 2

n1

)

· 2 +
(

1− 2

n2

)

· 1 +
(

1− 2

n3

)

· 2

n1 = 3 i kada su ostala dva n najmanja mogu�
a onda je:

3

2
> 2

3
+ 1

4
+ 2

5

Tako da nema re�senja.

9 Pravilne tesela
ije sa �
etiri i vi�se vrsta pravilnih mno-

gouglova

Lema 9.1. Ne postoje pravilne tesela
ije sa 4 i vi�se vrsta pravilnih mnogouglova.

Analiziranjem svih pravilnih mnogouglova sa zajedni�
kim temenom bez medu-
sobnog preklapanje i bez �supljina izmedu njih, i to k1 mnogouglova sa n1 strani
a,

k2 mnogouglova sa n2 strani
a, k3 mnogouglova sa n3 strani
a i k4 mnogouglova

sa n4 strani
a, dolazi se do uslova da je zbir svih unutra�snjih ugova svih mnogou-

glova jednak 2π.

2π = n1−2

n1
π · k1 +

n2−2

n2
π · k2 +

n3−2

n3
π · k3 +

n4−2

n4
π · k4

2 =
(

1− 2

n1

)

· k1 +
(

1− 2

n2

)

· k2 +
(

1− 2

n3

)

· k3 +
(

1− 2

n4

)

· k4
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Slika 9: Gra��
ki prikaz jednog slu�
aja iz Grupe I

Slika 10: Gra��
ki prikaz slu�
ajeva iz Grupe II

Pri �
emu va�zi k1, k2, k3, k4, n1, n2, n3, n4 ∈ N i n ≥ 3 i n1 < n2 < n3 < n4.

Desna strana izraza je minimalna kada su k1, k2, k3, k4, n1, n2, n3, n4 najmanji

mogu�
i i jednaka je:

(

1−
2

3

)

· 1 +

(

1−
2

4

)

· 1 +

(

1−
2

5

)

· 1 +

(

1−
2

6

)

· 1 =
21

10

tako da je on uvek ve�
i od 2. Desna strana izraza bila bi jo�s ve�
a da ima vi�se

od �
etiri vrste pravilnih mnogouglova, tako da ne postoje pravilne tesela
ije sa 4

i vi�se vrsta pravilnih mnogouglova.

10 Tesela
ije ravni

Teorema: Postoji ta�
no 11 tesela
ija ravni pravilnim mnogouglovima. Dokaz

teoreme: Postoji 21 na�
in poplo�
avanja ravni oko ta�
ke. Ova poplo�
avanja treba

podeliti u 3 grupe:

Grupa I: (3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9, 18), (3, 10, 15), (5, 4, 20), (5, 5, 10).
Grupa II: (3, 3, 4, 12), (3, 3, 6, 6), (3, 4, 3, 12), (3, 4, 4, 6).
Grupa III: (3, 12, 12), (4, 6, 12), (4, 8, 8), (6, 6, 6), (3, 4, 6, 4), (3, 6, 3, 6),
(4, 4, 4, 4), (3, 3, 3, 3, 6), (3, 3, 3, 4, 4), (3, 3, 4, 3, 4), (3, 3, 3, 3, 3, 3).
Grupa I

Kod Grupe I n1 je neparno, n2 6= n3 i k1 = k2 = k3 = 1, u jednoj ta�
ki �
e

biti k1 = 1, k2 = 2 i k3 = 0 i do�
i �
e do medusobnog preklapanja ili do stvaranja

�supljina (Slika 9.).

Grupa II

Gra��
ki prikaz svih poplo�
avanja prostora oko ta�
ke Grupe II (Slika 10.).
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Slika 11: Gra��
ki prikaz svih pravilnih 1-uniformnih tesela
ija ravni

Slika 12: Medusobno dualne pravilne tesela
ije (36) i (63) i pravilna tesela
ija (44)
dualna sama sebi

Ta�
ke A, B, C, D imaju isti na�
in poplo�
avanja prostora oko ta�
ke, a ta�
ka

E ima na drugi na�
in poredane mnogouglove pri poplo�
avanju prostora i zato ovi

slu�
ajevi ne pripadaju tesela
ijama.

Grupa III

Grupi III pripadaju sve pravilne 1-uniformne tesela
ije (Slika 11.).

11 Dualnost tesela
ija

Za dva poplo�
avanja ka�zemo da su medusobno dualna ako postoji bijek
ija koja

preslikava te�zi�sta, ivi
e i temena plo�
i
a jednog poplo�
avanja redom u temena,

ivi
e i te�zi�sta plo�
i
a drugog poplo�
avanja (Slika 12, Slika 13, Slika 14.). Svako

1-uniformno poplo�
avanje ima svoje dualno poplo�
avanje.
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Slika 13: Tesela
ije (34, 6), (33, 42) , (32, 4, 3, 4)i(3, 4, 6, 4) i njihove dualne

tesela
ije

Slika 14: Tesela
ije (3, 6, 3, 6), (3, 122), (4, 82)i(4, 6, 12) i njihove dualne tesela
ije

12 Postojanje tesela
ija u svetu oko nas

Tesela
ije su prisutne svuda oko nas. Analiziraju�
i prirodu uvidamo povr�sine

koje se sastoje od razli�
itih plo�
i
a (povr�sina) postavljenih jedna do druge bez

medusobnog preklapanja i bez �supljina izmedu njih. Prisustvo tesela
ija u �zivom

svetu govori o njihovom postojanju i bez uti
aja �
oveka. Postojanje tesela
ija

u prirodi po ko zna koji put potvrduje njeno savr�senstvo i mogu�
nost stvaranja

savr�senih oblika i formi bez uti
aja �
oveka i njegovog intelekta.

12.1 Postojanje tesela
ija u prirodi

U �zivom svetu pojava tesela
ija naj�
e�s�
e se uo�
ava na p�
elinjem sa�
u, �
ija slika

nije ni�sta drugo do pravilna monoedarska tesela
ija �sestouglovima. Tesela
ija je

prisutna u svetu botanike na primeru kore ananasa. U svetu zoologije tesela
ija

je uo�
ljiva i na ko�zi zmije i na oklopu kornja�
e (Slika 15.).

Slika 15: Postojanje tesela
ija u prirodi - kora ananasa, p�
elinje sa�
e, zmijska ko�za

i oklop kornja�
e
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Slika 16: Primena tesela
ija u arhitekturi i gradevinarstvu

12.2 Postojanje tesela
ija u arhitekturi i umetnosti

Tesela
ije su prisutne u arhitekturi. Na zidovima, fasadama, kupolama i podovima

mnogih arhitektonskih zdanja neretko susre�
emo geometrijske oblike koji svojim

izgledom, geometrijskom kompozi
ijom predstavljaju primere tesela
ije.

�

Sare do-

bijene pre
iznim uklapanjem geometrijskih oblika u vidu plo�
i
a, mogu se videti

i na mozai
ima i vitra�zima. Primeri tesela
ija u arhitekturi nastali su 3500 god-

ina pre na�se ere, u preislamskom periodu, kada su na podru�
ju dama�snjeg Irana

kori�s�
ene plo�
i
e od ugla�
anog kamena i gline za pravljenje najrazli�
itijih �sara

i ornamenata. Uti
aj umetnosti formiranja �sara redanjem plo�
i
a �sirio se sve-

tom. I danas u Egiptu, Gr�
koj, Rimu, u arapskom svetu i 
eloj Zapadnoj Evropi

mo�zemo videti primere poplo�
avanja i �sara na zidovima utemeljenim na prin
ipu

tesela
ije. Savremena arhitektonska dela svedo�
e o aktuelnosti tesela
ija. U mod-

ernim arhitektonskim objektima tesela
ija je prisutna i na fasadama i krovnim

konstruk
ijama velikih raspona (Slika 16.).

Prisustvo razli�
itih geometrijskih �gura koje u pravilnom redu prekrivaju

povr�sine mogu�
e je videti i danas na podovima i zidovima mnogih arhitekton-

skih objekata (Slika 17.) i spomenika kulture.

12.3 Primena tesela
ija u de�
ijim igrama

Tesela
ije su prisutne i u dru�stvenim igrama, u de�
ijim igrama slagali
a (puzzle),

i u kompjuterskim igri
ama, kao �sto je popularni Tetris (Slika 18.).

12.4 Primena tesela
ija u savremenim tehnologijama

U kompjuterskoj gra�
i i u dizajnu danas se u velikoj meri primenjuju tesela
ije.

Zadatu povr�sinu mogu�
e je podeliti na geometrijske oblike i na taj na�
in omogu�
iti

osnovu za dalje kori�s�
enje ove povr�sine u anima
iji ili drugoj potrebnoj gra�
i.

Povr�sina svakoga ekrana podeljena je kvadratnom mre�zom na veliki broj identi�
nih

plo�
i
a koje nazivamo pikselima �
ija veli�
ina uti�
e na o�strinu i pre
iznost slike

(Slika 19.).
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Slika 17: Primeri tesela
ija razli�
itih geometrijskih �gura prisutnih na zidovima i

podovima

Slika 18: Pravilne monoedarske tesela
ije u de�
jim igrama: a. Puzzle, b. Tetris

Slika 19: Primena tesela
ije u digitalnoj anima
iji i kompjuterskoj gra�
i
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Slika 20: Prisustvo tesela
ija na predmatima za svakodnevnu upotrebu

12.5 Primena tesela
ija u svakodnevnom �zivotu

Po prin
ipu tesela
ije uradene su i �sare na posudama koje su se nekada koristile

u svakodnevnom �zivotu. Prin
ip tesela
ije se primenjuje u mnogim industrijama,

na primer u tekstilnoj industriji, pri izradi raznih dezena, u gradevinarstvu, u
dizajniranju elemenata podnih i zidnih obloga. Zbog svoje jednostavnosti, ali i

savr�senosti, tesala
ije imaju �siroku primenu u savremenom svetu i to u dizajni-

ranju industrijskih predmeta �siroke potro�snje: od ambala�ze, preko modne indus-

trije, do predmeta za svakodnevnu upotrebu (Slika 20.).

13 Zaklju�
ak

Istra�zivanja o tesala
ijama su stara vekovima. Pored teoriskog i prakti�
nog zna�
aja

u matemati
i, tesela
ije se sre�
u u prirodi, u umetnosti, u arhitekturi i gradevinarstvu,
ali i u digitalnoj umetnosti i savremenoj gra�
i. Matematika je nauka u kojoj ne

postoje ograni �
enja. Geometrija predstavlja jednu od osnovnih oblasi matematike

i njenom istra�zivanju nema kraja, kao �sto nema kraja ni mogu�
nostima kombino-

vanja geometrijskih �gura i na�
ina prekrivanja razli�
itih povr�sina geometriskim

�gurama, koje se ponavljaju bez medusobnog poklapanja i formiranja �supljina

izmedu njih. Tesela
ijma nema grani
a ,pa samim tim ni grani
a mogu�
nostima

geometrije i matematike. Tesela
ije svedo�
e o jedinstvu postoje�
e veze izmedu
matematike i prirode , kao i neraskidive veze izmedu �zivotinjskog sveta, istorije

umetnosti i savrenmenih thenologija. Danas je tesela
ija prisutna svuda oko nas,

od sa�
uvanih �sara na mozai
ima anti�
kog sveta do najsitnijeg piksela na monitoru

na�seg ra�
unra.
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Stru�cni rad

Apstrakt

Katalanovi brojevi predstavljaju niz prirodnih brojeva koji se javljaju

kao rje�senje mnogobrojnih kombinatornih problema. U ovom radu �cemo

odrediti dobre aproksimacije niza Katalanovih brojeva, i sa donje i sa gornje

strane, pogodno odabranim nizovima iz iste klase.

1 Uvod

Belgijski matemati�car Katalan (Eugene Catalan) je ½otkrio� Katalanove bro-
jeve 1838. godine dok je prou�cavao korektne nizove zagrada. Iako su nazvani
po Katalanu, ipak ih on nije prvi prona�sao. 1751. godine ove brojeve uo�cio je
Ojler (Leonhard Euler) dok je prou�cavao triangulacije konveksnih mnogouglova.
Medutim, najvjerovatnije je da ih je prvi otkrio kineski matemati�car Ming (Antu
Ming) 1730. godine, kroz njegove geometrijske modele.

Katalanove brojeve Cn, n ∈ N, de�ni�semo formulom

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
. (1)

Iz o�ciglednih jednakosti(
2n

n

)
−
(

2n

n− 1

)
=

(2n)!

(n!)2
− (2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
= Cn.

slijedi da je svaki Katalanov broj prirodan broj. Na osnovu (1) je koli�cnik dva
uzastopna Katalanova broja jednak

Cn

Cn−1
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
· n!(n− 1)!

(2n− 2)!
=

2(2n− 1)

n+ 1
,

odakle dobijamo da Katalanovi brojevi zadovoljavaju rekurentnu formulu

Cn =
4n− 2

n+ 1
Cn−1, n > 1.
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Uzimaju�ci po de�niciji da je C0 = 1, slijedi da se Katalanovi brojevi Cn, n ∈ N0,
mogu de�nisati i pomo�cu rekurentne formule

C0 = 1, Cn =
4n− 2

n+ 1
Cn−1, n ∈ N. (2)

Ovo tvrdenje je Ojler objavio 1761. godine.
Na osnovu ove rekurentne formule lako dobijamo sljede�cu tablicu prvih 13

Katalanovih brojeva.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cn 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786 208012

2 Aproksimacija Katalanovih brojeva

Iz rekurentne formule (2) slijedi da Katalanovi brojevi brzo rastu i da rastu
malo sporije od eksponencijalnog niza 4n. Takode, iz ove formule dobijamo da je

Cn =
4n

n+ 1
· (2n− 1)!!

(2n)!!
, (3)

�sto se mo�ze provjeriti i matemati�ckom indukcijom.
Koriste�ci ovu formulu, dalje �cemo prou�cavati niz (2n − 1)!!/(2n)!!, n ∈ N.

Ovaj niz je o�cito monotono opadaju�ci i konvergira ka nuli. Odredimo grani�cnu
vrijednost

lim
n→∞

√
n · (2n− 1)!!

(2n)!!
.

Kako je
(2n− 1)!!

(2n)!!
=

(2n)!!

4n(n!)2
,

koriste�ci poznatu nejednakost
√
2πn

(n
e

)n
≤ n! ≤

√
2πn

(n
e

)n
e

1
12n ,

dobijamo da je
√
n
√
4πn

(
2n
e

)2n
4n · 2πn

(
n
e

)2n
e

1
6n

≤
√
n · (2n− 1)!!

(2n)!!
≤

√
n
√
4πn

(
2n
e

)2n
e

1
24n

4n · 2πn
(
n
e

)2n ,

odnosno, nakon skra�civanja

1
√
πe

1
6n

≤
√
n · (2n− 1)!!

(2n)!!
≤ e

1
24n

√
π
. (4)

Iz (4) slijedi da je

lim
n→∞

√
n · (2n− 1)!!

(2n)!!
=

1√
π
. (5)

U vezi sa prethodnim rezultatom uradimo jedan primjer na kome �cemo ilustrovati
i dokazivanje nejednakosti pomo�cu matemati�cke indukcije.
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Primer 2.1. Dokazati nejednakosti

1√
4n+ 2

<
1

2
· 3
4
· 5
6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
3n
, (6)

1√
4n

≤ 1

2
· 3
4
· 5
6
· · · 2n− 1

2n
≤ 1√

3n+ 1
. (7)

Dokaz. Nejednakosti (7) se lako dokazuju matemati�ckom indukcijom.

Za n = 1 u (7) va�ze jednakosti 1/2 = 1/2 = 1/2. Iz pretpostavke da lijeva

nejednakost va�zi za n− 1 (n > 1), dovoljno je jo�s dokazati da za svako n > 1 va�zi

1√
4(n− 1)

· 2n− 1

2n
≥ 1√

4n
.

Ova nejednakost va�zi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna sa

n(2n− 1)2 ≥ 4n2(n− 1), tj. 4n2 − 4n+ 1 ≥ 4n2 − 4n.

Iz pretpostavke da desna nejednakost va�zi za n−1 (n > 1), dovoljno je jo�s dokazati

da za svako n > 1 va�zi

1√
3n− 2

· 2n− 1

2n
≤ 1√

3n+ 1
.

Posljednja nejednakost va�zi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna sa

(2n− 1)2(3n+ 1) ≤ 4n2(3n− 2), tj. 12n3 − 8n2 − n+ 1 ≤ 12n3 − 8n2.

Iz nejednakosti (7) o�cito slijede nejednakosti (6). �

Primedba 2.1. Zanimljivo je da se nejednakosti (6) ne mogu dokazati mate-

mati�ckom indukcijom na ovaj na�cin. Zaista, iz pretpostavke da lijeva nejednakost

u (6) va�zi za n− 1 (n > 1), dovoljno bi bilo dokazati jo�s da za svako n > 1 va�zi

1√
4n− 2

· 2n− 1

2n
≥ 1√

4n+ 2
.

331



Ali, ova nejednakost ne va�zi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna sa

(2n− 1)2(2n+ 1) ≥ 4n2(2n− 1), tj. 4n2 − 1 ≥ 4n2.

Iz pretpostavke da desna nejednakost u (6) va�zi za n− 1 (n > 1), dovoljno bi bilo

dokazati da za svako n > 1 va�zi

1√
3(n− 1)

· 2n− 1

2n
≤ 1√

3n
.

Medutim, posljednja nejednakost ne va�zi, jer je nakon kvadriranja ekvivalentna

sa

n(2n− 1)2 ≤ 4n2(n− 1), tj. 4n2 − 4n+ 1 ≤ 4n2 − 4n. �

Na osnovu formule (3) i nejednakosti (7) sada dobijamo sljede�cu aproksimaciju

za Katalanove brojeve

4n

(n+ 1)
√
4n

≤ Cn ≤ 4n

(n+ 1)
√
3n+ 1

, n ∈ N. (8)

Pobolj�sajmo sada nejednakosti (7), odnosno (8). Postupkom kao u dokazu

nejednakosti(7) odredimo najmanju konstantu a i najve�cu konstantu c, i konstante

b i d tako da za svaki prirodan broj n va�ze nejednakosti

1√
an+ b

≤ 1

2
· 3
4
· 5
6
· · · 2n− 1

2n
≤ 1√

cn+ d
, (9)

pri �cemu za n = 1 va�ze jednakosti 1/2 = 1/2 = 1/2.

Po�sto za n = 1 u (9) va�ze obje jednakosti, slijedi da je a + b = 4 = c + d.

Nejednakost

1√
a(n− 1) + b

· 2n− 1

2n
≥ 1√

an+ b
(n > 1)

je nakon kvadriranja ekvivalentna sa nejednakostima

(2n− 1)2(an+ b) ≥ 4n2(an− a+ b), tj. (a− 4b)n+ b ≥ 0.
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Kako posljednja nejednakost va�zi za svako n > 1, slijedi da je a−4b ≥ 0. Odavde

i iz uslova a + b = 4 dobijamo da je 5a = a − 4b + 4(a + b) ≥ 16, tj. a ≥ 16/5.

Zbog toga je a = 16/5 najmanje takvo a i tada je b = 4/5.

Analogno je nejednakost

1√
c(n− 1) + d

· 2n− 1

2n
≤ 1√

cn+ d
(n > 1)

nakon kvadriranja ekvivalentna sa nejednakosti (c − 4d)n + d ≤ 0 (n ≥ 2).

Odavde slijedi da je c − 4d ≤ 0, pa je dovoljno da ona va�zi za n = 2, tj. da

je (c − 4d) · 2 + d ≤ 0. Dalje, iz 2c − 7d ≤ 0 i c + d = 4, dobijamo da je

9c = 2c− 7d+ 7(c+ d) ≤ 28, tj. c ≤ 28/9. Zbog toga je c = 28/9 najve�ce takvo

c i tada je d = 8/9.

Dakle, najbolje nejednakosti koje se mogu dobiti ovim postupkom su

1√
(16n+ 4)/5

≤ (2n− 1)!!

(2n)!!
≤ 1√

(28n+ 8)/9
. (10)

Pri tome, kako za n = 1 i n = 2 u desnoj nejednakosti u (10) va�ze jednakosti,

slijedi da su konstante c = 28/9 i d = 8/9 u (9) najbolje mogu�ce. Da li su i

konstante a = 16/5 i b = 4/5 u lijevoj nejednakosti u (9) najbolje mogu�ce? Na

osnovu formule (3) i nejednakosti (10) ovim smo dokazali sljede�ce tvrdenje, koje

predstavlja pobolj�sanje nejednakosti (8).

Teorema 2.1. Za svaki prirodan broj n va�ze nejednakosti

4n

(n+ 1)
√

(16n+ 4)/5
≤ Cn ≤ 4n

(n+ 1)
√

(28n+ 8)/9
, n ∈ N. (11)

Ako dva izraza pod korjenima u nejednakostima (11), zamijenimo jednim iz-

razom koji je njihova aritmeti�cka sredina

1

2

(
16

5
n+

4

5
+

28

9
n+

8

9

)
=

142

45
n+

38

45
,
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dobijamo sljede�cu pribli�znu formulu za Katalanove brojeve

Cn =
4n

(n+ 1)
√

(142n+ 38)/45
, n ∈ N.

Neposredno provjeravamo da za n ≤ 6 va�ze nejednakosti |Cn − Cn| < 1/2, tj. da

je za n ≤ 6 broju Cn najbli�zi cio broj upravo Cn.
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Abstract

Prime numbers are of great signi�cance in number theory, but also in mod-
ern cryptography. Most of modern cryptographic protocols use factoring
numbers composed of product of two large prime numbers. Thus, the prob-
lem of distinguishing prime numbers from the rest is still interesting and
important as well and therefore there is a need to have e�cient primality
testing algorithms. Although there had been many probabilistic algorithms
for primality testing, there was not a deterministic polynomial time algo-
rithm until 2002 when Agrawal, Kayal and Saxena came with an algorithm,
popularly known as the AKS algorithm, which could test whether a given
number is prime or composite in polynomial time. This project is an at-
tempt at understanding the idea behind this algorithm and the principles of
mathematics that are required to study it. Finally, the project provides an
implementation of the algorithm using Software for Algebra and Geometry
Experimentation (SAGE) and arrives at conclusions on how practical it is.

1 Introduction

First primality tests where known to ancient Greeks and came straightforward
from de�nition of prime number: to determine if a number n is a prime divide
it by every positive integer 1 < m ≤

√
n � if any m divides n we conclude n

is composite, otherwise we get that n is prime. This test is a specialization of
the Sieve of Eratosthenes (the algorithm that generates all primes less then n)
and it was known around 240 BC. For today's measures this test is ine�cient: it
takes O(

√
n) steps to determine if n is prime. An e�cient test should need only a

polynomial (in the size of input = ⌈log n⌉) number of steps. One of the �rst tests
that is near to be e�cient is the test using Fermat's Little Theorem. However, it
is not a correct test since for many composites n there are a's such that an−1 ≡ 1
(mod n) holds (for all a's in case of Carmichael numbers). Nevertheless, Fermat's
Little Theorem became the basis for many e�cient primality tests.
Since the beginning of complexity theory in the 1960s, interest in the problem
of �nding polynomial primality test increased and has been investigated more
intensively. It is easy to see that the problem is in the class co-NP � complexity
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class in which a is a member if and only if its complement is in the complexity
class NP � class of nondeterministic polynomial time algorithms. In 1974, Pratt
observed that the problem is in the class NP [1] (putting it in NP ∩ co-NP).
In 1975, Miller obtained polynomial time algorithm for primality testing using
property based on Fermat's Little Theorem and assuming the Extended Riemann
Hypothesis [2]. Soon afterwards, this test was modi�ed by Rabin [3], which yielded
to an unconditional, but randomized polynomial time algorithm. Independently,
in 1974, Solovay and Strassen obtained a di�erent randomized polynomial time

algorithm [4] using the property that for a prime n,
(
a
n

)
≡ a

n−1
2 (mod n) for

every a. Their algorithm can be modi�ed into deterministic assuming Extended
Riemann Hypothesis. Since then, a number of randomized polynomial time algo-
rithms have been proposed, using many di�erent properties and tehniques.
In 1983, Adleman, Pomerance, and Rumely [5] achieved greater breakthrough by
giving a deterministic algorithm for primality that runs in log nO(log log logn). All
the previous deterministic algorithms required exponential time. Their algorithm
was a kind of generalization of Miller's idea and used higher reciprocity laws. In
1986, Goldwasser and Kilian [6] proposed a randomized algorithm based on elliptic
curves running in expected polynomial time on almost all inputs (all inputs under
a widely believed hypothesis) that produces an easily veri�able short certi�cate
for primality. Until then, all randomized algorithms produced certi�cates for
compositeness only. Based on their ideas, a similar algorithm was developed
by Atkin [7]. Adleman and Huang modi�ed the Goldwasser-Kilian algorithm
to obtain a randomized algorithm that runs in expected polynomial time on all
inputs.
In August 2002, a major breakthrough was achieved by Agrawal, Kayal and Sax-
ena who proposed an algorithm, known as the AKS algorithm [8]. The algorithm,
which is based on a slight modi�cation of the Fermat's Little Theorem, was the
�rst unconditional deterministic polynomial time algorithm for primality testing.

2 The AKS Algorithm

2.1 The Basic Idea

This test is based on the following identity for prime numbers which is a general-
ization of Fermat's Little Theorem.

Lemma 2.1.1. Let a ∈ Z, n > 2, n ∈ N and (a, n) = 1. Then n is prime if and

only if

(X + a)n ≡ Xn + a (mod n) (1)

Proof: For 0 < i < n, the coe�cient of Xi in ((X + a)n − (Xn + a)) is
(
n
i

)
an−i.

Suppose n is prime. Then
(
n
i

)
≡ 0 (mod n) and hence all the coe�cients are zero.

Suppose n is composite. Consider a prime q that is factor of n and let qk || n,
i.e. qk is the largest power of q that divides n . Then qk does not divide

(
n
q

)
and
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is coprime to an−q and hence the coe�cient of Xq is not zero modulo n. Thus
((X + a)n − (Xn + a)) is not identically zero over Zn.

The above identity suggests a simple test for primality: given an input n, choose
an a and test whether the congruence (1) is satis�ed. However, this takes time
O(n) because we need to evaluate n coe�cients in the left hand side in the worst
case. A simple way to reduce the number of coe�cients is to evaluate both sides
of (1) modulo a polynomial of the form Xr − 1 for an appropriately chosen small
r. In other words, test if the following equation is satis�ed:

(X + a)n ≡ Xn + a (mod Xr − 1, n) (2)

From lemma 2.1.1 it is immediate that all primes n satisfy the equation (2) for
all values of a and r. The problem now is that some composites n may also
satisfy the equation for a few values of a and r. However, we can show that for
appropriately chosen r, if the equation (2) is satis�ed for several a's then n must
be a prime power. The number of a's and the appropriate r are both bounded
by a polynomial in log n and therefore, we get a deterministic polynomial time
algorithm for testing primality.

2.2 The Algorithm

The following pseudocode represents the algorithm steps.

Input: integer n > 1.

1. If (for a ∈ N and b > 1) n = ab output COMPOSITE

2. Find the smallest r such that or(n) > log2n 1

3. If 1 < (a, n) < n for some 1 ≤ a ≤ r, output COMPOSITE

4. If n ≤ r output PRIME 2

5. For a = 1 to
⌊√

φ(r) log n
⌋
do:

If (X + a)n ̸≡ Xn + a (mod Xr − 1, n) output COMPOSITE

6. Output PRIME

2.3 Proof of Correctness

Theorem 2.3.1. The algorithm above returns PRIME if and only if n is prime.

The theorem wiil be proved with series of lemmas that follow.

1We use log for base 2 logarithm.
2Lemma 2.3.3 shows that r ≤ log5n, so step 4 is relevant only when n ≤ 5690034
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Lemma 2.3.2. If n is prime, the algorithm returns PRIME.

Proof: If n is prime then steps 1 and 3 can never return COMPOSITE. By Lemma
2.1.1, the for loop also cannot return COMPOSITE. Therefore the algorithm will
identify n as PRIME either in step 4 or in step 6.

The converse of the above lemma requires a little more work. If the algorithm
returns PRIME in step 4, then n must be prime since otherwise step 3 would have
found a non-trivial factor of n. So the only remaining case is when the algorithm
returns PRIME in step 6. For the purpose of subsequent analysis we assume this
to be the case.
The algorithm has two main steps (2 and 5): step 2 �nds an appropriate r and
step 5 veri�es the equation (2) for a number of a's. We �rst bound the magnitude
of the appropriate r.

Lemma 2.3.3. There exists r ∈ (0, log5n] such that or(n) > log2n, n > 2.

Proof: Let us assume that there is no such r in given interval. That is, assume
that for all integers r ∈ (0, log5n] we have or(n) ≤ log2n. Next, consider the
product

∏
p≤N

p, i.e. the product of all primes p ≤ N where N = log5n.

Our assumption gives us:
∏

p≤N

p |
⌊log2n⌋∏

i=1

(ni − 1).

Now, using the Prime Number Theorem one can deduce asymptotic bound: eN ≤∏
p≤N

p.

Above observations together imply: eN ≤
⌊log2n⌋∏

i=1

(ni − 1).

But we have:
⌊log2n⌋∏

i=1

(ni − 1) <
⌊log2n⌋∏

i=1

ni ≤ n
log2n(log2n+1)

2 < nlog
4n = 2log

5n.

Eventually, this gives: eN < 2N what is an obvious contradiction. Therefore, the
assumption from the beginning of the proof is false, as we wanted to show.

Now, let us give the sense to what we have just proved. We know that or(n) > 1.
Therefore, there must exist prime p which divides n such that or(p) > 1. We can
take that p > r because otherwise step 3 or 4 will �nd that n is composite. By
Euler's Theorem or(n) | φ(r) and therefore φ(r) > log2(n).
Having made the above observation we go to step 5 of algorithm where

l =
⌊√

φ(r) log n
⌋
equations need to be veri�ed. Let us assume that it does not

output COMPOSITE in this step, so we have:

(X + a)n ≡ Xn + a (mod Xr − 1, n) (∀a ∈ Z, 1 ≤ a ≤ l).

Now, since p | n we have:

(X + a)n ≡ Xn + a (mod Xr − 1, p) (∀a ∈ Z, 1 ≤ a ≤ l).
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Also, by Lemma 2.1.1 we know that for any prime p we have:

(X + a)p ≡ Xp + a (mod Xr − 1, p) (∀a ∈ Z, 1 ≤ a ≤ l).

Hence, from the above equations we have:

(X + a)
n
p ≡ X

n
p + a (mod Xr − 1, p) (∀a ∈ Z, 1 ≤ a ≤ l).

Consider numbers p, r and l �xed in the remainder of this section.

De�nition 2.3.4. A number m ∈ N is called introspective for f(X) if it holds:

[f(X)]m ≡ f(Xm) (mod Xr − 1, p).

Both n and n
p are introspective for X + a (∀a ∈ Z, 1 ≤ a ≤ l).

Lemma 2.3.5. Introspective numbers are closed under multiplication.

Proof: Let m and m′ be introspective for f(X). Since m is introspective, we
have:

[f(X)]mm′
≡ [f(Xm)]m

′
(mod Xr − 1, p).

Also, since m′ is introspective for f(X) (after replacing X with Xm′
) we have:

[f(Xm)]m
′

≡ f(Xmm′
) (mod Xmr − 1, p)

≡ f(Xmm′
) (mod Xr − 1, p), since Xr − 1 divides Xmr − 1.

Putting this together, we get:

[f(X)]mm′
≡ f(Xmm′

) (mod Xr − 1, p).

Hence mm′ is introspective for f(X) as we wanted to prove.

Lemma 2.3.6. For a number m, the set of polynomials for which m is introspec-

tive is closed under multiplication.

Proof: Let m be introspective for f(X) and g(X). We have:

[f(X)g(X)]m ≡ [f(X)]m [g(X)]m

≡ f(Xm)g(Xm) (mod Xr − 1, p).

Hence, m is introspective for f(X)g(X) as we wanted to prove.

The above two lemmas together imply that every member of the set

I =

{(
n
p

)i
pj |i, j ≥ 0

}
is introspective for every polynomial in the set

P =

{
l∏

a=0

(X + a)ea |ea ≥ 0

}
.

We now de�ne two abelian groups based on these sets.

The �rst group is the set of all residues of numbers in I modulo r. Since p, n ∈ Z∗
r ,

this is a subgroup of Z∗
r . Let G1 be this group and |G1| = t.

To de�ne the second group, we need some basic facts about cyclotomic polyno-
mials over �nite �elds. More about that one can �nd in [11].
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Theorem 2.3.7. Consider the rth cyclotomic polynomial Qr(X) over the �nite

�eld Fp. Qr(X) divides the polynomial Xr − 1 and factors into monic irreducible

factors of degree or(p).

Proof: Let µ be a primitive rth root of unity over Fp. Then µ ∈ Fpk if and only

if µp
k
= µ. This is equivalent to pk ≡ 1 (mod r). The smallest such number k is

d = or(p). Thus, µ ∈ Fpd and in no proper sub�eld thereof. Hence, the minimal
polynomial of µ over Fp has degree or(p) and since µ is arbitrary root the desired
results follows.

Now, let h(X) be one such factor. Since or(p) > 1 the degree of h(X) is bigger
than 1. To construct the second group G2 consider the residues of all the polyno-
mials in P modulo p and h (X) . Then this group is generated byX,X+1, . . . , X+l
in the �eld F = Fp[X]/h(X).

Lemma 2.3.8. |G2| ≥
(
t+l
t−1

)
Proof: Consider polynomials of degree less than t. First, we will show that f(X)
and g(X) map di�erently in G2. Suppose f(X) = g(X) in F and let m ∈ I.
Since m is introspective to both f(X) and g(X) we have f (Xm) = g (Xm) in F .
If we replace Y = Xm in Q(Y ) = f(Y ) − g(Y ) we deduce that it has roots of
form Xm, ∀m ∈ G1 . Therefore, we know that number of its roots is |G1| = t.
But this cannot be true, since we assumed that f and g have degree less than t.
Hence, this contradiction implies f(X) ̸= g(X) in F .

Now, l =
⌊√

φ(r) log n
⌋
<

√
r log n < r and since r < p elements X + 1, X +

2, ..., X + l are all di�erent in Fp. Also, for any a, 1 ≤ a ≤ l, since the degree of
h(X) is greater than one it holds X + a ̸= 0. This shows that there are at least
l+1 polynomials of degree one in G2. So, the number of polynomials with degree
less than t equals to number of polynomials of form Xe0 · (X + 1)e1 · · · (X + l)el

which is exactly number of solutions of the equation e0 + e1 + · · ·+ el < t in the
set of non-negative integers, hence

(
t+l
t−1

)
.

Lemma 2.3.9. If n is not power of p, then |G2| ≤ n
√
t.

Proof: Let I∗ be subset of the set of introspective numbers I with

I∗ =

{(
n
p

)i
pj
∣∣0 ≤ i, j ≤

√
t

}
. Since n is not power of p, number of di�erent

elements in I∗ equals
(⌊√

t
⌋
+ 1
)2
> t. This implies that when the elements of I∗

are taken modulo r, at least two of them will be equivalent since |G1| = t.
Now, let these two numbers in I∗ which are equivalent modulo r be m1,m2 and
m1 > m2 . Then Xm1 = Xm2 (mod Xr − 1, p). If f(X) ∈ P , then since
m1,m2 ∈ I, we have:

f(X)m1 = f (Xm1) = f (Xm2) = f(X)m2 (mod Xr − 1, p).

So f(X)m1 = f(X)m2 in F = Fp[X]/h(X). Furthemore, this implies that all
f(X) ∈ G2 are roots of polynomial Q(Y ) = Y m1 − Y m2 . Since the number of
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roots of this polynomial is at most m1 and m1 ≤ n
√
t, combining this with the

previous fact we easily conclude |G2| ≤ n
√
t.

Lemma 2.3.10. If the algorthim returns PRIME then n is prime.

Proof: Given that the algorithm returns PRIME, we conclude it can be done so
only in steps 4 and 6 of it. Having already seen the step 4 case, we now have
to see that if the algorithm returns PRIME in step 6 then n is indeed a prime
number.
By Lagrange's theorem we know that order of any �nite group is divisible by
order of its subgroup. Since G1 is a subgroup of Z∗

r , t|φ (r) holds. Hence, l >⌊√
t log n

⌋
. Using this inequality and inequalities t > log2n , i.e. t >

√
t log n and(

2n+ 1

n

)
> 2n+1 which holds for n > 1 we have:

|G2| ≥
(
t+ l

t− 1

)
≥
(
2
⌊√

t log n
⌋
+ 1⌊√

t logn
⌋ )

≥ 2⌊
√
t logn⌋+1 > n

√
t.

Suppose n is not a prime power. Then, as we have already showed, |G2| ≤ n
√
t.

This is contradiction with above inequality. Hence, we conclude that n = pk

where p is a prime and k ≥ 1. The algorithm did not stop on step 1 from where
we get k ≤ 1. Therefore, we conclude k = 1 and n is a prime what con�rms
correctness of the algorithm.

3 Time Complexity Analysis

In this section we will analize time complexity of the algorithm. We will �rst
introduce some notations that will be used for that purpose.

De�nition 3.1 (Big O notation). Let f(x) and g(x) be two functions de�ned

on some subset of the real numbers and x0 an arbitrary real number. One writes

f(x) = O(g(x)) as x→ ∞ if and only if:

(∀x > x0)(∃M > 0) such that |f(x)| ≤M |g(x)|.

In other words, Big O notation describes the limiting behavior of a function when
the argument tends towards a particular value or in�nity, usually in terms of
simpler functions.

De�nition 3.2 (Soft O notation). A function f(n) is of Õ(a(n)) complexity if

f(n) is of O(a(n) logk a(n)) complexity.

In other words it is an variant of big O that ignores logarithmic factors.

For next calculations we use the fact that addition, multiplication and division
operations between twom bits numbers can be performed in time Õ(m). Similarly,
these operations on two degree d polynomials with coe�cients at most m bits in
size can be done in time Õ(d ·m) steps [12].
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Theorem 3.3. The asymptotic time complexity of the algorithm is Õ(log
21
2 n).

Proof: The �rst step of the algorithm takes asymptotic time Õ(log3 n) [12].
In step 2, we �nd an r with or(n) > log2 n. This can be done by trying out
successive values of r and testing if nk ̸≡ 1 (mod r) for every k ≤ log2 n. For
a particular r, this will involve at most Õ(log2 n) multiplications modulo r and
so will take time Õ(log2 n log r). By Lemma 2.3.3 we know that only Õ(log5 n)
di�erent r's need to be tried. Thus the total time complexity of step 2 is Õ(log7 n).
The third step involves computing greatest common divisor of r numbers. Each
gcd computation takes time Õ(log n) [12], and therefore, the time complexity of
this step is Õ(r log n) = O(log6 n).
The time complexity of step 4 is just Õ(log n).

In step 5, we need to verify
⌊√

φ(r) log n
⌋
equations. Each equation requires

Õ(log n) multiplications of degree r polynomials with coe�cients of size Õ(log n).
So each equation can be veri�ed in time Õ(r log2 n) steps. Thus the time com-

plexity of step 5 is Õ(r
√
φ(r) log3 n) = Õ(r

3
2 log3 n) = Õ(log

21
2 n). This time

dominates all the other and is therefore the time complexity of the algorithm.
The time complexity of the algorithm can be improved by improving the estimate
for r. The best possible scenario would be when r = O(log2 n) and in that case the
time complexity of the algorithm would be Õ(log6 n). There are two conjectures
that support the possibility of such an r:
Artin's Conjecture: Given any number n ∈ N that is not a perfect square, the
number of primes q ≤ m for which oq(n) = q−1 is asymptotically A(n) m

lnm where
A(n) is Artin's constant with A(n) > 0.35.
Sophie�Germain Prime Density Conjecture: The number of primes q ≤ m
such that 2q+1 is also a prime is asymptotically 2C2m

ln2 m
where C2 is the twin prime

constant (estimated to be approximately 0.66). Primes q with this property are
called Sophie�Germain primes.
If Artin's conjecture becomes e�ective for m = O(log2 n) it immediately shows
that there is an r = O(log2 n) with required properties. It is known that conjec-
ture holds under Generalized Riemann's Hypothesis.
By density of Sophie-Germain primes, there must exist at least log2 n such primes
between 8 log2 n and c log2 n(log log n)2 for suitable constant c. For any such prime
q, either oqn ≤ 2 or oqn ≥ q−1

2
. Any q for which oqn ≤ 2 must divide n2−1 and so

the number of such q is bounded by O(log n). This implies that there must exist
a prime r = O(log2 n) such that orn > log2 n. Such an r will yield an algorithm
with time complexity O(log6 n).

4 Implementation

Having proved the correctness of the AKS algorithm in Section 2 we now move on
to the implementation of the algorithm which is implemented in SAGE (Software
for Algebra and Geometry Experimentation). The implementation was done by
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de�ning a function AKS(n) which takes a number n as the input and outputs
whether for the given number holds that is prime or not.
The �rst part of the algorithm is used to check if the given number n is a perfect
power, i.e here we check if the number n can be written in the form ab, were b ≥ 2.
Now, if n = ab then we know that the maximum value of b is log n where log here
refers to the base 2 (as has been the case throughout). Therefore the problem
here reduces to probing whether an a exists such that ab = n for b ∈ [2, log n].
Having checked whether the given number n is a perfect power, in case of getting
negative answer, we move on to the step 2 of the algorithm: �nding an appropriate
r. The objective here is to �nd an appropriate r such that or(n) > log2 n. Now,
in the correctness proof of the algorithm we found that such an r can be found
in the range (0, log5 n]. To do so, we test all r ∈ [2, log5 n] to see if there is a
k ∈ [1, log2 n] such that nk ≡ 1 (mod r). If there is no such k then that particular
r is the appropriate r that we want.
Here we move on to the step 5 of the algorithm which basically checks l equa-
tions. The routines used here are Integers(), PolynomialRing() and quotient().
Integers() is used to form the ring of integers modulo any n where n will be given
as a parameter to it. The PolynomialRing() forms a polynomial ring over the
ring say s, which will be given as a parameter to it and the quotient() is used for
quotienting over polynomial rings.

4.1 The Code

Now putting together all the pieces we present the SAGE code for the AKS
algorithm:

def AKS(n):

c=1

k=0

for b in range(2,ceil(log(n,2))+1):

y=(log(n,2)/b).n()

c=(pow(2,y)).n(30)

if (pow(floor(c),b)==n) :

return false

return

m=((log(n,2)))^5

r=2

while(r<=floor(m)):

c=0

i=floor(log(n,2))^2

for k in range(1,i+1):

if ((n^k - 1) % r==0): %nije komentar, vec oznaka za mod r

c=c+1

if(c==0):

break

r=r+1

for a in range(1,r):
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if(1<gcd(a,n)<n):

return false

return

if(r>=n):

return prime

l=floor(sqrt(euler_phi(r))*log(n,2))

for a in range(1,l):

s=Integers(n)

R.<x>=PolynomialRing(s)

F = R.quotient((x^r)-1)

q=F((x+a))

V=F(q^n)

e=Mod(n,r)

d=(x^e)+a

if (V!=d):

return false

return true

5 Results

In this section we will represent obtained results: answers on question of primality
and time in which answer is obtained.

Number Result Time (ms)

7 true 11.0

35 false 2.0

341 false 14.0

7917 false 69.0

1877 true 133.0

12354893 true 927.0

5463458053 true 474663.0

11575698667957 false 2558.0

464533441216779 false 19611.0

4398690364646573 false 42838.0

24766754626236234 false 78317.0

234097878978902340 false 202066.0

5117043749469174407 false 1255901.0

45095080578985454453 true 7.338× 106

490627542707888253709 false 1.621× 107

546687784485723498572345 false 4.804× 108
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6 Conclusions

The formulation of AKS algorithm has certainly been a huge result considering
that it was �rst deterministic unconditional polynomial time primality testing
algorithm. It has certainly thrown us some light on one of the oldest problems
confronting mathematics, which is to test whether a given number is prime or
composite.
Although the AKS algorithm is a remarkable theoretical result it is still nowhere
near to be practical since we have better performing probabilistic algorithms (with
very less margin for error). The very fact that the check for whether the num-
ber 45095080578985454453 is prime took as much as around 2 hours shows how
ine�cient it is. And although, there has been considerable work undertaken to
improve the algorithm, most of these have been based on results which haven't
been proven yet.
Considering the situations where these primality testing algorithms are used, like
in cryptography where they have to confront very large numbers, it is an absolute
need to improve its speed to make it more practical and therefore we certainly
believe that there is still a lot of work to be done in this area.
The idea of this project was to present AKS algorithm, its mathematical back-
ground, time complexity and in addition we tested the e�ciency of the algorithm
� this was an opportunity to learn programming in SAGE, which appeared to be
a very powerful implementation tool for these types of algorithms.

7 References

[1] V. Pratt, 1975, 'Every prime has a succinct certi�cate' SIAM Journal on

Computing, vol 4, pp. 214�220.

[2] L. Miller, 1976, 'Riemann's hypothesis and tests for primality' J. Comput.

Sys. Sci., vol 13, pp. 300�317.

[3] M. O. Rabin, 1980, 'Probabilistic algorithm for testing primality', J. Number

Theory, vol. 12, pp. 128�138.

[4] R. Solovay, V. Strassen, 1977, 'A fast Monte-Carlo test for primality' SIAM
Journal on Computing, vol. 6, pp. 84�86.

[5] L.M Adleman, C. Pomerance, R.S. Rumely, 1983, 'On distinguishing prime
numbers from composite numbers', Annals of Mathematics vol. 117, no. 1,
pp. 173�206.

[6] S. Goldwasser, J. Kilian, 1986, 'Almost all primes can be quickly certi�ed',
In Proceedings of Annual ACM Symposium on the Theory of Computing, pp.
316�329.

345



[7] A. O. L. Atkin, 1986, Lecture notes of a conference, Boulder, Colorado.
Manuscript.

[8] M. Agrawal, N. Kayal and N. Saxena, 2002, 'PRIMES is in P'.

[9] George E. Andrews, 1994, 'Number Theory', Dover Publications Inc. New
York.

[10] David S. Dummit, Richard M. Foote, 2004, 'Abstract Algebra', Third Edi-
tion, John Wiley & Sons, Inc.

[11] H. Niederreiter, R. Lidl, 1997, 'Finite Fields', Encyclopedia of mathematics

and its applications, vol. 20.

[12] Joachim von zur Gathen and J�urgen Gerhard. 'Modern Computer Algebra'.
Cambridge University Press, 1999.

346
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Pregledni rad

Apstrakt

Ovaj rad je posvećen rješenju inverznih zadataka za operator

D2 = D2(h,H, α, q);h,H ∈ R̄, α ∈ (0, 1), q ∈ L2[0, π]

Posmatara se spektralni zadatak D2y = λy. Ako je h = H = ∞ operator
ćemo označati sa D2

1, a ukoliko je h = H = 0 operator ćemo označati sa D2
2.

Za operator D2
1 inverzni zadatak je riješen u [2], pri pretpostavci da je α

poznati koeficijent kašnjenja i ukoliko je potencijal q simetričan u odnosu na
tačku π

1+α .

U ovom radu rješavamo kompletan inverzni zadatak, to jest nalazimo broj
α(0, 1) i funkciju q ∈ L2[0, π] bez ograničenja.

In this work we deal with solving the inverse tasks for the operator

D2 = D2(h,H, α, q);h,H ∈ R̄, α ∈ (0, 1), q ∈ L2[0, π]

The spectral task D2y = λy is observed. If h = H = ∞ the operator will be
marked D2

1, and if h = H = 0 the operator will be marked D2
2.

For the operator D2
1, the inverse task is solved in [2], assuming that α is
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a known coheefficient of delay and if the potential q is symmetric with re-
spect to the point π

1+α .

In this work we solve the complete inverse task, i.e. we find the number
α(0, 1) and the function q ∈ L2[0, π] without a limit.

1 Uvod

Posmatramo granične zadatke

−y′′(x) + q(x)y(αx) = λy(x), α ∈ (0, 1) (1)

y′(0)− hy(0) = 0 (2)

y′(π) +Hy(π) = 0 (2′)

Ako je h = H = ∞ operator smo označili sa D2
1,a spektralni zadatak sa

D2
1y = λy.

Pri h = H = 0 operator označavamo sa D2
2, a granični zadatak sa D2

2y = λy.

Razlikujemo sledeća dva inverzna zadataka:

1◦ Ukoliko predpostavimo da na nekom intervalu (π − ε, π); ε > o važi
q(x) ̸= 0 gotovo svuda tada se koeficijent kašnjenja α i potencijal q konstruǐsu
pomoću jednog niza sopstvenih vrijednosti.

2◦ Bez dodatnih pretpostavki na potencijal q o njegovom ponašanju lokalno
sa lijeve strane tačke π koeficijent kašnjenja α i potencijal q konstruǐsemo pomoću
dva niza sopstvenih vrijednosti koji redom odgovaraju operatorima D2

1 i D2
2.

U ovom radu rješavamo inverzni zadatak 2◦.
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2 Analiza direktnog zadatka

Jednačina (1) sa graničnim uslovom y(0) = 0 ekvivalentna je integralnoj
jednačini

y(x, z) = sin zx+
1

z

∫ x

0

q(t1) sin z(x− t1)y(αt1, z)dt1 (3)

Takode jednačina (1) sa uslovom y′(0) = 0 ekvivalentna je integralnoj jednačini

y(x, z) = cos zx+
1

z

∫ x

0

q(t) sin z(x− t1)y(αt1, z)dt1 (3′)

Jednačine (3) i (3′) rješavaju se metodom uzastopnih aproksimacija.

Predhodno uvedimo sledeće funkcije

bs2(x, z) =
∫ x
0
q(t1) sin z(x− t1) sin zαt1dt1

bc2(x, z) =
∫ x
0
q(t1) cos z(x− t1) cos zαt1dt1

bsc(x, z) =
∫ x
0
q(t1) sin z(x− t1) cos zαt1dt1

bcs(x, z) =
∫ x
0
q(t1) cos z(x− t1) sin zαt1dt1

bsk(x, z) =
∫ x
0
q(t1) sin z(x− t1) · bsk−1(αt1, z)dt1, k = 3, 4, ...

bsk−1c(x, z) =
∫ x
0
q(t1) sin z(x− t1) · bsk−2c(αt1, z)dt1, k = 2, 3, ...

bcsk−2c(x, z) =
∫ x
0
q(t1) cos z(x− t1) · bsk−2c(αt1, z)dt1

Rješenja jednačina (3) i (3′) data su sa

y(x, z) = sin zx+
1

z
bs2(x, z) +

1

z2
bs3(x, z) +

∞∑
k=3

1

zk
bsk+1(x, z) (4)

y(x, z) = cos zx+
1

z
bsc(x, z) +

1

z2
bs2c(x, z) +

∞∑
k=3

1

zk
bskc(x, z) (4′)

Diferencirajući u (4′) po promjenjljivoj x dobijamo

dy

dx
(x, z) = −z sin zx+ bc2(x, z) +

1

z
bcsc(x, z) +

∞∑
k=3

1

zk−1
bcsk−1c(x, z) (4′′)
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Karakteristične funkcije Fj operatora D2
j date su sa

F1(z) = sinπz +
1

z
bs2(z) +

1

z2
bs3(z) +

∞∑
k=3

1

zk
bsk+1(z) (5)

F2(z) = −z sinπz + bc2(z) +
1

z
bcsc(z) +

∞∑
k=3

1

zk−1
bcsk−1c(z) (5′)

Koristili smo oznake

bs2(z) = bs2(π, z), bc2(z) = bc2(π, z)
bsk(z) = bsk(π, z), bcsk−1c(z) = bcsk−1c(π, z)

Definǐsimo takozvane prelazne funkcije

q̃j(θ) =


0, θ ∈

(
1+α
2
π, π

)
1

1+αq
(

2θ
1+α

)
, θ ∈

(
1−α
2
π, 1+α

2
π
)

1
1+αq

(
2θ
1+α

)
+ (−1)j 1

1−αq
(

2θ
1−α

)
, θ ∈

[
0, 1−α

2
π
]
, j = 1, 2

(6)

Ovakve funkcije imaju fundamentalnu ulogu u proceduri rješavanja inverznih
zadataka.
Naime,prelazne funkcije su nosioci potencijala q i koeficijenta kašnjenja α.
Uvodenjem prelaznih funkcije dobijamo relacije

bs2(z) =

∫ π

0

q̃1(θ) cos z(π − 2θ)dθ = b(1)c (z) (7)

i

bc2(z) =

∫ π

0

q̃2(θ) cos z(π − 2θ)dθ = b(2)c (z) (7′)

Izmjenom redoslijeda integracije i smjenama promjenjljivih funkciju

bs3(z) =
∫ π
0
q(t1) sin z(π − t1)

∫ αt1
0

q(t2) sin z(αt1 − t2) · sin zαt2dt2dt1

predstavićemo u obliku
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bs3(z) =

∫ π

0

K11(θ, q(θ)) sin z(π − 2θ)dθ = b(1,1)s (z) (8)

gdje je

K11(θ, q(θ)) =
1

2
(K

(1)
1 (θ, q(θ))+K

(2)
1 (θ, q(θ))−K(3)

1 (θ, q(θ))−K(4)
1 (θ, q(θ))) (8′)

Funkcije

K
(1)
1 (θ, q(θ)),K

(2)
1 (θ, q(θ)),K

(3)
1 (θ, q(θ)),K

(4)
1 (θ, q(θ), date su sa

K
(1)
1 (θ, q(θ)) =


0, θ ∈

(
1−α2

2
π, π

]∫ π
2θ

1+α2
q(t1)q

(
2θ
1+α − 1−α

1+α t1
)

dt1
1+α , θ ∈

[
1−α
2
π, 1+α2

2
π
]

∫ 2θ
1−α
2θ

1+α2

q(t1)q
(

2θ
1+α − 1−α

1+α t1
)

dt1
1+α , θ ∈

[
0, 1−α

2
π
] (9)

K
(2)
1 (θ, q(θ)) =


0, θ ∈

(
1+α
2
π, π

]∫ π
2θ

1+α
q(t1)q

(
t1 − 2θ

1+α

)
dt1
1+α , θ ∈

[
1−α2

2
π, 1+α

2
π
]

∫ 2θ
1−α2

2θ
1+α

q(t1)q
(
t1 − 2θ

1+α

)
dt1
1+α , θ ∈

[
0, 1−α2

2
π
] (10)

K
(3)
1 (θ, q(θ)) =


0, θ ∈

(
1−α2

2
π, π

]∫ π
2θ

1−α2
q(t1)q

(
2θ
1−α − t1

)
dt1
1−α , θ ∈

[
1−α
2
π, 1−α2

2
π
]

∫ 2θ
1−α
2θ

1−α2

q(t1)q
(

2θ
1−α − t1

)
dt1
1−α , θ ∈

[
0, 1−α

2
π
] (11)

K
(4)
1 (θ, q(θ)) =


0, θ ∈

(
1+α
2
π, π

]∫ π
2θ

1+α
q(t1)q

(
1+α
1−α t1 −

2θ
1−α

)
dt1
1−α , θ ∈

[
1+α2

2
π, 1+α

2
π
]

∫ 2θ
1+α2

2θ
1+α

q(t1)q
(
1+α
1−α t1 −

2θ
1−α

)
dt1
1−α , θ ∈

[
0, 1+α2

2
π
] (12)

Sasvim analogno funkciju
bcsc(z) =

∫ π
0
q(t1) cos z(π − t1)

∫ αt1
0

q(t2) sin z(αt1 − t2) · cos zαt2dt2dt1
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predstavljamo u obliku

bcsc(z) =

∫ π

0

K12(θ, q(θ))sinz(π − 2θ)dθ = b(1,2)s (z) (13)

gdje je

K12(θ, q(θ)) =
1

2

(
K

(1)
1 (θ, q(θ))−K

(2)
1 (θ, q(θ)) +K

(3)
1 (θ, q(θ))−K

(4)
1 (θ, q(θ))

)
(13′)

K1j ∈ L2[0, π], j = 1, 2

Tada funkcije F1(z) i F2(z) imaju oblik

F1(z) = sinπz +
1

z
b(1)c (z) +

1

z2
b(1,1)s (z) +

∞∑
k=3

1

zk
bsk+1(z) (14)

i

F2(z) = −z sinπz + b(2)c (z) +
1

z
b(1,2)s (z) +

∞∑
k=3

1

zk−1
bcsk−1c(z) (14′)

Asimptotiku nula funkcija Fj(z), j = 1, 2, tražimo u formi

znj = n+
C1j(n)

n
+
C2j(n)

n2
+
C3j(n)

n3
+ o

(
C3j(n)

n3

)
(15)

Radi kraćih zapisivanja koristićemo sledeće brojne nizove

a
(j)
2n =

∫ π
0
q̃j(θ) cos 2nθdθ, b

(j)
2n =

∫ π
0
q̃j(θ) sin 2nθdθ,

b̂
(j)
2n =

∫ π
0
θq̃j(θ) sin 2nθdθ, b

(1,j)
2n =

∫ π
0
K1j(θ, q(θ)) sin 2nθdθ

a
(1,j)
2n =

∫ π
0
K1j(θ, q(θ)) cos 2nθdθ

Uvrštavajući (15) u jednačine Fj(znj) = 0 dobijamo
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C1j(n) =
(−1)j

π
a
(j)
2n (16)

C2j(n) =
(−1)j−1

π
b
(1,j)
2n +

1

π
a
(j)
2n b

(j)
2n − 2

π
a
(j)
2n b̂

(j)
2n (17)

C3j(n) = O(b
(1,j)
2n ) (18)

Koristeći (16), (17) i (18) možemo (15) pisati u obliku

znj = n+
(−1)j

nπ
a
(j)
2n+

1

n2

(
(−1)j−1

π
b
(1,j)
2n +

1

π
a
(j)
2n b

(j)
2n−

2

π
a
(j)
2n b̂

(j)
2n

)
+O

(
b
(1,j)
2n

n3

)
(19)

Kvadriranjem relacija (19) dobijamo asimptotiku sopstvenih vrijednosti opera-
tora D2

j u obliku

λnj = n2 + (−1)j
2

π
a
(j)
2n +

1

n

(
(−1)j−1 2

π
b
(1,j)
2n +

2

π
a
(j)
2n b

(j)
2n − 4

π2
a
(j)
2n b̂

(j)
2n

)
+

+O

(
b
(1,j)
2n

n2

)
, j = 1, 2 (20)

Time smo dokazali sledeći rezultat:

Teorema 1.

Ako su cijele funkcije eksponencijalnog tipa date sa (5) i (5′), tada nule znj imaju
asimptotsko razlaganje (19), a sopstvene vrijednosti imaju asimtotiku (20).
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3 Predstavljanje funkcija Fj pomoću beskonačnih proizvoda

Dobro je poznato iz teorije cijelih funkcija da važe predstavljanja

F1(z) = A1z
∞∏
n=1

(
1− z2

λn1

)
(21)

i

F2(z) = A2

(
1− z2

λ02

) ∞∏
n=1

(
1− z2

λn2

)
(22)

gdje su Aj koeficijenti koji će biti odredeni kasnije.

F1(z) = A1z

∞∏
n=1

(
1− z2

λn1

)
=
A1 sinπz · z

∏∞
n=1(1−

z2

λn1
)

πz
∏∞

n=1(1−
z2

n2 )
=

= sinπz · A1

π

∞∏
n=1

n2

λn1

∞∏
n=1

λn1 − z2

n2 − z2
=

= sinπz · A1

π

∞∏
n=1

n2

λn1

∞∏
n=1

(
1 +

λn1 − n2

n2 − z2

)

A1

π

∞∏
n=1

n2

λn1
= 1 ⇒ A1 = π

∞∏
n=1

λn1
n2

∞∏
n=1

(
1 +

λn1 − n2

n2 − z2

)
= 1 +

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
+

+
1

2

[( ∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2

)2

−
∞∑
n=1

(
λn1 − n2

n2 − z2

)2
]
+ ψ(z)
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Dakle,

F1(z) = sinπz + sinπz
∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
+

+
sinπz

2

[( ∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2

)2

−
∞∑
n=1

(
λn1 − n2

n2 − z2

)2
]
+ sinπz · ψ(z) (23)

Funkcija ψ je odredena ali njen analitički izraz ne navodimo, jer nije asimtot-
ski značajan u poredenju sa sabircima prije njega u (23).

Uvodimo sledeće oznake

a
(1)
0 =

∫ π
0
q̃1(θ)dθ a

(1,1)
0 =

∫ π
0
K11(θ, q(θ))dθ â

(1,1)
0 =

∫ π
0
θK11(θ, q(θ))dθ

b
(1)
c0 (z) =

∫ π
0
q̃1(θ) cos 2zθdθ b̂

(1)
c0 (z) =

∫ π
0
θq̃1(θ) cos 2zθdθ

b
(1)
s0 (z) =

∫ π
0
q̃1(θ) sin 2zθdθ b̂

(1)
s0 (z) =

∫ π
0
θq̃1(θ) sin 2zθdθ

b
(1)
s (z) =

∫ π
0
q̃1(θ) sin z(π − 2θ)dθ b̂

(1)
s (z) =

∫ π
0
θq̃1(θ) sin z(π − 2θ)dθ

Pošto je

λn1 − n2 = − 2
πa

(1)
2n + 1

n

(
2
π b

(1,1)
2n + 2

πa
(1)
2n b

(1)
2n − 4

π2a
(1)
2n b̂

(1)
2n

)
+O

(
b
(1,1)
2n
n2

)
koristeći poznate sume dobijamo

− 2

π

∞∑
n=1

a
(1)
2n

n2 − z2
=

b
(1)
c (z)

z sinπz
−

1
πa

(1)
0

z2

2

π

∞∑
n=1

b
(1,1)
2n

n(n2 − z2)
=
b
(1,1)
s (z)

z2 sinπz
+

2
π â

(1,1)
0 − a

(1,1)
0

z2

2

π

∞∑
n=1

a
(1)
2n b

(1)
2n

n(n2 − z2)
=

1

z2 sinπz

(
b
(1)
c0 (z)− a

(1)
0

)
b(1)s (z) (24)
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− 4

π2

∞∑
n=1

a
(1)
2n b̂

(1)
2n

n(n2 − z2)
= − 2

πz2 sinπz

(
b
(1)
c0 (z)− a

(1)
0

)
b̂(1)s (z)

Definicija 1.

Broj S∗
1 definisan sa

S∗
1 =

∑∞
n=1

{
λn−n2+ 2

πa
(1)
2n − 1

n

[
2
π b

(1,1)
2n + 2

πa
(1)
2n b

(1)
2n − 4

π2a
(1)
2n b̂

(1)
2n

]}
nazivamo prvi

usiljeni regularizovani trag operatora D2
1.

Na osnovu poslednjih relacija dobijamo asimptotiku karakteristične funkcije F1(z)
u obliku

F1(z) = sinπz +
1

z
b(1)c (z) +

1

z2
b(1,1)s (z)+

+
sinπz

z2

(
− S∗

1 −
1

π
a
(1)
0 +

2

π
â
(1,1)
0 − a

(1,1)
0

)
+

+
1

z2

(
b
(1)
c0 (z)− a

(1)
0

)(
b(1)s (z)− 2

π
b̂(1)s (z)

)
+

+
1

2z2 sinπz

(
(b(1)c (z))2 − (b

(1)
c0 (z))

2

)
+ (25)

+
1

πz2

(
b̂(1)s (z)b

(1)
c0 (z)− b(1)c (z)b̂

(1)
s0 (z)

)
+O

(
b
(1)
c0 (z)

z3

)

odnosno

F1(z) = sinπz +
1

z
b(1)c (z) +O

(
b
(1,1)
s (z)

z2

)
(26)
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Koristeći rezultat teoreme 1. i rezultat predhodno provedene analize dokazali
smo sledeći stav:

Teorema 2.

Da bi cijela funkcija, definisana sa (5), odnosno (14), imala asimtotiku (26)
potrebno je i dovoljno da njene nule imaju asimtotiku (19).

Sasvim analogan rezultat dobijamo i za funkciju F2(z).

4 Postavka i rješenje inverznog zadatka

Predpostavimo da su nam data dva niza λnj sopstvenih vrijednosti graničnih za-
dataka

D2
j y = λy, j = 1, 2, λ01 = 0, λ02 ̸= 0

Pod rješenjem inverznog zadatka podrazumijevamo nalaženje koeficijenata
kašnjenja α ∈ (0, 1) i potencijala q ∈ L2[0, π].
Prema potrebnim uslovima za brojeve koji su sopstvene vrijednosti operatora D2

j

slijedi da važi asimtotsko razlaganje

λnj = n2 + (−1)j
2

π
a
(j)
2n +

1

n

(
(−1)j−1 2

π
b
(1,j)
2n +

2

π
a
(j)
2n b

(j)
2n − 4

π2
a
(j)
2n b̂

(j)
2n

)
+

+O

(
b
(1,j)
2n

n2

)
(26)

pri čemu su a
(j)
2n , b

(j)
2n furijeovi koeficijenti nekih funkcijja q̃j ∈ L2[0, π],

b̂
(j)
2n su sinusni furijeovi koeficijenti funkcije θq̃j(θ), a b

(1,j)
2n su sinusni furijeovi ko-

eficijenti nekih funkcija K1j(θ) ∈ L2[0, π].

Podsjetimo se da su prelazne funkcije q̃j definisane sa
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q̃j(θ) =


0, θ ∈

(
1+α
2
π, π

)
1

1+αq
(

2θ
1+α

)
, θ ∈

(
1−α
2
π, 1+α

2
π
)

1
1+αq

(
2θ
1+α

)
+ (−1)j 1

1−αq
(

2θ
1−α

)
, θ ∈

[
0, 1−α

2
π
] (27)

Ovdje je α ∈ (0, 1) broj koji predstavlja koeficijent homogenog kašnjenja, a q je
potencijal operatora.

Postavlja se pitanje jednoznačnog odredivanja koeficijenta α ∈ (0, 1) i
potencijala q ∈ L2[0, π] gdje se jednoznačnost potencijala podrazumijeva
u smislu L2.
Prvi korak u rješenju inverznog zadatka je nalaženje prelaznih funkcija q̃j .

Zbog toga polazimo od sledećih funkcija:

Bj(z) = z sinπz

∞∑
n=1

λnj − n2

n2 − z2
, z ∈ C \ Z (28)

Koristeći (24), (26) i (28) imamo fundamentalne relacije

Bj(z) = b(j)c (z) +O

(
sinπz

z

)
, j = 1, 2 (29)

Proučavaćemo funkcije Bj(z) duž pravih z = m+ ik gdje je m proizvoljan i
fiksiran cio broj a k → +∞.

Radi jednostavnijeg zapisivanja uvodimo sledeće brojne nizove

σ
(j)
n,m,k = (n2 −m2 + k2)2 + 4m2k2

ζ
(j)
n,m,k = −k(λnj − n2)(n2 +m2 + k2)

η
(j)
n,m,k = m(λnj − n2)(n2 −m2 − k2) (30)

α
(j)
m,k = 2k

∫ π

0

a
(j)
2m(θ)shk(π − 2θ)dθ

β
(j)
m,k = 2k

∫ π

0

b
(j)
2m(θ)chk(π − 2θ)dθ
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Na osnovu (28) i (30) dobijamo

Bj(m+ ik) = (−1)mskhπ

∞∑
n=1

ζ
(j)
n,m,k

σ
(j)
n,m,k

+ i(−1)mshkπ

∞∑
n=1

η
(j)
n,m,k

σ
(j)
n,m,k

(31)

S druge strane imamo

b(j)c = (−1)m
{
a
(j)
2mchkπ + α

(j)
m,k + i(−b(j)2mshkπ + β

(j)
m,k)

}
(32)

Sada relacije (29) na osnovu (31) i (32) prevodimo u sistem njima ekvivalentnih
relacija

a
(j)
2m = thkπ

∞∑
n=1

ζ
(j)
n,m,k

σ
(j)
n,m,k

− 1

chkπ
α
(j)
m,k +O

(
kshkπ

m2 + k2

)
(33)

b
(j)
2m =

∞∑
n=1

η
(j)
n,m,k

σ
(j)
n,m,k

+
1

shkπ
β
(j)
m,k +O

(
mshkπ

m2 + k2

)
(33′)

Iz (33) i (33′) dobijamo

a
(j)
2m = lim

k→∞

∞∑
n=1

ζ
(j)
n,m,k

σ
(j)
n,m,k

(34)

b
(j)
2m = lim

k→∞

∞∑
n=1

η
(j)
n,m,k

σ
(j)
n,m,k

(34′)

Na osnovu poslednjih relacija imamo furijeove koeficijente funkcija q̃j(θ)

q̃j(θ) =
a0
2

+

∞∑
m=1

(ã
(j)
2m cos 2mθ + b̃

(j)
2m sin 2mθ), j = 1, 2 (35)

gdje je
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ã
(j)
2m = 2

πa
(j)
2m, b̃

(j)
2m = 2

π b
(j)
2m

Formirajmo nove funkcije

q̃+(θ) =
1

2
(q̃2(θ) + q̃1(θ)) =

{
0, θ ∈

(
1+α
2
π, π

)
1

1+αq
(

2θ
1+α

)
, θ ∈

[
0, 1+α

2
π
] (36)

q̃−(θ) =
1

2
(q̃2(θ)− q̃1(θ)) =

{
0, θ ∈

(
1−α
2
π, π

)
1

1−αq
(

2θ
1−α

)
, θ ∈

[
0, 1−α

2
π
] (36′)

Postavlja se pitanje da li se vrijednost broja α može odrediti.

Stavimo

ν∗ = sup

{
θ ∈ (π

2
, π) : q̃+(θ) ̸= 0 g.s.

}
i

µ∗ = sup

{
θ ∈ (0, π

2
) : q̃−(θ) ̸= 0 g.s.

}
Prema potrebnim uslovima za prelazne funkcije q̃j , jasno je da brojevi ν∗ i µ∗

postoje.

Ukoliko je i µ∗ + ν∗ = π tada stavljajući

1+α
2
π = ν∗ ⇒ α = 2ν∗

π − 1

što znači da je koeficijent kašnjenja α jednoznačno odreden.

Ukoliko je µ∗ + ν∗ < π tj. ∃ε > 0, tako da je µ∗ + ν∗ = π − ε tada
postavljamo jednačinu

1+α
2

(π − ε) = ν∗ ⇒ α = 2ν∗

π−ε − 1

Sa odredenim α i prelaznim funkcijama konstruǐsimo potencijal.

Naime iz (36) i (36′)
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q(t) = (1 + α)q̃+
(
1 + α

2
t

)
, t ∈ [0, π] (37)

ili

q(t) = (1− α)q̃−
(
1− α

2
t

)
, t ∈ [0, π] (37′)

Primjedba 1.
Ukoliko za nadene prelazne funkcije q̃j važi µ

∗+ ν∗ < π, to znači da na ⟨π− ε, π⟩
važi q(t) = 0 g.s., gdje je ε = π − (µ∗ + ν∗)

U protivnom tj. ako je µ∗ + ν∗ = π potencijal q na ⟨π − ε, π⟩
je različit od nule g.s.

Konstruǐsimo operatore D1(α, q) i D2(α, q),a potom odredimo sopstvene vrijed-
nosti λ∗nj tih operatora.

Lako se provjerava da je λ∗nj = λnj , gdje su λnj unaprijed dati brojevi.

Formulǐsimo sada centralni rezultat ovoga rada.

Teorema 3.

Da bi dva niza brojeva λnj , n = 0, 1, 2..., j = 1, 2, λ01 = 0, λ02 ̸= 0 bile
sopstvene vrijednosti operatora Dj(α, q) potrebno je i dovoljno da važe asimp-
totike

λnj = n2 + (−1)j
2

π
a
(j)
2n +

1

n

(
(−1)j−1 2

π
b
(1,j)
2n +

2

π
a
(j)
2n b

(j)
2n − 4

π2
a
(j)
2n b̂

(j)
2n

)
+

+O

(
b
(1,j)
2n

n2

)

gdje su a
(j)
2n , b

(j)
2n furijeovi koeficijenti nekih funkcija q̃j ∈ L2[0, π], b̂

(j)
2n sinusni

furijeovi koeficijenti funkcija θq̃j(θ), b
(1,j)
2n sinusni furijeovi koeficijenti funkcija

K1j(θ) ∈ L2[0, π].
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Apstrakt

Medu geometrijskim �gurama istaknuto mesto ima ugao. Postoje razni

pristupi formiranju ovoga pojma kao i njegovom de�nisanju. U radu je

ukazano kakve sve probleme mogu izazvati razli�citi pristupi ovome pojmu u

�skolskoj nastavi matematike. Dat je i jedan savremeni pristup formiranja

pojma ugla. Posebno je istaknuta nedoslednost u ud�zbeni�ckoj literaturi za

osnovnu �skolu kad je u pitanju formiranje ovoga pojma. Pojam ugla kod

svr�senih u�cenika osnovne �skole nije u potpunosti formiran!

1 Neke istorijske napomene

Pojam ugla je ve�c u davna vremena uveden u gr�cku matematiku, nesumnjivo
preuzet od Vavilonaca, ve�stih u kori�s�cenju uglova zahvaljuju�ci svome dobrom as-
tronomskom iskustvu. No de�nicija ugla (kod Euklida, na primer), kao �sto �cemo
kasnije videti, bila je tautologija (Euklid, anti�cki gr�cki matemati�car iz tre�ceg veka
pre nove ere). Kod gr�ckih i svih evropskih geometri�cara do XVII veka razma-
trani su samo uglovi manji od dva prava ugla. Tek je Ojler (Leonhard Euler,
1707-1783, �svajcarski matemati�car) uveo savremeno poimanje uglova (mereni u
radijanima), koji su dobijali proizvoljnu vrednost - pozitivnu i negativnu. Prav
ugao ozna�cava se slovom d od francuskog droit. Znak < za ozna�cavanje ugla
uveo je Erigon (Pierre H�erigone, 1580-1643, francuski matemati�car i astronom,
latinski: Petrus Herigonius) 1634. godine u knjizi "Cursus mathematicus, nova,
brevi, et clara methodo demonstratus, per notas reales et universaels, citra usum
cujuscunque idiomatis intellectu faciles". U "Trigonometry" Otreda (William
Oughtred, 1575-1660, engleski matemati�car), a posle i kod mnogih drugih autora
znak se transformisao u savremeni ∠. Erigon je normalnost pravih ozna�cavao sim-
bolom ⊥. Oznaku a,b za ugao obrazovan pravim a i b primenjivali su prvo Bine
(Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856, francuski matemati�car i astronom)
(1813), Mebijus (August Ferdinand M�obius, 1790-1868, nema�cki matemati�car i
astronom) (1827) i Favaro (Antonio Favaro, 1847-1922, italijanski matemati�car)
(1879).
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2 Ugao u po�cetnoj nastavi matematike

Dve prave u ravni koje se seku, razbijaju ravan na �cetiri oblasti �cije granice su
poluprave sa po�cetkom u ta�cki preseka. Uzimaju�ci svaku od ovih oblasti zajedno
sa svojom granicom, dobijamo �guru u ravni koju nazivamo ugao. Dakle, ugao je
�gura u ravni koju �cine dve poluprave sa zajedni�ckim po�cetkom, skupa sa obla�s�cu
koju ograni�cavaju. U po�cetnoj nastavi, od dve mogu�ce oblasti koje ograni�cava
par polupravih sa zajedni�ckim po�cetkom, bira se ona koja je konveksna, a �sto
isti�cemo sen�cenjem dela te oblasti. Ove dve poluprave nazivamo krakovima, a
njihov zajedni�cki po�cetak temenom ugla.

U realnoj nastavi poredenje uglova osmi�sljavamo njihovim merenjem uglom-
erom, ili jo�s bolje, merenjem pomo�cu polukru�znog karton�ci�ca bez ikakvih jedinica
mere (podele na stepene).

Posebno se izdvaja onaj slu�caj kad se dve prave seku tako da su sva �cetiri
ugla koji tada nastaju jednaki. Te uglove tada nazivamo pravim a prave u tom
polo�zaju normalnim.

U ranom periodu, ne govorimo o uglu izmedu dve paralelne prave, niti o uglu
�ciji se kraci poklapaju, iako i taj "nulti" ugao ima smisla. Vremenom, u�cenik
shvata da kao �sto se pomo�cu du�zi meri rastojanje ta�caka, da se sli�cno pomo�cu
poredenja uglova porede odstupanja pravaca koje dve prave linije odreduju. U
tom smislu pravci paralelnih pravih imali bi "nulto" odstupanje, tj. podudarali
bi se, dok bi najve�ce odstupanje imali pravci koje odreduju dve normalne prave.

Napomenimo da se u daljoj nastavi uvode i uglovi koji su "izdubljeni", da
se na ugao gleda sa pozicije jedne od dve mogu�ce orijentacije, tj. da se uvode
pozitivni i negativni uglovi, te da se sa idejom o uglu kao veli�cini rotacije, njegov
smisao dalje pro�siruje. Sva ta pro�sirenja nisu u protivre�cnosti sa po�cetnom idejom
o uglu o kojoj ovde govorimo, ve�c se sa njom mogu u potpunosti uskladiti.

3 O problemu de�nicije pojma ugla

Po mi�sljenju merodavnih u nastavi geometrije pojam ugla izaziva najvi�se pote�sko�ca.
Te�sko�ce nastaju delimi�cno i zbog terminolp�skih neta�cnosti, a delimi�cno zbog toga
�sto se tu pojavljuje me�savina od nekoliko matemati�ckih pojmova, koji su nazvani
istim imenom ugao. Ti su pojmovi medusobno razli�citi. Delimi�cno pote�sko�ce nas-
taju i zbog toga �sto je zapravo taj pojam i, realno gledaju�ci, vrlo komplikovan.
Do nedoumice dolazi pre svega �sto nam ista re�c ugao slu�zi za ozna�cavanje poj-
mova koji su vi�se ili manje povezani, ali nisu sasvim identi�cni, kao �sto su: sektor
ravni, par polupravih, neka mera, itd. Razni matemati�cari su de�nisali ugao vrlo
razli�cito, pa ni sad jo�s ne postoji saglasnost, ne samo u na�cinu de�nisanja, nego ni
o samom pojmu ugla. Euklidovi elementi, prva knjiga, prvo poglavlje: De�nicije
(4. vek pre nove ere):

Ugao u ravni je uzajamni nagib dveju linija u ravni, koje se sti�cu i koje ne
le�ze u istoj pravoj.

Ako su linije koje obrazuju ugao prave, ugao se zove pravolinijski.
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Ako prava, koja stoji na drugoj pravoj, obrazuje sa ovom dva susedna jednaka
ugla, svaki od njih je prav, a podignuta prava zove se normala na onoj na kojoj
stoji.

Tup ugao je onaj, koji je ve�ci od pravog.
O�star je onaj, koji je manji od pravog.
Kako se re�c "nagib" ovde javlja u "Elementima" prvi put, ovom de�nicijom

nije pojam ugla sveden na ve�c usvojene ili obja�snjene pojmove. Sem toga, u toj
de�niciji je re�c o linijama koje bi mogle biti i krive, a u matematici je dovoljno
posmatrati pravolinijske uglove, jer umesto ugla obrazovanog dvema krivim mo�ze
se uvek posmatrati ugao obrazovan tangentama tih krivih u njihovoj zajedni�ckoj
ta�cki.

U svom komentaru Euklidovih elemenata, akademik Anton Bilimovi�c (1949,
Prva knjiga), isti�ce:

"Euklidova de�nicija ugla predstavlja sa logi�ckog gledi�sta tautologiju. Pojam
nagiba ne daje ni konkretnu predstavu o uglu, uzimaju�ci naro�cito u obzir da je u
ovoj re�cenici ugao sastavljen od linija koje nisu obavezno prave. Istorijatu pojma
ugla posve�cena je dosta velika literatura. Pojam ugla, prostijeg, pravolinijskog,
treba da bude ra�s�clanjen na pojam geometrijske slike ugla - to su dve poluprave
sa zajedni�ckim krajem - i na metodu, koja omogu�cuje da se slika dovede u vezu
sa brojem, tj. na metriku ugla. Primetimo da Euklid uzima u obzir samo uglove
koji nisu ve�ci od dva prava ugla".

Lagran�z (Joseph Louis Lagrange, 1736-1813) de�ni�se ugao kao razliku dvaju
pravaca (Elementi geometrije, 1794). Bezu (E. B�ezout, 1730-1783) u svom "Te�caju
matematike" (1812) de�ni�se ugao kao "veli�cinu okretanja, koja dovodi jedan krak
u polo�zaj drugoga". Ove dve de�nicije su o�cigledno manjkave, jer prva se zas-
niva na nejasnom pojmu razlike dvaju pravaca (ili, ta�cnije smerova), a druga na
nede�nisanoj "veli�cini okretanja". Sem toga, Bezuova de�nicija, kao i neke druge,
sli�cne, ne odgovara nastojanju da geometriju izgradimo kao nauku o prostoru, u
kojoj apstrahujemo od vremena, dakle i od kretanja.

Hankl (H. Hankel, 1839-1873) u svojoj "Teoriji kompleksnih brojeva" (1867)
de�ni�se ugao kao "lik koji obrazuju dve poluprave koje polaze iz jedne ta�cke".

Hilbert (D. Hilbert, 1862-1943) u svome delu Osnove geometrije (1899), usvaja
u su�stini istu de�niciju i de�ni�se ugao kao "sistem dveju polupravih" koje "polaze
iz jedne ta�cke a pripadaju raznim pravim".

Bertran (J. Bertrand, 1822-1900) de�ni�se u svom delu "Novo razvi�ce elemen-
tarnog dela matematike" (1774) ugao kao deo ravni "koji je zajedni�cki poluravn-
ima koje su ograni�cene njegovim kracima".

Veroneze (G. Veronese, 1854-1917) predla�ze u svojim "Osnovama geometrije"
(1891) da se ugao de�ni�se kao ukupnost polupravih u ravni, koje su "izmedu"
dveju polupravih sa zajedni�ckim po�cetkom.

Milo�s Radoj�ci�c u svojoj knjizi "Elementarna geometrija-osnove i elementi eu-
klidske geometrije" (1961) komentari�su�ci navedene de�nicije pi�se:

Prema dvema poslednjim de�nicijama ugao je povr�s ili oblast, ograni�cena
dvema polupravim, a prema dvema de�nicijama koje stoje ispred njih ugao se
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sastoji iz dveju polupravih i njihovog zajedni�ckog po�cetka i u stvari je izvesna
izlomljena linija, koja ima samo jedno teme. Ako ugao shvatimo kao izlomljenu
liniju nemamo mogu�cnosti da razlikujemo udubljen i ispup�cen ugao. Ovo mo�zemo
samo ako ugao de�ni�semo kao povr�s. I iz drugih razloga potrebno je govoriti o uglu
kao o povr�si. U stvari potrebna su oba pojma. Treba samo izabrati za njih dva
razna naziva. Tako mo�zemo pomenutu izlomljenu liniju nazvati ugaonom linijom,
a pod uglom podrazumevati deo ravni, ograni�cen ugaonom linijom; ili mo�zemo
tu liniju nazvati uglom, a odgovaraju�ci deo ravni ugaonom povr�si (ili ugaonom
obla�s�cu ravni). - Usvajamo ono prvo. To �cinimo ve�c i stoga �sto odgovara vi�se
obi�cnoj upotrebi re�ci "ugao". Na primer, kad uporedujemo uglove po veli�cini i
jedan ugao nazovemo ve�cim od drugoga, ne upredujemo ugaone linije, nego delove
ravni, koji su njima ograni�ceni. I kad sabiramo uglove, sabiramo "ugaone povr�si",
a ne same linije. Isto je kad uglove merimo.

Zbog navedenog M. Radoj�ci�c u svojoj knjizi prvo de�ni�se ugaonu liniju:
Lik koji se sastoji iz jedne ta�cke O i dveju polupravih p i q kojima je O

zajedni�cki po�cetak, a koje pripadaju dvema raznim pravim, naziva�cemo ugaonom
linijom. Ta�cku O naziva�cemo temenom, a poluprave p i q kracima te ugaone
linije.

Nakon dokaza 11 teorema i navodenja 3 de�nicije (uvodi relaciju biti s iste
strane ugaone linije) daje slede�cu de�niciju ugla:

Neka su p i q u izvesnoj ravni α dve poluprave sa zajedni�ckim po�cetkom O
i koje sa�cinjavaju, zajedno s ta�ckom O, ugaonu liniju ili pravu pq. Ukupnost
ta�caka te ugaone linije ili te prave pq i svih ta�caka ravni a, koje su s jedne strane
te ugaone linije ili te prave, naziva�cemo ugao. Zajedni�cki po�cetak polupravih p
i q naziva�cemo temenom tog ugla, poluprave p i q njegovim kracima, a ugaonu
liniju ili pravu pq njegovim rubom.

U ud�zbeniku Matematika za prvi razred zajedni�ckog srednjeg vaspitanja i
obrazovanja (S. Pre�si�c, B. Alimpi�c, 1978. Pokrajinski zavod za izdavanje ud�zbenika,
Novi Sad) autori daju ne�sto modi�kovanu de�niciju ugla. Sli�cno kao M. Radoj�ci�c
prvo uvode pojam ugaone linije (mada u uvodnoj re�cenici poglavlja Ugao, mno-
gougao, diedar, rogalj doslovno pi�su: Medu geometrijskim �gurama koje od ranije
dobro poznajete nalazi se i ugao. Razmatramo sada jo�s neke �cinjenice u vezi sa
uglom. I sada sledi priprema za de�nisanje i samo de�nisanje pojma ugla. Za�sto,
ako je taj pojam dobro poznat od ranije?):

Neka su Op i Oq dve poluprave neke ravni α, sa zajedni�ckom po�cetnom ta�ckom
O. Unija polupravih Op i Oq zove se ugaona linija pOq. Poluprave Op i Oq su
kraci, a ta�cka O teme ugaone linije.

Uo�cimo sada pravu a kojoj pripada krak Op ugaone linije pOq, i neka su aσ
i aσâ�TM poluravni ravni α odredene pravom a. Pri tom pretpostavimo da krak
Oq pripada poluravni aσ. Sli�cno, uo�cimo pravu b kojoj pripada poluprava Oq i
neka su bÏ½ i bÏ½â�TM poluravni ravni α odredene pravom b, uz pretpostavku
da krak Op pripada poluravni bÏ½. Ugao linija pOq deli skup ta�caka ravni α koje
joj ne pripadaju na dva disjunktna dela: σ Ï½ i σâ�TM Ï½â�TM. Ove skupove
zovemo ugaonim oblastima odredenim ugaonom linijom pOq.
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De�nicija ugla. Ugao pOq je unija ugaone linije pOq i jedne od ugaonih oblasti
odredenih ovom ugaonom linijom.

Prema ovoj de�niciji svaka ugaona linija odreduje dva ugla.
Najmanje je razradena ova de�nicija:
Uglom s temenom u ta�cki O ili ravanskim sektorom nazivamo presek onih

dveju poluravni kojih su rubovi, (tj. one prave koje odreduju te poluravni),
razli�citi i prolaze ta�ckom O.

Matematika, Op�sta enciklopedija Larousse: Uglom nazivamo deo ravni ograni�cen
dvema polupravim OA i OB sa zajedni�ckim po�cetkom. Poluprave OA i OB zovu
se kraci ugla; njihov zajedni�cki po�cetak O je teme ugla. Uglom izmedu du�zi AB i
AC nazivamo ugao s temenom A �ciji su kraci poluprave AB i AC. Kraci ugla su
poluprave, �sto zna�ci da se na jednoj strani neograni�ceno produ�zuju, te ugao ne
zavisi od toga koliki su mu stvarno nacrtani kraci.

Ova de�nicija je dobra za crtanje ugla, izrezivanje, merenje, ukratko za "in-
tuitivnu" geometriju dece od 12 do 13 godina. No, ona �ce izazvati velike te�sko�ce
�cim po�cnemo sabirati ve�ci broj dovoljno velikih uglova. Pri tome se �cesto daju
pogre�sna obja�snjenja i de�nicije u kojima se primenjuje merenje po spirali (za
uglove ve�ce od 360Â¹), �sto samo zamagljuje problem i uzrok je toga da se prema
pojmu ugla mnogi po�cinju odnositi kao prema nekoj zamci.

Neke se te�sko�ce mogu izbe�ci ako se rastereti pojam ugla: ugao postaje ne
deo ravni, nego je ugao uredeni par zraka (polupravih) sa zajedni�ckim po�cetkom
(Gustave Choquet, Nastava geometrije,1964).

Dve uredene poluprave sa zajedni�ckim po�cetkom obrazuju orijentisani ugao.
Prva poluprava zove se prvi ili po�cetni krak orijentisanog ugla. Druga poluprava
zove se drugi ili krajnji krak orijentisanog ugla. (Mileva Prvanovi�c, Matematika
za prvi razred stru�cnih �skola).

Re�cnik matemati�ckih termina sa tuma�cenjima, u redakciji V. A. Ditkina:
Ugao - dva zraka (poluprave) koji ishode iz jedne ta�cke. Zraci koji obrazuju

ugao, nazivaju se kracima ugla, a ta�cka iz koje oni ishode - temenom ugla. Pod
ta�ckama ugla podrazumevaju se njegovo teme i sve ta�cke njegovih krakova.

Geometrija za prvi razred gimnazije, Vojislav Mihailovi�c:
Skup od dve poluprave sa zajedni�ckom po�cetnom ta�ckom zove se ugao. Poluprave

su kraci, a zajedni�cka ta�cka je teme ugla. Kraci ugla dele ravan u kojoj le�ze na
dve oblasti, od kojih se jedna zove oblast ugla.)

No, deo te�sko�ca ostaje; one su povezane sa sabiranjem uglova. Da se i te
te�sko�ce izbegnu, mora se u po�cetku uvesti izvesna relacija ekvivalencije na skupu
parova zraka (polupravih) i zatim de�nisati sabiranje u koli�cni�ckom skupu po toj
relaciji. Ta je procedura matemati�cki sasvim korektna, ali je veoma glomazna i
te�sko shvatljiva.

Da se izbegne ta glomaznost, neki autori zahtevaju egzistenciju "mere" na
skupu uredenih parova zraka, kao i aditivnost te mere "za male uglove". Uz
svu prividnu strogost takva je aksiomatika na kraju krajeva pogubna, zato �sto
se u tom slu�caju bri�su bitne razlike izmedu grupe uglova i aditivne grupe R;
na primer, �cinjenica da u prvoj od tih grupa iz jednakosti θ + 0 = 0 ne sledi
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θ = 0; s druge strane ta de�nicija lo�se funkcioni�se ve�c na samom po�cetku u�cenja
elementarne geometrije, jer ne dopu�sta iteraciju vrlo jednostavne operacije kao
�sto je to udvostru�cavanje θ −→ 2θ.

Algebristima �ce se zasigurno u�ciniti da je slede�ca de�nicija idealna:
Primetimo najpre da je skup translacija T ravni π normalni delitelj grupe

kretanja K= (jer je translaciji konjugovana transformacija, s obzirom na neku
izometriju, opet translacija). Koli�cni�cku grupu K=/T zovemo grupom uglova.
Ako je f kretanje, tada klasu kojoj ono pripada u koli�cni�ckoj grupi zovemo uglom
kretawa f . Za bilo koji par (A,B) zraka ravni π ozna�cimo sa f kretanje koje
prevodi A u B i de�ni�semo ugao (A,B) =ugao od f .

Ova de�nicija pretpostavlja dobro poznavanje algebarske teorije grupa. Slede�ca
de�nicija je opipljivija, identi�kuje uglove s rotacijom oko neke ta�cke O:

Za svaku ta�cku O iz π uglom s vrhom u O zovemo svaku rotaciju oko O.
Za bilo koji par (A,B) zraka sa zajedni�ckim po�cetkom O, uglom tog para

zovemo rotaciju koja prevodi A u B. Taj ugao ozna�cavamo sa AB.
Skup uglova s vrhom u ta�cki O nije dakle ni�sta drugo nego skup svih rotacija

s centrom O. Prema tome, to je komutativna grupa. Tradicionalano usvojena
aditivna simbolika za grupovnu operaciju u toj grupi opravdana je time �sto pojam
mere ugla otkriva tesnu vezu izmedu sabiranja realnih brojeva i sabiranja uglova.
Pojam ugla bio bi gotovo nekoristan ako ne bismo znali uporedivati uglove s
raznim vrhovima. Takvu komparaciju nam omogu�cuju translacije.

U matematici se katkada primenjuju i de�nicije kojima se izla�ze proces nas-
tanka predmeta, geneti�cke de�nicije:

Poluprava a okre�ce se u ravni oko ta�cke A dok ne padne na polupravu b.
Deo ravni koju poluprava na taj na�cin prelazi zove se ugao. Poluprave a i b
zovu se kraci, a ta�cka A teme ugla. (Zlatko �Sporer, O de�nicijama u matematici,
Matematika, br. 1, 1987.)

Isti autor navodi i slede�ce de�nicije ugla:
Ugao je �gura koja se sastoji od dve poluprave koje imaju zajedni�cko teme.
Ugao je deo ravni izmedu dve poluprave koje imaju zajedni�cko teme.
Sistem od dva zraka gA i hA koji izlaze iz iste ta�cke A zovemo uglom: <

(gA, hA). A zoveme teme ugla, a zrake gA i hA njegovim kracima.
Dve poluprave x i y s istom po�cetnom ta�ckom O dele ravan na dva dela. Svaki

se deo zove ugao. Ugao je trojka (x, y, π0) koju �cine dve poluprave sa zajedni�ckom
po�cetnom ta�ckom i jedan od dva dela ravni koju odreduju te poluprave.

Rotacijom oko svoje po�cetne ta�cke zrak opisuje lik koji zovemo uglom, a bilo
koja njegova ta�cka, osim po�cetne pri tome opisuje lik koji zovemo luk.

Ugao ∠(h, k) ili ∠(k, h) jeste par koji grade dve razli�cite poluprave h i k koje
imaju zajedni�cki po�cetak O i ne pripadaju istoj pravoj. Ta�cka O zove se teme
(vrh), a poluprave h i k kraci posmatranog ugla.

Neka su A,B,C bilo koje tri date nekolinearne ta�cke prostora. Presek (za-
jedni�cki deo) poluravni π1 i π2 zovemo uglom i ozna�cavamo ga sa ∠BAC ili
∠CAB. (Poluravan ima granicu pravu AC i sadr�zi polupravu AB, poluravan ima
za granicu pravu AB i sadr�zi polupravu AC).
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Ureden par polupravih (x1, x2) s po�cetnom ta�ckom O ozna�cavamo sa ∠(x1ox2)
i nazivamo uglom u ta�cki O.

Klasu svih ekvivalentnih uredenih parova polupravih nazivamo uglom sa vrhom
u ta�cki O.

A. V. Pogorelov (istaknuti ruski matemati�car) u svojoj knjizi Predavanja iz
osnova geometrije (Harkov, 1959.), pre de�nicije pojma ugla dokazuje tri teoreme
koje se odnose na uzajamni polo�zaj zrakova (polupravih) u pramenu:

Teorema 1: Neka iz ta�cke O polaze dve poluprave a i b koje ne pripadaju
jednoj pravoj. Ako poluprava h koja polazi iz ta�cke O se�ce odse�cak AB s krajevima
na polupravim a i b, tada ona se�ce i ma koji drugi odse�cak s krajevima na tim
polupravim.

Teorema 2: Neka su h, k, l tri zraka (poluprave) u ravni koji polaze iz
ta�cke O. Ako zraci k i l le�ze u jednoj poluravni odredenoj zrakom h i njegovim
produ�zetkom , tada se jedan od tri zraka nalazi izmedu dva ostala.

Teorema 3: Neka imamo �cetiri zraka koji polaze iz ta�cke O: h, k, l, m. Ako
se l nalazi izmedu h i m, a k izmedu h i l, tada se k nalazi izmedu h i m. Ako se
k i l nalaze izmedu h i m, tada se k nalazi ili izmedu l i m ili izmedu h i l.

De�nicija: Neka su h i l zraci koji polaze iz jedne ta�cke O i ne pripadaju
jednoj pravoj. Uglom (h, l) zva�cemo skup svih zrakova koji polaze iz ta�cke O i
le�ze izmedu zrakova h i l. Zraci h i l zovu se kraci ugla, a ta�cka O teme ugla.

U ud�zbeniku Matematika za prvi razred srednjeg obrazovanja i vaspitanja (V.
Stojanovi�c, D. Lipovac, V. Sotirovi�c - Nau�cna knjiga, Beograd,1987.) u poglavlju
Neke zna�cajne �gure pojam ugla se uvodi dvema de�nicijama:

Neka su pα i q poluravni jedne ravni i neka se ivice p i q seku u ta�cki O.
Presek ovih poluravni naziva se konveksan (ispup�cen) ugao sa temenom O.

Unija dve poluravni jedne ravni sa neparalelnim ivicama, naziva se nekon-
veksan (konkavan) ugao. Time, naravno, nisu iscrpljene sve de�nicije ugla, a
navedenim smo �zeleli pokazati raznovrsnost de�nicija (naravno, medu njima ima i
ekvivalentnih) jednog te istog pojma, koja se javlja u stru�cnoj literaturi. Svakako,
ve�ci broj de�nicija istog pojma nije pravilo nego izuzetak.

Neosporno je, medutim, bez obzira na to kako shvatamo ugao (kao deo ravni,
ureden par polupravih, kao presek dveju poluravni ...), da je ugao geometrijska
�gura. Svaki put kad mo�zemo odabrati od vi�se de�nicija, name�ce se pitanje koju
de�niciju upotrebiti, koja je najpogodnija. Odgovor na to pitanje nije ba�s jednos-
tavan, jer zavisi od vi�se elemenata. Svakako je potrebno uzeti u obzir stru�cnost
de�nicije, jer gotovo svaka ima svoje dobre i lo�se osobine. Pri izboru de�nicije vrlo
je va�zna i njena pedago�sko-didakti�cka posebnost, jer de�nicija mora biti primer-
ena dobu i nivou u�cenika da bi je on mogao shvatiti, a zatim i nau�citi jer je njemu
i namenjena. Izbor je uz to, ne zaboravimo, donekle i subjektivan �cin autora tek-
sta odnosno predava�ca. Ovisi o njegovim li�cnim gledanjima na odredeno podru�cje
matematike, o njegovim sklonostima, njegovom ukupnom znanju i iskustvu.

Posebno bismo upozorili na pedago�sku stranu problema jer se ona u praksi
ponekad zanemaruje. Naime, autor odnosno predava�c koji nema dovoljno pedago�skog
iskustva i znanja pri izboru de�nicije (i ne samo de�nicije, ve�c i u op�stem pristupu
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gradivu) odabra�ce najegzaktniju de�niciju, sa strogo stru�cne strane besprekornu.
Na taj se na�cin autor "osigurao" od eventualnih prigovora kolega da se nije pre-
cizno izrazio. Pri tom je, naravno, zanemario samo jednu "sitnicu": takva je
de�nicija u�cenicima prete�ska, oni je ne razumeju. U na�sim je primerima de�nicija
ugla verovatno stru�cno najpreciznija ona s klasom ekvivalencije, no ako bismo je
primenili, na primer, u osnovnoj �skoli o�cito bismo na�cinili proma�saj u pedago�skom
smislu jer je u�cenici (bar ve�cina njih) ne bi mogla razumeti. Stoga smatramo
pedago�ski opravdanim da se neki (razumljivo, ne svaki) pojam na jedan na�cin
de�ni�se, na primer, u ni�zim razredima osnovne �skole, malo preciznije u vi�sim
razredima, jo�s ta�cnije u srednjoj �skoli, a mo�zda bismo tek na fakultetu primenili
posve strogu de�niciju. Pri tome je jasno da de�nicija ni na jednom nivou, ma
koliko pojednostavljena, ne sme biti pogre�sna, ne sme dati neta�cnu predstavu o
pojmu koji de�ni�semo. Mo�ze biti samo nepotpuna, nedovoljno precizna.

Va�zno je takode da se odgovaraju�ca de�nicija u tekstu, knjizi, na predavanju
izlo�zi na pravom mestu i u pravo vreme, ni prerano (dok u�cenici nisu ovladali
potrebnim pojmovima) ni prekasno (kada su pojam koji se de�ni�se tako dobro
upoznali da je de�nicija gotovo suvi�sna). Listaju�ci razne ud�zbenike, lako �cemo
na�ci niz primera u kojima de�nicija nije na pravom mestu tako da sa njom nismo
postigli ono �sto smo trebali i �sto smo �zeleli i mogli posti�ci.

Kada je re�c o de�nicijama, valja napomenuti da se ume�snost autora odnosno
predava�ca ogleda i u tome da neke pojmove i ne de�ni�se, da izbegne de�niciju, a
u�cenike upozna s pojmom i njegovim svojstvima putem prakti�cne primene samog
pojma. To se odnosi na pojmove koji su u�cenicima intuitivno i kroz primenu
jasni, a nije ih ba�s jednostavno ispravno de�nisati.

4 Grupa uglova

Ovde �ce biti re�ci o jednoj od najva�znijih grupa, �cije izu�cavanje po�cinje jo�s u
osnovnoj �skoli. Podeljena su mi�sljenja medu metodi�carima matematike o tome
kako treba najracionalnije obradivati ovu grupu u srednjim �skolama. Ovaj na�s
pogled na ovu problematiku mogao bi da bude povod za jednu op�sirniju stru�cnu
raspravu o grupi uglova. Ovde �cemo ukratko izlo�ziti osnovne ideje kojim smo se
koristili u radu na formiranju pojma ugla kod u�cenika zavr�snih razreda osnovne
�skole.

Kada prou�cavamo grupu uglova, moramo znati odgovoriti na slede�ca tri pi-
tanja:

1. �Sta je ugao?

2. Kako uglove sabiramo?

3. Kako uglove merimo?

Analizirajmo najpre odgovore na ta tri pitanja koje nam nude ud�zbenici
matematike za osnovnu i srednje �skole. Kao odgovor na prvo pitanje naj�ce�s�ce,
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kao �sto se vidi iz prethodnog poglavlja, se nudi jedna od slede�ce tri de�nicije:

1. Ugao je �gura koja se sastoji od dve poluprave koje imaju zajedni�cki po�cetak,

2. Ugao je deo ravni izmedu dve poluprave koje imaju zajedni�cki po�cetak,

3. Ugao je luk koji odreduju dve poluprave na krugu �ciji je radijus jednak
jedan, a centar je u zajedni�ckom po�cetku datih pravih.

Ove tri de�nicije ilustrovane su slede�cim skicama:
Poku�sajmo pa�zljivo analizirati navedene tri de�nicije. Verujemo da nije lako

pokazati njihovu ekvivalentnost i da nisu podjednako pogodne ako se �zeli dati,
koliko toliko, precizan odgovor na ostala dva postavljena pitanja, tj. na sabiranje,
odnosno merenje uglova. Jo�s je ve�ci izbor razli�citih odgovora na drugo pitanje.
Tako je, na primer (slika b).) "o�cigledno" �sta je zbir uglova S1 i S2 . To �ce
biti S1 ∪ S2 = Π, gde je Π ravan koju odreduju date poluprave. Mo�zemo, dakle,
pisati S1 ∪ S2 = S1 + S2 = Π. Dalje, takode je "o�cigledno" �sta je na primer
(S1+S2)+S1 . Analognim "zaklju�civanjem" je o�cigledno da je zbir 2n+1 pravih
uglova jednak ravni Π, n ≥ 2. Sli�cne nedore�cenosti nalazimo u ud�zbenicima koji
polaze od de�nicije 1, odnosno 3. Sli�cna je situacija ako �zelimo dobiti odgovor na
tre�ce pitanje. U na�sim ud�zbenicima navode se slede�ce re�cenice:

"Ima vi�se osnovnih jedinica za merenje uglova."
"Jedinica za merenje uglova je ugao koji je 360-ti deo punog ugla; ta jedinica

se zove stepen."
"Ugao �ciji je luk jednak radijusu kojim je taj luk opisan oko temena ugla

naziva se radijan. Radijan je lu�cna mera ugla."
Pa�zljivi u�cenik se ne mo�ze zadovoljiti sa ponudenim odgovorima. U njima je

mnogo toga nedore�ceno i neprecizno. Ako se i uva�ze neki metodi�cko-pedago�ski
razlozi, onda jo�s uvek ostaje da u ve�cini slu�cajeva nije dat nikakav odgovor na
postavljeno pitanje. Imamo ose�caj da se potcenjuje nivo sposobnosti shvatanja
na�sih u�cenika.

4.1 Grupa izometrija

U izgradnji grupe uglova polazimo od grupe izometrija. Navedimo neke �cinjenice
o izometrijama ravni. Preslikavanje f ravni Π na Π nazivamo izometrijom, ili
izometrijskim preslikavanjem ako se pri tom preslikavanju �cuva rastojanje, tj. ako
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je d(A,B) = d(f(A), f(B)) za sve A,B ∈ |Pi. Dakle, ako je f izometrija, onda
je rastojanje ta�caka A i B jednako rastojanju ta�caka f(A) i f(B).

Kao �sto je dobro poznato, svaka izometrija ravni:

1. Du�z preslikava u du�z. Sredi�ste du�zi AB u sredi�ste du�zi f(A)f(B).

2. Ako je T ∈ AB, onda je f(T ) ∈ f(A)f(B).

3. Pravu preslikava u pravu.

4. Dve paralelne prave preslikava u paralelnne prave.

5. Poluravan preslikava u poluravan.

Ozna�cimo sa I skup svih izometrija ravniΠ , a sa ◦ operaciju kompozicije izometrija.
Ureden par (I, ◦) je grupa koju nazivamo grupom izometrija ravni Π. Kra�ce
ka�zemo: I je grupa izometrija. Izometriju ravni korisno je ponekad zvati kretan-
jem.

Fiksnom ta�ckom izometrije f ravni Π nazivamo svaku ta�cku A za koju je
f(A) = A. U pojedinim ud�zbenicima dokazane su slede�ce dve teoreme o �ksnim
ta�ckama.

1. - -Neka je f izometrija ravni Π za koju su A, B i C �ksne ta�cke. Ako ta�cke
A, B i C ne le�ze na jednoj pravoj, onda je f = iΠ, tj. svaka ta�cka ravni Π
je �ksna ta�cka.

2. - -Neka je f izometrija ravni Πza koju su ta�cke A i B �ksne ta�cke, A ̸=
B, f ̸= iΠ. Tada je fsimetrija ravni s obzirom na pravu koja prolazi ta�ckama
A i B.

Rotacijom ravni Π oko ta�cke O, O ∈ Π, nazivamo svaku izometriju ravni kojoj
je ta�cka O jedina �ksna ta�cka. Dalje, identi�cko preslikavanje ravni iΠ smatramo
rotacijom.

Ozna�cimo sa R(O) skup svih rotacija ravni Π oko ta�cke O. Vredi slede�ca
teorema:

1. - -Svaka rotacija ravni je kompozicija dveju osnih simetrija; dakle R(O) =
fO ◦ gO (fO i gO su osne simetrije �cije ose prolaze ta�ckom O).

Za skup rotacija R(O) vredi:

1. Ako su f i g elementi skupa R(O), onda je i f ◦ g ∈ R(O).

2. Ako su f, g , h ∈ R(O), onda je (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) .

3. iΠ ∈ R(O) i iΠ ◦ f = f ◦ iΠ = f za svaku rotaciju f .

4. Ako je f ∈ R(O), onda postoji f−1 i f−1 ∈ R(O).

5. Ako je f, g ∈ R(O), onda je f ◦ g = g ◦ f.

Zna�ci, (R(O), ◦) je komutativana grupa.
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4.2 Ugao

Ozna�cimo sa S skup svih polupravih ravni Π sa po�cetkom u ta�cki O. Svaka
takva poluprava se�ce krug K (O, r)u samo jednoj ta�cki.

Skup S × S je skup svih ureðenih parova polupravih. Setimo se da za dva
ureðena para, na primer, (x1, x2) i (x′1, x

′
2) ka�zemo da su jednaka onda i samo

onda ako je x1 = x′1 ∧ x2 = x′2. U skupu S × S svih ureðenih parova polupravih
de�niÅ�imo relaciju ≈ na slede�ci na�cin: Ureðen par polupravih (x1, x2) je u
relaciji ≈ sa ureðenim parom (y1, y2) tj. (x1, x2)≈(y1, y2) ako postoji rotacija
f, f ∈ R(O), koja preslikava polupravu x1 na x2 i y1 na y2. Upravo de�nisana
relacija je relacija ekvivalencije, tj. vredi:

1. (x1, x2) ≈ (x1, x2) ,

2. ((x1, x2) ≈ (y1, y2)) ⇒ ((y1, y2) ≈ (x1, x2)) ,

3. [(x1, x2) ≈ (y1, y2) ∧ (y1, y2) ≈ (z1, z2)] ⇒ ((x1, x2) ≈ (z1, z2)) .

Dakle, relacija ≈ je re�eksivna, simetri�cna i tranzitivna.
Koji je intuitivni smisao uvoðenja relacije ekvivalencije ≈? Mi bismo hteli

re�ci da, na primer, ureðeni parovi (x1, x2) i (y1, y2) na prethodnoj slici odreðuju
isti ugao i, prema tome da mo�zemo pisati ∠ (x1Ox2) = ∠ (y1O y2) .Meðutim,
uredeni parovi (x1, x2) i (y1, y2) medusobno su razli�citi, i prema tome, ne vredi
(x1, x2)=(y1, y2). Kad god se nalazimo pred sli�cnim problemom, onda izlaz
tra�zimo tako da umesto jednakosti de�niÅ�emo ekvivalentnost elemenata datog
skupa. Upravo u takvim situacijama uvodenje relacije ekvivalencije dobija puno
opravdanje. Relacija ≈ je relacija ekvivalencije u skupu S × S svih uredenih
parova polupravih ravni Π sa po�cetkom (temenom, vrhom) u ta�cki O, O ∈ Π. Ta
relacija ekvivalencije prirodno proizvodi razbijanje skupa S × S na klase ekviva-
lencije (particije). U istoj klasi ekvivalencije skupa S×S nalaze se svi medusobno
ekvivalentni uredeni parovi polupravih. Svaki �clan particije, tj. klasu svih ek-

vivalentnih parova polupravih nazivamo uglom sa temenom u ta�cki O.

Prema tome, koli�cni�cki skup S × S/ ≈,tj. skup klasa ekvivalencije je skup uglova
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sa temenom u ta�cki O. Ozna�cimo taj skup sa Υ(O) . Ä�esto �cemo izabrati nekog
predstavnika ugla, tj. ureden par polupravih, i re�ci za njega da je ugao. Naravno,
moramo biti svesni nepreciznosti takvog na�cina govora.

Za neke uglove uvodimo posebne nazive, na primer:

1. ∠ (x1Ox1) je ugao nula (nula ugao).

2. ∠ (x1Ox2) je pravi ugao ako je x1⊥ x2, tj. prava koja sadr�zi x1 okomita
je na pravu koja sadr�zi x2. (Prava y je okomita na pravu x ako se simetrijom
s obzirom na pravu x preslikava na samu sebe.)

3. ∠ (x1Ox2) je ispru�zen ugao ako je x1
∪
x2 prava.

4.3 Sabiranje uglova

De�nisa�cemo sabiranje + u skupu Υ(O) tako da �ce (Υ (O) , +) biti komutativna
grupa. Istaknimo odmah bitno svojstvo te grupe. Grupa Υ(O) izomorfana je
sa grupom rotacija R (O). Upravo postojanje tog izomor�zma jedan je od bitnih
razloga da neki matemati�cari de�ni�su uglove kao rotacije. Sa stanovi�sta teorije
grupa takvoj de�niciji nema prigovora.

Neka su data dva ugla, na primer ∠ (x1Ox2) i ∠ (z1O z2). To zna�ci da
je ureden par polupravih (x1, x2) predstavnik ugla ∠ (x1Ox2). Umesto pred-
stavnika drugog ugla mo�zemo odabrati novog predstavnika. Naime, ako se z1
rotacijom f preslika na z2, onda �ce se tom istom rotacijom x2 preslikati na
polupravu koju ozna�cimo sa y2. Dakle,

∠ (z1O z2) = ∠ (y1O y2) , y1 = x2.

De�ni�simo sabiranje uglova:
∠ (x1Ox2)+ ∠ (x2O y2) = ∠ (x1O y2) .
To �ce biti ujedno i zbir uglova ∠ (x1Ox2) i ∠ (z1O z2). Dakle, zbir dva ugla

de�ni�semo tako da najpre izaberemo predstavnike tih uglova i njihov zbir �ce biti
predstavnik ugla koji je zbir datih uglova. Ako de�ni�semo sabiranje uglova na
opisani na�cin, onda vredi:

1. Neka su ∠ (x1Ox2) i ∠ (y1O y2) uglovi, onda je i ∠ (x1Ox2)+∠ (y1O y2)
ugao koji pripada skupu Y (O).

2. [∠ (x1Ox2) + ∠ (y1O y2)]+∠ (z1O z2) = ∠ (x1Ox2)+[∠ (y1O y2) + ∠ (z1O z2)] .

3. ∠ (x1Ox2)+∠ (y1O y1) =∠ (x1Ox2).

4. ∠ (x1Ox2)+∠ (x2Ox1) =∠ (x1Ox1).

5.∠ (x1Ox2) + ∠ (y1O y2) = ∠ (y1O y2) + ∠ (x1Ox2) .
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Dakle, zbir uglova je ugao. Sabiranje uglova je asocijativno. Postoji nula ugao
za koji vredi 3. Za dati ugao ∠ (x1Ox2) postoji ∠ (x2Ox1) i njihov zbir je nula
ugao. Sabiranje uglova je komutativno. Navedena svojstva sabiranja uglova su
neposredna posledica de�nicije sabiranja i svojstava rotacije. Istaknimo da zbir
ne zavisi o izboru predstavnika. (Υ (O) , +) je komutativna grupa, gde je Υ (O)
skup uglova sa temenom u ta�cki O, a + operacija sabiranja uglova.

Oduzimanje uglova i mno�zenje uglova sa celim brojevima sprovodi se prema
shemi kako se to radi u bilo kojoj komutativnoj grupi.

Uz svaku ta�cku O ravni Π vezana je grupa uglova Υ(O). Sad se, prirodno,
name�ce slede�ce pitanje: Kakva je veza izmedu grupa koje su vezane za razli�cite
ta�cke ravni? Odgovor na to pitanje vrlo je jednostavan. Naime, grupe Υ(O) i
Υ(O ′) su izomorfne, O, O ′ ∈ Π.

Objasnimo malo detaljnije kako dolazimo do izomor�zma tih grupa. Naime,
ta�ckama O i O ′ jednozna�cno je odreden vektor �ciji je predstavnik orijentisana

du�z
→
OO ′. Ozna�cimo taj vektor sa

→
a . Vektorom

→
a odredena je translacija ravni

Π, i tu translaciju ozna�cimo sa T, T(O) = O ′.Neka je α ugao sa temenom u
ta�cki O, α ∈ Υ(O), tj. α = ∠ (x1Ox2), gde je ureden par polupravih (x1, x2)
predstavnik ugla α. Translacija T je izometrija, i neka se poluprava x1, odnosno
x2 tom izometrijom preslika na polupravu y1, odnosno y2. Ureden par polupravih
(y1, y2) neka bude predstavnik ugla β, β ∈ Υ(O ′).Pridru�zimo uglu α ugao β.
Uo�cimo da je x1||y1 i x2||y2. Za upravo opisano pridru�zivanje α 7→ β uobi�cajeno
je re�ci: Â¿Uglovi sa paralelnim kracima su jednakiÂ¾. Interesantno je dati pravu
interpretaciju toj teoremi u smislu de�nicije ugla koju smo ovde usvojili.

Dakle, svakom uredenom paru polupravih sa po�cetkom u ta�cki O translacijom
T prudru�zen je ureden par polupravih sa po�cetkom u ta�cki O ′. Prema tome,
tim preslikavanjem indukovano je preslikavanje koje svakom uglu sa temenom u
ta�cki O pridru�zuje ugao sa temenom u ta�cki O ′. Ozna�cimo to preslikavanje sa
h, h : Υ (O) → Υ(O ′). Preslikavawe h je upravo tra�zeni izomor�zam grupa.

Naime, nije te�sko proveriti da je h monomor�zam i epimor�zam, tj. h je bijek-
cija sa Y (O) na Υ(O ′) . Da je preslikavawe h dobro de�nisano �sto se grupovnih
operacija ti�ce, lako se mo�ze pokazati ako se imaju na umu svojstva grupe rotacija
i grupe translacija. Trebalo bi pokazati da vredi:

h
[
∠ (x1Ox2) + ∠

(
x′1Ox

′
2

)]
= h (∠ (x1Ox2)) + h

(
∠
(
x′1Ox

′
2

))
,

gde su ∠ (x1Ox2) i ∠ (x′1Ox
′
2) bilo koja dva ugla iz Υ(O).

Kod Â¿gra��ckog sabiranja uglovaÂ¾ postupa se na slede�ci na�cin: odabere se
bilo koja ta�cka ravni; zatim, ako treba sabrati dva ugla (predstavnike uglova)
nademo pomo�cu translacije njihove pripadne slike u odabranoj ta�cki i izvr�simo
sabiranje.

U sli�cnoj situaciji nalazimo se kada prou�cavamo vektorski prostor usmerenih
du�zi koje imaju zajedni�cki po�cetak (radijus-vektor), V 2 (O), i vektorski pros-
tor V 2 svih usmerenih du�zi ravni Π. Ako �zelimo sabrati dva vektora ravni Π,
onda odaberemo njihove predstavnike, tj. usmerene du�zi, i to takve predstavnike
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da te orijentisane du�zi imaju isti po�cetak, a to zna�ci da pripadaju istom vek-
torskom prostoru radijus-vektora. Zbir tih predstavnika je predstavnik vektora
koji je zbir zadatih vektora. Sve radijus-vektore koji nastaju iz zadatog radijus-
vektora pomo�cu translacija progla�savamo ekvivalentnim, i to �ce biti vektor ravni
Π(Â¿slobodni vektorÂ¾). Malopre opisani izomor�zam h omogu�cava nam da se
nademo u sli�cnoj situaciji. Pomo�cu translacija progla�savamo uglove ekvivalent-
nim, i na taj na�cin se oslobodimo da moramo ugao vezati za zadatu ta�cku (teme).
Dobro je misliti na izgradnju vektorskog prostora svih usmerenih du�zi ravni Π,
pa se sli�cnim postupkom rukovoditi u izgradnji grupe uglova Υu ravni Π.

Istaknimo jo�s jednom povezanost rotacija i uglova. Naime, svaka poluprava sa
po�cetkom u ta�cki O se�ce krug K (O, r) u jednoj ta�cki. Poluprave uredenog para
(x1, x2) seku krug u dve ta�cke, recimo A1 i A2.

Postoji jedna i samo jedna rotacija f, f ∈ R (O), koja preslikava ta�cku A1

na ta�cku A2, tj. koja preslikava polupravu x1 na x2. Prema tome, tu rotaciju
fmogli bismo zadati pomo�cu ta�caka A1 i A2, odnosno pomo�cu polupravih x1 i x2.
Medutim, tu istu rotaciju fodreduju i neki drugi uredeni parovi polupravih. Svi
uredeni parovi polupravih koji odreduju rotaciju fmedusobno su ekvivalentni, tj.
pripadaju istom uglu. Zato se, npr., za rotaciju fka�ze: Â¿Rotacija za ugao ...Â¾.
Prema shvatanjima nekih savremenih matemati�cara, ugao koji odreduje ureden
par polupravih (x1, x2) je rotacija koja preslikava x1 na x2.

4.4 Merenje uglova

Skup svih realnih brojeva ℜ je komutativna grupa s obzirom na uobi�cajeno sabi-
ranje realnih brojeva. Sa uobi�cajenom topologijom prave to je i topolo�ska grupa,
tj. sabiranje je neprekidna funkcija, odnosno preslikavanje xα → x, x ∈ ℜ je
neprekidno. Ta topolo�ska grupa je i povezana. Jedine njene topolo�ske podgrupe
(zatvoreni podskupovi) su oblika r·Z, r ∈ ℜ; Zje skup celih brojeva. Takve su, na
primer, podgrupe Z, 2Z = {2z | z ∈ Z } , 2πZ = {2πz | z ∈ Z } , itd. Koli�cni�cka
ili faktor-grupa ℜ/rZ = {x · Z |x ∈ ℜ} r ̸= 0 takode je topolo�ska grupa, prostor
te grupe je homomorfan sa krugom.

Prirodni homomor�zam

f : ℜ → ℜ/rZ, f (x+ y) = f (x) + f (y)

je neprekidno i otvreno preslikavanje. Grupe ℜ/r1Z i ℜ/r2Z su izomorfne,
r1 · r2 ̸= 0. Ozna�cimo sa C multiplikativnu topolo�sku grupu svih kompleksnih
brojeva z za koje je | z | = 1. Grupa C izomorfna je sa grupom R svih rotacija
ravni Π oko date ta�cke, npr. ta�cke O. Dalje je grupa C izomorfna sa grupom
Υ(O); Υ(O) je grupa uglova sa temenom u ta�cki O. Dakle vredi:

ℜ f−→ ℜ/rZ ≈C≈ R ≈ Υ(O), r ̸= 0.
Prirodni homomor�zam f : ℜ → ℜ/rZ i nenazna�ceni izomor�zmi daju ho-

momor�zam topolo�skih grupa h,
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h : ℜ → Υ(O) , h (x+ y) = h (x) + h (y) .

Homomor�zam h nije jednozna�cno odreden sa grupama ℜ i Υ(O). To se lako
vidi na taj na�cin kad se bilo koji topolo�ski automor�zam grupe ℜ ukomponuje sa
datim homomor�zmom h.

Bilo koji topolo�ski automor�zam f :
f (x+ y) = f (x) + f (y) x, y ∈ ℜ oblika je f (x) = ax , a ∈ ℜ.
Dakle, ako je h : ℜ → Υ(O), onda je h ◦ f takode homomor�zam topolo�ske

grupe ℜ na topolo�sku grupu Υ(O). O skupu svih takvih homomor�zama mo�ze se
vi�se saznati ako se upozna sa Pontrjaginovom teorijom dualiteta. Svaki homo-

mor�zam topolo�ske grupe ℜ na topolo�sku grupu Υ(O) nazivamo merom

uglova. Jasno je da se tu zapravo radi o reprezenatciji grupe ℜ u grupu Υ(O),
i da to nije mera u najstandardnijem zna�cenju re�ci mera.

Sad mo�zemo postaviti pitanje. Å ta se od svega toga treba i mora re�ci
u�cenicima? Ponekad nam se �cini da autori nepotrebno i svesno Â¿�stedeÂ¾ u�cenike
u tra�zenju prikladnog odgovora na pitanje �sta je mera ugla. Evo jednog od
mogu�cih odgovora. Za predstavnike uglova mo�zemo odabrati uredene parove
polupravih sa temenom u ta�cki O tako da je uvek prvi �clan para poluprava koja
prolazi ta�ckom O', kao na slici. Prema tome, ugao �ce biti u potpunosti odreden
jo�s jednom ta�ckom kruga K(O,1), �ciji je centar u ta�cki O , a radijus jednak 1 .
Nastavnik mora biti siguran da je svakom u�ceniku jasna veza izmedu uglova i
ta�caka toga kruga. Zatim se prelazi na slo�zeniji deo posla. Svaki u�cenik mora sh-
vatiti da je svakom realnom broju pridru�zen ugao. Ako je brojevima x , odnosno
y , pridru�zen ugao α, odnosno ugao β, onda �ce broju x+y biti pridru�zen ugao
α+ β. Dalje, ugao α �ce biti pridru�zen ne samo jednom broju.

Prilo�zenom slikom u�cenicima se nazna�cava postojanje homomor�zma h :
ℜ → Y (O) , tj. pridru�zivanja koje svakom realnom broju pridru�zuje ugao sa
temenom u ta�cki O . Ako je realnom broju t pridru�zen ugao α, onda �ce i svakom
broju x, x ∈ {t+ 2kπ | k ∈ Z } biti pridru�zen ugao α. Svaki od tih brojeva
nazivamo mernim brojem ugla α. Razli�cite mere dobijamo tako da promenimo

377



Â¿meriloÂ¾ na pravoj koju Â¿namotavamoÂ¾ na jedini�cni krug. Ako je broju π
pridru�zen ispru�zen ugao, onda takvu meru nazivamo merom u radijanima. Ostale
standardne mere dobijamo na uobi�cajeni na�cin, zavisno o tome koji je merni broj
ispru�zenog ugla.

Uvodenje mere ugla (ne ulaze�ci podrobnije u ovaj ina�ce dosta suptilan postu-
pak) mogli bismo skicirati na slede�ci na�cin:

Meru ugla uvodimo naj�ce�s�ce "namotavanjem" brojevne prave na krug je-
dini�cnog polupre�cnika (ta�cnije re�c je o eksponencijalnom preslikavanju brojevne
prave na krug). Pri tome centar kruga obi�cno stavljamo u po�cetak koordinatnog
sistema (X,O, Y ), a brojevnu pravu okomito na X-osu kao tangentu kruga u
ta�cki s koordinatama A(1, 0) i postavimo je tako da u ta�cki A bude i nulta ta�cka
brojevne prave. Pozitivni deo prave namotava se na krug u suprotnom smislu
od kretanja kazaljke na �casovniku, a negativni deo prave namotava se u smislu
kretanja kazaljke na �casovniku. Budu�ci da smo brojevnu pravu dobili, kao �sto je
poznato, uvodenjem koordinatnog sistema na pravoj (a time je svakoj ta�cki prave
pridru�zen jedan i samo jedan realni broj), s njim smo uveli i meru na pravoj koja
se namotavanjem prave na krug prenosi na krug. Realni brojevi pri tome su pres-
likani na krug k tako da je svakom realnom broju t pridru�zena ta�cka E(t) kruga
k. Krug na koji su na opisani na�cin preslikani (sme�steni) realni brojevi naziva se
brojevni ili trigonometrijski krug, a svi ovi brojevi su i mere odgovaraju�cih uglova
(u radijanima).

Kako je obim (du�zina) kruga (za r = 1) O = 2π to je brojevima t + 2π, t −
2π, t+ 4π...uop�se t+ 2nπ, n ∈ Zpridr�zena ista ta�cka kruga.

Ako sa x1 ozna�cimo pozitivni deoX- ose i sa a1 ma koju polupravu s po�cetnom
ta�ckom u centru (O) kruga, realni broj koji je pridru�zen uglu ∠x1Oa1 zove semera

tog ugla. Tim je pridru�zuvanjem opru�zenom uglu pridru�zen broj π na brojevnom
krugu (jer je O = 2π) i ka�zemo da je mera opru�zenog ugla π radijana.

Ako je mera ugla broj (t) ve�ci ili jednak od 0, manji od 2π ozna�cimo ga sa
t′(0 ≤ t′ < 2π) i zovemo ga glavnom merom ugla. Ako je t′mera nekog ugla, onda
je i svaki broj t′ + 2nπ, n ∈ Z mera istog ugla.

Mera ugla je dakle funkcija koja preslikava skup realnih brojeva R na skup
uglova K(O) �sto zapisujemo sa m : R→ K(O).

Naravno da odredivanje mere ugla opisanim postupkom (da teme ugla bude u
centru brojevnog kruga) ne predstavlja nikakvo ograni�cenje, jer ako se teme ugla
�ciju meru �zelimo odrediti ne nalazi u centru kruga, njegovu meru odredi�cemo tako
da odredimo meru njemu kongruentnog ugla s temenom u centru kruga. Kako
svi kongruentni uglovi imaju istu meru, na taj na�cin odredili smo i meru ugla s
temenom u ma kojoj ta�cki ravni.

Do mere ugla dolazimo dakle preslikavanjem brojevne prave na krug jedini�cnog
polupre�cnika. Ponovimo jo�s najbitnije za na�se razmatranje: ugao je geometrijska

�gura, mera ugla jeste broj. Ovo zna�ci da radijan nije ugao, nego mera (merni

broj) ugla.

Napomenimo ovde da ni sami matemati�cari nisu oduvek strogo vodili ra�cuna
o preciznosti izra�zavanja (a zna�cajne zasluge za ta�cno izra�zavanje u matematici
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imaju matemati�cari-logi�cari). Tako �cemo u starijim knjigama �cesto na�ci da se
pod uglom podrazumeva i geometrijska �gura, a takode i mera ugla. Dakle, ti se
pojmovi strogo ne razdvajaju iako je iz konteksta jasno na �sta se misli. Takode i
danas, radi jednostavnosti, �cesto ka�zemo, na primer, umesto: Â¿ugao s merom π

3

radijanaÂ¾ kra�ce: "ugao od π
3
radijana" ili samo: "ugao π

3
".

Na kraju ovoga poglavlja dajemo jednu bitnu napomenu. Ako se neka je-
dinica za merenje mo�ze de�nisati �cisto geometrijski, ka�zemo da je to apsolutna

jedinica za merenje . U euklidskoj geometriji postoji apsolutna jedinica merenja
samo za ugao. Kao jedinicu za merenje uglova uzimamo u prvom redu radijan .
To je takav centralni ugao kruga (ispravnije: mera centralnog ugla kruga) koji
odgovara luku �cija je du�zina jednaka polupre�cniku kruga. Ili, preciznije: Radijan
je mera ugla izmedu dva polupre�cnika koji na krugu isecaju luk du�zine jednake
polupre�cniku (1 rad = 1). S druge strane kao jedinica za merenje uglova uzima
se i jedan stepen . To je devedeseti deo pravog ugla. U oba slu�caja do jedinice za
merenje uglova dolazi se �cisto geometrijskim putem. Potpuno drugi polo�zaj imaju
jedinice za merenje du�zina u euklidskoj geometriji. Jedna od naj�ce�s�cih jedinica je
metar i njegovi delovi. U raznim ud�zbenicima data je i najsavremenija de�nicija
metra. No, prototip metra (etalon) izraden od platine i iridijuma �cuva se u Parizu.
Dakle, za metar mo�zemo re�ci da je rastojanje dvaju zareza na �sipci od legure pla-
tine i iridijuma. Du�zinu koju merimo uporedujemo (neposredno ili posredno) s
jednim �zi�ckim telom, s prototipom. To nije slu�cajno nego je karakteristi�cno za
euklidsku geometriju. U njoj ne postoje geometrijska sredstva na osnovu kojih
bismo uspeli do�ci do neke du�zine koju bismo mogli u svakom momentu reproduko-
vati na sli�can na�cin, kao �sto je to mogu�ce s jedinicom za merenje uglova. Dakle,
u euklidskoj geometriji ne postoji mogu�cnost da se �cistim matemati�ckim putem
otkrije neka du�zina kojoj bi se mogla dati prednost kao jedinici za merenje ostalih
du�zina. Ova �cinjenica ukazuje na duboku razliku izmedu ravni Loba�cevskog i
euklidske ravni. Naime, ako se odabere za jedinicu merenja du�zina u geometriji
Loba�cevskog polupre�cnik zakrivljenosti njegovog prostora, tj. ako uzmemo da je
r = 1, onda sve formule hiperboli�cke trigonometrije dobijaju vrlo jednostavan
oblik. To zna�ci da u ravni Loba�cevskog postoji odredena du�zina koju je prakti�cno
odabrati za jedinicu merenja.

4.5 Ugao u nastavi matematike u na�soj osnovnoj �skoli

U nastavi matematike u na�soj osnovnoj �skoli pojam ugla se prvi put javlja u
drugom razredu. Ugao se u�cenicima predstavlja putem crte�za sa osen�cenom un-
utra�snjosti. Uo�cavaju se samo konveksni uglovi. Pomo�cu crte�za se uvodi i po-
jam pravog ugla koji se crta na kvadratnoj mre�zi i pomo�cu trougaonog lenjira
(trougaonika). Ugao se ne de�ni�se. Gra��cki se uvodi pojam mnogougla.

Prvi put u nastavi matematike ugao se de�ni�se u tre�cem razredu osnovne �skole
(V. Sotirovi�c, D. Lipovac, M. Latkovi�c: Matematika za 3. razred osnovne �skole,
Zavod za ud�zbenike i nastavna sredstva, Beograd, 2003.). Autori ovde prakti�cno
daju dve de�nicije ugla! Pre posebno nagla�sene de�nicije pi�su:
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Neka se poluprava OA obr�ce oko svoje po�cetne ta�cke O. U svakom novom

polo�zaju OA1,OA2, ... ona �ce sa svojim po�cetnim polo�zajem obrazovati geometri-

jsku �guru u ravni koja se zove UGAO.

Zajedni�cka po�cetna ta�cka je TEME ugla, a poluprave su KRACI ugla.
Dve poluprave sa zajedni�ckom ta�ckom dele ravan na dve oblasti: jedna je

UNUTRA�SNjA OBLAST ugla Uu, a druga je SPOLjA�SNjA OBLAST ugla Us.
Posle ovog uvoda sledi posebno nagla�sena de�nicija ugla:
Dve poluprave sa zajedni�ckom po�cetnom ta�ckom i sa delom ravni izmedu njih

�cine �guru koja se naziva UGAO.

Dosta zbunjuju�ce! Iz prvog dela teksta da se zaklju�citi da je ugao LINIJA, a
iz istaknute de�nicije da je POVR�S. Posebno je nejasan izraz deo ravni izmedu
njih, pogotovu �sto je pre de�nicije uveden pojam unutra�snja oblast ugla. Ove dve
de�nicije nikako nisu ekvivalentne!

Potpuno je jasno da se na ovom uzrastu u�cenika ne mo�ze dati stroga de�nicija
ugla. Ali, jasno je i to da se ne mogu dati dve de�nicije ugla (jedna je geneti�cka),
koje su potpuno razli�cite!

Na ovom uzrastu uglovi se dele na O�STRE, TUPE i PRAVE. Ne uvodi se
pojam ispru�zenog i nekonveksnog ugla. Nema operacija. Pojam ugla jo�s nije
formiran.

U �cetvrtom razredu osnovne �skole u nastavi matematike pojam ugla (i sama
re�c ugao) ne pojavljuje se ni na jednom mestu. Kontinuitet formiranja pojma
ugla prekinut je za celu jednu �skolsku godinu!

Pojam ugla smo upoznali ranije. Ovim re�cima po�cinje obrada teme, u petom
razredu osnovne �skole, koja nosi naslov UGAO (V. Mi�ci�c, V. Jockovi�c: Matem-
atika 5, Zavod za ud�zbenike i nastavna sredstva, Beograd, 2002.). A onda sve
ispo�cetka! Pre de�nicije pojma ugla uvodi se pojam UGAONE LINIJE. Ka�ze se
da poluprave AB i AC �cine UGAONU LINIJU.

I dalje:
Svaka od ugaonih linija deli ravan kojoj pripada na dva podskupa ta�caka. Ta�cke

koje pripadaju jednom od podskupova mogu se medu sobom povezati linijom koja

ne se�ce ugaonu liniju. Za te ta�cke ka�zemo da se nalaze sa iste strane ugaone linije.

Isto tako, ta�cke koje ne pripadaju istom podskupu ne mogu se povezati linijom koja

ne se�ce ugaonu liniju. Za njih ka�zemo da su sa razli�citih strana ugaone linije. Sve

ta�cke koje su sa iste strane ugaone linije �cine jednu oblast. Zna�ci, ugaona linija

odreduje dve oblasti u ravni kojoj pripada.

I sada sledi de�nicija:
UNIJA UGAONE LINIJE I JEDNE OD OBLASTI KOJU TA LINIJA ODRE-

-DUJE U RAVNI NAZIVA SE UGAO.

Poluprave koje �cine ugaonu liniju su KRACI UGLA, njihova zajedni�cka ta�cka

je TEME UGLA, a uo�cena oblast (misli se uvek na jednu od onih koje su odredene
ugaonom linijom) je oblast ugla.

Dakle, nema pojmova: unutra�snja i spolja�snja oblast ugla, dela ravni izmedu
polupravih sa zajedni�ckom ta�ckom, kao ni obrtanja poluprave oko po�cetne ta�cke,
koji su uvedeni u tre�cem razredu.
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U petom razredu u�cenici se upoznavaju sa: ispup�cenim i udubljenim uglovima,
punim uglom, centralnim uglom, kru�znim lukom, tetivom. Vr�si se preno�senje

ugla. Uglovi se uporeduju. Uvode se pojmovi: susedni, uporedni i unakrsni
uglovi. Uglovi se sabiraju i oduzimaju. De�ni�su se komplementni i sumplementni
uglovi. Uvodi se STEPEN za jedinicu mere ugla (sa svojim delovima: MINUT
(ugaoni minut) - 60-ti deo stepena, SEKUND (ugaoni sekund) - 60-ti deo minuta).
Posmatraju se paralelne prave i transverzale i uglovi koje one odreduju. Na
kraju ove nastavne teme izu�cavaju se uglovi sa paralelnim i uglovi sa normalnim
kracima.

I to je sve �sto se ti�ce ugla u na�soj osnovnoj �skoli. Nema: ugla ve�ceg od punog,
nema orijentisanog ugla (nema rotacije), ne uvodi se radijanska mera ugla ...
Dakle, mo�zemo slobodno zaklju�citi: u osnovnoj �skoli pojam ugla nije u potpunosti

formiran.

Na kraju ove analize navodimo �sta se ka�ze u poglavlju Obja�snjenje programa u
okviru Uputstva za realizaciju programa matematike (Nastavni program matem-
atike za osnovnu �skolu u Republici Srbiji i Korigovani nastavni program matem-
atike za osnovnu �skolu u Republici Srbiji ) za obradu teme UGAO:

Ugao treba shvatiti kao deo ravni koji �cine dve poluprave sa zajedni�ckom po�cetnom

ta�ckom zajedno s jednom od tako nastalih oblasti. U�cenicima treba ukazati i na

to da ugao nastaje rotacijom poluprave u ravni oko njene po�cetne ta�cke a, takode,
i kao presek dve poluravni (to je konkretan primer preseka skupova u geometriji).

Bez merenja treba pokazati kako se uporeduju dati uglovi i kako se vr�si klasi�kacija

uglova. Odnos izmedu centralnog ugla i odgovaraju�ceg luka, odnosno tetive, treba

utvrditi eksperimentalno (Â¿preno�senjemÂ¾) i to koristiti za uvodenje pojma je-

dinica za merenje uglova, zatim za konstrukciju ugla jednakog datom uglu i za

Â¿gra��ckeÂ¾ operacije sa uglovima. Objasniti nastanak susednih, uporednih i

unakrsnih uglova i uo�citi ih u neposrednoj okolini. Kao va�znu �cinjenicu treba

ista�ci: ako su dva ugla jednaka, onda su oba prava, kao i to da kraci pravog ugla

odreduju normalne prave.
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Ôàòèìà Ìàí¶óêà
2. îñíîâíà øêîëà Êî»èö

Îðèãèíàëíè íàó÷íè ðàä

Àïñòðàêò

Äàòè ðàä jå ïîñâå£åí óñïîñòàâ§à»ó ðåëàöèjå èçìå¢ó Ôóðèjåîâèõ êîåôèöèjåíàòà

{a2m, b2m}m∈N0 òàêîçâàíèõ ïðåëàçíèõ ôóíêöèjà q̃j ∈ L2[0, π]; j = 1, 2 è

ñîïñòâåíèõ âðèjåäíîñòè {λnj}∞n=0 îïåðàòîðàD
(2)
j ãåíåðèñàíèõ äèôåðåíöèjàëíèì

èçðàçîì

l(y) := y′′(x)+q(x)y((1−α)x−β), 0 < α < 1, 0 < β < (1−α)π (O1)

ïî÷åòíèì óñëîâîì

y((1− α)x− β) ≡ 0, x ∈ [0, ξ1), ξ1 = β
1−α , γ(x) = (1− α)x− β, τ(x) =

αx+ β (O2)

è ãðàíè÷íèì óñëîâèìà

y(0) = y(π) = 0, j = 1. (O3)

y′(0) = y(π) = 0, j = 2. (O′
3)

1 Óâîä

Ñïåêòðàëíè çàäàòàê l(y) = λy = z2y ñà (O2) è (O3) îçíà÷àâàìî ñà

D2
1(y) = z2(y) (1)

D2
2(y) = z2(y) (2)
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Çàäàòàê ly = z2y ñà (02) è óñëîâîì y(0) = 0 åêâèâàëåíòàí jå èíòåãðàëíîj
jåäíà÷èíè

y(x, z) = sinxz +
1

z

x∫
ξ1

q(t1) sin z(x− t1)y(γ(t1), z)dt1 (3)

a ïðè óñëîâó y′(0) = 0, åêâèâàëåíòàí jå jåäíà÷èíè

y(x, z) = cosxz +
1

z

x∫
ξ1

q(t1) sin z(x− t1)y(γ(t1), z)dt1 (3′)

Ó [9] jå äîêàçàíî äà ïîñòîjè k0 ∈ N òàêî äà âàæè ξk0 < π ≤ ξk0+1,
ξk = γ(ξk+1), k = 1, 2, ....
Äåôèíèøèìî ñëåäå£å ôóíêöèjå

bs2(x, z) =

x∫
ξ1

q(t1) sin z(x− t1) sin zγ(t1)dt1

bsc(x, z) =

x∫
ξ1

q(t1) sin z(x− t1) cos zγ(t1)dt1

bsk+1(x, z) =

x∫
ξk

q(t1) sin z(x− t1)bsk(γ(t1), z)dt1, k > 2 (4)

bskc(x, z) =

x∫
ξk

q(t1) sin z(x− t1)bsk−1c(γ(t1), z)dt1, k > 2

Ïðèìjå»ójó£è ìåòîäó êîðàêà èç (3) è (3′) äîáèjàìî ðjåøå»à òèõ jåäíà÷èíà íà
ðàçìàêó (ξk0 , π]

y1(x, z) = sinxz +

k0∑
k=1

1

zk
bsk+1(x, z) (5)

y2(x, z) = cosxz +

k0∑
k=1

1

zk
bskc(x, z) (5′)

Èç (5) è (5′) ïðè óñëîâó y(π) = 0 äîáèjàìî êàðàêòåðèñòè÷íå ôóíêöèjå Fj

îïåðàòîðà D
(2)
j , ðåäîì

F1(z) = sinπz +
1

z
bs2(z) +

1

z2
bs3(z) +

k0∑
k=3

1

zk
bsk+1(z) (6)
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F2(z) = cosπz +
1

z
bsc(z) +

1

z2
bs2c(z) +

k0∑
k=3

1

zk
bskc(z) (6′)

ôóíêöèjå Fj ñó öèjåëå ôóíêöèjå åêñïîíåíöèjàëíîã òèïà è jåäèíè÷íîã ñòåïåíà
ðàñòà.
Ñòàâèìî

q̃j(θ) =


1

2−αq(
2θ+β
2−α ) + (−1)j 1

αq(
2θ−β
α ), θ ∈ [1

2
ξ1,

τ(π)
2

]
1

2−αq(
2θ+β
2−α ), θ ∈ [ τ(π)

2
, π − τ(π)

2
] (7)

0, θ ∈ [0, 1
2
ξ1) ∪ (π − τ(π)

2
, π], j = 1, 2.

Äåôèíèöèjà 1. Ôóíêöèjå q̃j äåôèíèñàíå ñà (7) íàçèâàìî ïðåëàçíå ôóíêöèjå

îïåðàòîðà D
(2)
j .

Òåîðåìà 1. Âàæå èäåíòèòåòè

bs2(z) =

π∫
0

q̃1(θ) cos z(π − 2θ)dθ = ãc(z) (8)

bsc(z) =

π∫
0

q̃2(θ) sin z(π − 2θ)dθ = b̃s(z) (8′)

Äîêàç. Ïîëàçèìî îä åëåìåíòàðíèõ ðåëàöèjà

sin z(π − t1) sin zγ(t1) =
1

2
[cos z(π − (2− α)t1 + β)− cos z(π − αt1 − β)]

sin z(π − t1) cos zγ(t1) =
1

2
[sin z(π − (2− α)t1 + β) + sin z(π − αt1 − β)]

Ñìjåíîì ïðîìjåí§èâèõ

2θ1 = (2− α)t1 − β, 2θ2 = αt1 + β,

òj.

θ1 : [ξ1, π] −→ [
1

2
ξ1, π − 1

2
τ(π)]

θ2 : [ξ1, π] −→ [
1

2
ξ1,

1

2
τ(π)]

äîëàçèìî äî ðåëàöèjà

bs2(z) =

π− 1
2
τ(π)∫

1
2
ξ1

1

2− α
q(
2θ1 + β

2− α
) cos z(π − 2θ1)dt1 −

1
2
τ(π)∫

1
2
ξ1

1

α
q(
2θ2 − β

α
) cos z(π − 2θ2)dt2
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bsc(z) =

π− 1
2
τ(π)∫

1
2
ξ1

1

2− α
q(
2θ1 + β

2− α
) sin z(π − 2θ1)dθ1 +

1
2
τ(π)∫

1
2
ξ1

1

α
q(
2θ2 − β

α
) sin z(π − 2θ2)dθ2

Èç îâèõ jåäíàêîñòè è èç (7) äèðåêòíî ñëèjåäå (8) è (8′).Òèìå jå òåîðåìà
äîêàçàíà.
Êîðèñòå£è ïðåâî¢å»å ïðîèçâîäà

sin z(π − t1) sin z(γ(t1)− t2) sin zγ(t2) è
sin z(π − t1) sin z(γ(t1)− t2) cos zγ(t2)

ó çáèðîâå à ïîòîì óâîäå£è ñìjåíå ïðîìjåí§èâèõ ó äâîjíèì èíòåãðàëèìà,
ìîæåìî ôóíêöèjå bs3(z) è bs2c(z) òàêî¢å òðàíñôîðìèñàòè ó îáëèêå

bs3(z) =

π∫
0

K
(1)
1 (θ, q(θ)) sin z(π − 2θ)dθ = b(1,1)s (z) (9)

bs2c(z) =

π∫
0

K
(1)
2 (θ, q(θ)) cos z(π − 2θ)dθ = a(1,2)c (z) (9′)

ãäjå âàæè K
(1)
j ∈ L2[0, π], j = 1, 2.

Ïðèìjåäáà. Çíà÷àj òðàíñôîðìàöèjà (8), (8′), (9) è (9′) jå ó òîìå øòî îíå
îìîãó£ójó ïðåöèçèðà»å àñèìïòîòèêà ñîïñòâåíèõ âðèjåäíîñòè λnj îïåðàòîðà

D
(2)
j , îäíîñíî íóëà ôóíêöèja Fj . Íàèìå, óìjåñòî (6) è (6′) ìîæåìî ïèñàòè

F1(z) = sinπz +
1

z
ãc(z) +

1

z2
b(1,1)s (z) +

k0∑
k=3

1

zk
bsk+1(z) (10)

F2(z) = cosπz +
1

z
b̃s(z) +

1

z2
a(1,2)c (z) +

k0∑
k=3

1

zk
bskc(z) (10′)

Ó äà§åì êîðèñòè£åìî ñëåäå£å áðîjíå íèçîâå

ã
(1)
2n =

∫ π

0

q̃1(θ) cos 2nθdθ, b̃
(1)
2n =

∫ π

0

q̃1(θ) sin 2nθdθ

ˆ̃
b2n =

∫ π

0

θq̃1(θ) sin 2nθdθ, b
(1,1)
2n =

∫ π

0

K1(θ, q(θ)) sin 2nθdθ

a
(1,1)
2n =

∫ π

0

K1(θ, q(θ)) cos 2nθdθ, a
(2)
2n+1 =

∫ π

0

q̃2(θ) cos(2n+ 1)θdθ

b
(2)
2n+1 =

∫ π

0

q̃2(θ) sin(2n+ 1)θdθ,
ˆ̃
b
(2)
2n+1 =

∫ π

0

θq̃2(θ) sin(2n+ 1)θdθ

b
(1,2)
2n+1 =

∫ π

0

K2(θ, q(θ)) sin(2n+ 1)θdθ b̃
(2)
2n+1 =

∫ π

0

q̃2(θ) sin(2n+ 1)θdθ
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Òåîðåìà 2. Àêî jå q ∈ L2[0, π] òàäà íóëå znj ôóíêöèjà Fj(z) èìàjó ñëåäå£å

àñèìïòîòñêî ðàçëàãà»å

zn1 = n− 1

π

ã
(1)
2n

n
+

1

n2
[
1

π
b
(1,1)
2n + (

1

π
b̃
(1)
2n − 2

π2
ˆ̃
b
(1)
2n )ã

(1)
2n ] +O(

C31(n)

n3
) (11)

zn2 = n+
1

2
+

1

π

ã
(2)
2n+1

n+ 1
2

+
1

(n+ 1
2
)2
[
1

π
b̃
(1,2)
2n+1 + (

1

π
b̃
(2)
2n+1 −

2

π2
ˆ̃
b
(2)
2n+1)ã

(2)
2n+1]+

+O(
C32(n)

(n+ 1
2
)3
) (11′)

ãäjå ñó C3j(n) èçðàæåíè ïîìî£ó Ôóðèjåîâèõ êîåôèöèjåíàòà îäðå¢åíèõ ôóíêöèjà
èç L2[0, π]. (Âèäè Êîìåíòàð 1.)

Äîêàç. Ïîëàçå£è îä ïðåòïîñòàâêè

zn1 = n+
C11(n)

n
+
C21(n)

n2
+O(

C31(n)

n3
) (111)

zn2 = n+
1

2
+
C12(n)

n+ 1
2

+
C22(n)

(n+ 1
2
)2

+O(
C32(n)

(n+ 1
2
)3
) (11′1)

ñëèjåäè

sinπzn1 = (−1)n[
πC11(n)

n
+
πC21(n)

n2
+O(

C31(n)

n3
)] (112)

cosπzn1 = (−1)n+1[
πC12(n)

n+ 1
2

+
πC22(n)

(n+ 1
2
)2

+O(
C32(n)

(n+ 1
2
)3
)] (11′2)

Äà§å, âàæè

ã(1)c (zn1) = (−1)nã
(1)
2n +

1

n
[(−1)nC11(n)πb̃

(1)
2n + (−1)n+12C11(n)π

ˆ̃
b
(1)
2n ]+

+O(
C11(n)b̃

(1)
1n

n2
) (113)

b(1,1)s (zn1) = (−1)n+1b
(1,1)
2n +O(

C11(n)a
(1,1)
2n

n
) (114)

Ó jåäíà÷èíó F1(zn1) = 0 óâðñòèìî (111), (112), (113) è (114) è äîáèjàìî

C11(n) = − 1

π
ã
(1)
2n

C21(n) =
1

π
b
(1,1)
2n + (

1

π
b̃
(1)
2n − 2

π2
ˆ̃
b
(1)
2n )ã

(1)
2n

Òèìå jå (11) äîêàçàíà. Ñàñâèì àíàëîãíî äîáèjàìî è (11′).
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Êîìåíòàð 1. Ó èçðàçèìà O(
C3j(n)

n2 ), j = 1, 2 ãëàâíå ñàáèðêå ïðåäñòàâ§àjó

Ôóðèjåîâè êîåôèöèjåíòè ôóíêöèja K
(2)
j ∈ L2[0, π] äåôèíèñàíè ñà

bs4(z) =

∫ π

0

K
(2)
1 (θ, q(θ)) cos z(π − 2θ)dθ = a(1,2)c (z)

bs3c(z) =

∫ π

0

K
(2)
2 (θ, q(θ)) sin z(π − 2θ)dθ = b(2,2)s (z)

äîê ñó îñòàëè ñàáèðöè ïðîèçâîäè Ôóðèjåîâèõ êîåôèöèjåíàòà ôóíêöèjà q̃j è

K
(1)
j , j = 1, 2.

Ïîñ§åäèöà. Êâàäðèðà»åì ó (11) è (11′) äîáèjàìî àñèìïòîòèêó ñîïñòâåíèõ

âðèjåäíîñòè îïåðàòîðà D
(2)
j :

λn1 = n2 − 2

π
ã
(1)
2n +

1

n
[
2

π
b
(1,1)
2n + (

2

π
b̃
(1)
2n − 4

π2
ˆ̃
b
(1)
2n )ã

(1)
2n ] +O(

C31(n)

n2
) (12)

λn2 = (n+
1

2
)2 − 2

π
ã
(2)
2n+1 +

1

n+ 1
2

[
2

π
b
(1,2)
2n+1 + (

2

π
b̃
(2)
2n+1 −

4

π2
ˆ̃
b
(2)
2n+1)ã

(2)
2n+1]+

+O(
C32(n)

(n+ 1
2
)2
) (12′)

2 Ïðåäñòàâ§à»å ôóíêöèjà Fj ïîìî£ó áåñêîíà÷íèõ

ïðîèçâîäà

Ôóíêöèjà F1 jå íåïàðíà à F2 jå ïàðíà ôóíêöèjà è âàæè F1(0) = 0, F2(0) ̸= 0
àëè jå F2(±z02) = 0. Îñèì òîãà Fj(±znj) = 0 n ∈ N . Íà îñíîâó îâèõ îñîáèíà ó
ïðåäñòàâ§à»ó ôóíêöèjà Fj ïîìî£ó áåñêîíà÷íèõ ïðîèçâîäà, åêñïîíåíöèjàëíè
ìíîæèòå§è ñå ïîäèjåëå è âàæå ïðåäñòàâ§à»à

F1(z) = A1z

∞∏
n=1

(1− z2

λn1
) (13)

F2(z) = A2(1−
z2

λ02
)

∞∏
n=1

(1− z2

λn2
) (13′)

ãäjå ñå Aj íàêíàäíî jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójó.

Òåîðåìà 3. Àêî âàæå (12) è (12′) òàäà äîáèjàìî ïðåäñòàâ§à»à
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F1(z) = sinπz +
1

z
ãc(z) +O(

b
(1,1)
s (z)

z2
) (14)

F2(z) = cosπz +
1

z
b̃s(z) +O(

a
(1,2)
s (z)

z2
), z → ∞ (14′)

Äîêàç. Êîðèñòèìî ïîçíàòå èäåíòèòåòå

sinπz = πz
∞∏
n=1

(1− z2

n2
), cosπz =

∞∏
n=0

(1− z2

(n+ 1
2
)2
)

Çà z ∈ C \ Z ìîæåìî ïèñàòè

F1(z) =
A1

π

∞∏
n=1

n2

λn1
sinπz

∞∏
n=1

(1 +
λn1 − n2

n2 − z2
)

è

∞∏
n=1

(1 +
λn1 − n2

n2 − z2
) = 1+

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
+

1

2
[(

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
)2 −

∞∑
n=1

(
λn1 − n2

n2 − z2
)2]+

+∆
∏
1

(z)

Äà§å, óâåäèìî îçíàêå

ã
(1)
0 =

∫ π

0

q̃1(θ)dθ, ˆ̃a
(1)
0 =

∫ π

0

θq̃1(θ)dθ, a
(1,1)
0 =

∫ π

0

K1(θ, q(θ))dθ

â
(1,1)
0 =

∫ π

0

θK1(θ, q(θ))dθ

Êîðèñòèìî ñàäà ïîçíàòó ôîðìóëó

∞∑
n=1

cos 2nθ

n2 − z2
=

1

2z2
− cos z(π − 2θ)

2z sinπz

Îòóäà âàæè

− 2

π

∞∑
n=1

ã
(1)
2n

n2 − z2
= − ã

(1)
0

z2
+

1

z sinπz
ãc(z)

Ðàäè êðà£åã çàïèñèâà»à ñòàâèìî

β
(1)
2n =

2

π
b
(1,1)
2n + (

2

π
b̃
(1)
2n − 4

π2
ˆ̃
b
(1)
2n )ã

(1)
2n

∆λn1 = λ2n1 − n2 +
2

π
ã
(1)
2n − 1

n
[
2

π
b
(1,1)
2n + (

2

π
b̃
(1)
2n − 4

π2
ˆ̃
b
(1)
2n )ã

(1)
2n ]
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Òàäà âàæè

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
= − 2

π

∞∑
n=1

ã
(1)
2n

n2 − z2
+

∞∑
n=1

β
(1)
2n

n(n2 − z2)
− 1

z2

∞∑
n=1

∆λn1 +
1

z2

∞∑
n=1

n2∆λn1
n2 − z2

Ïîøòî jå n2∆λn1 = O(C31(n)) = o(1) n → ∞, äîâî§íî íàì jå ñàçíà»å äà
âàæè

∞∑
n=1

n2∆λn1
n2 − z2

= o(1), z → ∞.

Î÷èãëåäíî jå äà ðåä S∗
1 =

∑∞
n=1∆λn1 êîíâåðãèðà è »åãîâà ñóìà S

∗
1 ñå íàçèâà

ïðâè óñè§åíè ðåãóëàðèçîâàíè òðàã îïåðàòîðà D
(2)
1 .

Äà§å, âàæè

σ
(1)
0 (z) =

2

π

∞∑
n=1

b
(1,1)
2n

n(n2 − z2)
=

1

z2
[
2

π
â
(1,1)
0 − a

(1,1)
0 ] +

1

z2 sinπz
b(1,1)s (z)

è òèì ïðèjå

∞∑
n=1

β
(1)
2n

n(n2 − z2)
= O(σ

(1)
0 (z)), z → ∞

Ëàêî jå ïðîâjåðèòè òàêî¢å äà âàæè

σ
(1)
2 (z) =

1

2
[(

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
)2 −

∞∑
n=1

(
λn1 − n2

n2 − z2
)2] = O(σ

(1)
0 (z))

è

∆
∏
1

(z) = o(σ
(1)
0 (z)) z → ∞.

Ïîøòî (10) è (13) ïðåäñòàâ§àjó èñòó ôóíêöèjó, âàæè óñëîâ

A1
π

∞∏
n=1

n2

λn1
= 1, òj A1 = π

∞∏
n=1

λn1
n2 .

Íà îñíîâó ãîð»èõ ðåëàöèjà ñëèjåäè (14). Ñàñâèì ñëè÷íî äîêàçójåìî è (14′).

3 Âåçà èçìå¢ó Ôóðèjåîâèõ êîåôèöèjåíàòà ôóíêöèjå

q̃1 è ñîïñòâåíèõ âðèjåäíîñòè îïåðàòîðà D2
1

Èç äåôèíèöèjå ôóíêöèjà q̃j âèäèìî äà îíå ó ñåáè íîñå íå ñàìî ôóíêöèjó q
íåãî è êîåôèöèjåíòå α è β êàø»å»à τ(x) = αx+ β.
Ïîøòî ñó îïåðàòîðè ãåíåðèñàíè äèôåðåíöèjàëíèì èçðàçèìà ñà îòêëî»åíèì
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àðãóìåíòîì (ñà êàø»å»åì èëè ñà ïðåòèöà»åì) íåñîìîêî»óãîâàíè, ñîïñòâåíå
âðèjåäíîñòè íå ìîðàjó áèòè ðåàëíå èàêî jå ïîòåíöèjàë ðåàëíà ôóíêöèjà. Ìè
£åìî ïðåòïîñòàâèòè äà ñó λn1 ðåàëíè áðîjåâè. Íàèìå, ó îïøòåì ñëó÷àjó âàæè

λn1 − n2 = ρn1 + iχn1 n ∈ N.

Ïðåòïîñòàâêà χn1 = 0 íåìà ñóøòèíñêîã çíà÷àjà çà íàøå öè§åâå.
Äåôèíèøèìî ñëåäå£å íèçîâå

σn,m,k = (n2 −m2 + k2)2 + 4m2k2

ξ
(1)

n,m,k = k(λn1 − n2)(n2 +m2 + k2)

η
(1)

n,m,k = −m(λn1 − n2)(n2 −m2 − k2)

ã
(1)
2m(θ) =

∫ θ

0

q̃1(θ1) cos 2mθ1dθ1, α̃
(1)
2m = 2k

∫ π

0

ã
(1)
2m(θ)shk(π − 2θ)dθ

b̃
(1)
2m(θ) =

∫ θ

0

q̃1(θ1) sin 2mθ1dθ1, β̃
(1)
2m = 2k

∫ π

0

b̃
(1)
2m(θ)chk(π − 2θ)dθ

(15)

Âàæè ñëåäå£è ðåçóëòàò

Teorema 4. Ôóðèjåîâè êîåôèöèjåíòè a
(1)
2m è b

(1)
2m ïðåëàçíå ôóíêöèjå q̃1

îïåðàòîðà D
(2)
1 îäðå¢åíè ñó ñëåäå£èì jåäíàêîñòèìà

a
(1)
2m = − 2

π
lim
k→∞

∞∑
n=1

ξ
(1)

n,m,k

σn,m,k
, m ∈ N0 (16)

b
(1)
2m = − 2

π
lim
k→∞

∞∑
n=1

η
(1)

n,m,k

σn,m,k
, m ∈ N (17)

ãäjå ñó íèçîâè σn,m,k, ξ
(1)

n,m,k è η
(1)

n,m,k äåôèíèñàíè ñà (15) à λn1 ñó ðåàëíå

ñîïñòâåíå âðèjåäíîñòè.

Äîêàç.Àêî jå ϕ1(z) = A1z
∏∞

n=1(1−
z2

λn1
) êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà îïåðàòîðà

D
(2)
1 äîáèjåíà ïðåêî áåñêîíà÷íîã ïðîèçâîäà, à F1(z) òà èñòà ôóíêöèjà äàòà ñà

(10), òj. äèðåêòíî èç îïåðàòîðà òàäà âàæè èäåíòèòåò

F1(z) = ϕ1(z) ∀z ∈ C. (18)

Ïîøòî jå

F1(z) = sinπz +
1

z
ãc(z) +

1

z2
b(1,1)s (z) +

k0∑
k=3

1

zk
bsk+1(z)

è

ϕ1(z) = sin z

[
1 +

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2

]
+∆ϕ1(z) sinπz, z ∈ C\Z (19)
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äîëàçèìî äî èäåíòèòåòà

ã(1)c (z) = z sinπz
∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − z2
+ ψ1(z), z ∈ C\Z (20)

ãäjå jå

ψ1(z) = ∆ϕ1(z) sinπz −
1

z
b(1,1)s (z) +

k0∑
k=3

1

zk−1
bsk+1(z)

Èäåíòèòåò (20) åêâèâàëåíòàí jå áåñêîíà÷íîì ñèñòåìó jåäíàêîñòè

ãc(m+ ik) = (m+ ik) sinπ(m+ ik)

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − (m+ ik)2
+ ψ(m+ ik), (21)

ãäjå jå m ôèêñèðàí, a ïðîèçâî§àí öèî áðîj è k ∈ N.

Íàjïðèjå èìàìî

ã(1)c (m+ ik) = (−1)m{ã(1)2mchkπ + α̃
(1)

2m,k + i[−b̃(1)2mshkπ + β̃
(1)

2m,k]} (22)

Ó [12] jå äîêàçàíî äà âàæå ðåëàöèjå

lim
k→+∞

α̃
(1)

2m,k

chkπ
= 0 è lim

k→+∞

β̃
(1)
2m

shkπ
= 0 ∀m ∈ Z. (23)

Äà§å, èìàìî

(m+ ik) sin(m+ ik)π = (−1)m[−k + im]shkπ (24)

∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − (m+ ik)2
=

∞∑
n=1

(λn1 − n2)[n2 −m2 + k2 + 2imk]

σn,m,k
(25)

Èç (24) è (25) äîáèjàìî

(m+ ik) sinπ(m+ ik)
∞∑
n=1

λn1 − n2

n2 − (m+ ik)2
=

= (−1)mshkπ{
∞∑
n=1

(λn1 − n2)[−k(n2 −m2 + k2)− 2m2k]

σn,m,k
+

+ i
∞∑
n=1

(λn1 − n2)[m(n2 −m2 + k2)− 2mk2]

σn,m,k
} =

= (−1)mshkπ{−
∞∑
n=1

ξn,m,k

σn,m,k
+ i

∞∑
n=1

ηn,m,k

σn,m,k
}

(26)
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Èç (22) è (26) óç êîðèø£å»å (23) è ÷å»åíèöå äà jå limk→∞
ψ(m+ ik)

chπk
= 0

äèáèjàìî ôîðìóëå (16) è (17). Òèìå jå òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Çíà÷è,

q̃1(θ) =
a
(1)
0

2
+

∞∑
m=1

a
(1)
2m cos 2mθ + b

(1)
2m sin 2mθ, ã. ñ. íà [0, π].

Ñàñâèì àíàëîãíî äîêàçójå ñå äà âàæå ôîðìóëå àíàëîãíå ôîðìóëàìà (16) è
(17), òj. óñïîñòàâ§àjó ñå ðåëàöèjå èçìå¢ó êîåôèöèjåíàòà Ôóðèjåîâå

ôóíêöèjå q̃2 è ñîïñòâåíèõ âðèjåäíîñòè λn2 îïåðàòîðà D
(2)
2 . Äàêëå,

q̃2(θ) =
a
(2)
0

2
+

∞∑
m=1

a
(2)
2m+1 cos(2m+ 1)θ + b

(2)
2m+1 sin(2m+ 1)θ ã.ñ. íà [0, π].
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Apstrakt

Apstrakt � Algoritmom za upravljanje optere�cenjem elektrodistribu-
tivne mre�ze se �zeli smanjiti iznos koji potro�sa�ci pla�caju za utro�senu elek-
tri�cnu energiju, ali i pove�cati stabilnost elektrodistributivne mre�ze, u smislu
smanjenja odnosa maksimalnog i srednjeg nivoa optere�cenja mre�ze u toku
24h. Sa ovakvim algoritmima, koji posjeduju navedene performanse, potro�sa�ci
bi trebali biti upoznati, ali i podstaknuti na njihovo kori�s�cenje. Kako bi to
bilo ostvarljivo, u radu je analizirana mogu�cnost primjene optimizacionih al-
goritama uz kori�s�cenje aktuelne (linearne) funkcije cijene, a predlo�zeni su i
na�cini njene modi�kacije uz �sto manje izmjene iste. Predlo�zena je i promjena
perioda aktivacije uredaja (onih sa kliznim vremenom aktivacije kao �sto su:
ma�sina za ve�s, ma�sina za sude itd.) iz vremena vi�se u vrijeme ni�ze tarife,
a sve u cilju �sto boljih performansi algoritma za optimizaciju i simuliranja
realne situacije u praksi. Dobijeni rezultati predstavljaju zna�cajan oslonac
za primjenu optimizacionih algoritama u praksi, kao i motivaciju za rad na
njihovom unapredivanju i prilagodavanju potro�sa�cima, �sto bi moglo pred-
stavljati zna�cajan pomak u razvoju savremenih tokova tehnologije. Rezul-
tati simulacija pokazuju da bi doma�cinstva, po�stuju�ci odreden raspored
uklju�civanja pojedinih uredaja, primjenom predlo�zenog algoritma ostvarila
zna�cajna smanjenja iznosa koji pla�caju za elektri�cnu energiju uz istovre-
meno smanjenje odnosa maksimalnog i srednjeg optere�cenja mre�ze, �cime se
obezbjeduje njena stabilnost.
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1 Uvod

Pametna mre�za [1] predstavlja mre�zu budu�cnosti, odnosno elektri�cnu mre�zu koja
inteligentno integri�se aktivnosti svih korisnika koji su na nju spojeni, proizvoda�ca,
potro�sa�ca i onih koji su i jedno i drugo, a sve u cilju sigurne isporuke elektri�cne
energije visokog kvaliteta. Jednostavno prikazan princip funkcionisanja je slede�ci:
pametna mre�za omogu�cava elektranama da komuniciraju sa podstanicama, pod-
stanicama da komuniciraju sa doma�cinstvima, a doma�cinstvima da komuniciraju
sa elektri�cnim uredajima. Ovako prikupljene informacije su na raspolaganju elek-
trodistribuciji koja ih koristi da donese zaklju�cke o tome gdje, kada i kolika koli�cina
elektri�cne energije je potrebna, i na koji na�cin se ona mo�ze sigurno i kvalitetno
transponovati. Oslonac pametne mre�ze predstavljaju 'pametni' uredaji, napredni
softver i dvosmjerna komunikacija. Sve ovo omogu�cava 'proticanje' podataka u
oba smjera, i to od potro�sa�ca elektri�cne energije do snabdijeva�ca elektri�cnom en-
ergijom i u suprotnom smjeru. Dio koji pametnu mre�zu zapravo �cini pametnom
su senzori postavljeni du�z prenosnih linija. Senzori slu�ze za prikupljanje informa-
cija, obezbjeduju�ci distributerima stalan nadzor cjelokupne distributivne mre�ze u
cilju �sto br�ze i kvalitetnije reakcije na bilo kakve promjene u elektrodistributivnoj
mre�zi. Oni predstavljaju klju�c dostizanja maksimalnih mogu�cnosti i kapaciteta
pametne mre�ze, jer su isti neophodni kako bi pametnoj mre�zi omogu�cili dobijanje
podataka u realnom vremenu ('real � time information').

Algoritmi za optimizaciju potro�snje elektri�cne energije za cilj imaju kako
smanjenje iznosa koji potro�sa�ci pla�caju za utro�senu elektri�cnu energiju tako i
pove�canje stabilnosti elektrodistributivne mre�ze. Sve ovo doprinosi porastu in-
teresovanja za razvoj ovih algoritama kao i za mogu�cnost njihove primjene. U [2]
je predlo�zen algoritam za optimizaciju potra�znje elektri�cne energije koji se zasniva
na automatskom rasporedivanju potra�znje, baziranom na osnovama teorije igara.
Funkcija cijene utro�sene elektri�cne energije koja se koristi u [2] je kvadratna i
znatno se razlikuje od trenutno aktuelne funkcije cijene. Upravo zbog tih raz-
lika smo u radu ispitali mogu�cnost kori�s�cenja trenutno aktuelne funkcije cijene u
algoritmu za optimizaciju predlo�zenom u [2]. Optimizacioni algoritam koristi kon-
veksnu optimizacionu funkciju. U [3] i u [4] je optimizacioni algoritam modi�kovan
kori�s�cenjem linearne optimizacije, koja je adekvatna za aktuelnu funkciju cijene.
Cilj rada je bio da se uka�ze na potrebu za izmjenom aktuelne funkcije cijene i daju
smjernice za njenu izmjenu, kako bi ona bila prihvatljiva potro�sa�cima, ali i kako bi
u�cinili mogu�cim i produktivnim primjenu optimizacionih algoritama, samim tim
i podstakli potro�sa�ce na njihovo kori�s�cenje. U ovom radu, uz uvodenje elemenata
teorije igara, predla�zemo modi�kaciju cijene utro�sene elektri�cne energije posma-
trane u [3] i [4]. Modi�kacije su predlo�zene vode�ci ra�cuna da se ne udaljimo od
aktuelnog na�cina ra�cunanja cijene utro�sene elektri�cne energije. Naime, ovdje �ce
cijena zavisiti ne samo od doba dana, ve�c i od odnosa potro�snje doma�cinstva za
koje se vr�si optimizacija prema srednjoj potro�snji ostalih doma�cinstava u smislu
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da �ce se pove�cavati cijena kada se prede referentna vrijednost. Na ovaj na�cin �ce
se dobiti ravnomjerniji raspored uklju�civanja pojedinih uredaja i pove�cati stabil-
nost mre�ze. U cilju �sto boljih performansi algoritma za optimizaciju i simuliranja
realne situacije u praksi, osim ove modi�kacije, izvr�sena je i promjena perioda
aktivacije uredaja (onih sa kliznim vremenom aktivacije kao �sto su: ma�sina za
ve�s, ma�sina za sude itd.) iz vremena vi�se u vrijeme ni�ze tarife.

2 Osnovni Pametne mre�ze

Prvi korak ka razvoju pametne mre�ze jeste razvoj infrastrukture sistema za au-
tomatsko mjerenje koji bi pomo�cu sistema za informacione tehnologije automatski
o�citavao brojila. 'Najvidljiviji' i najzastupljeniji dio pametne mre�ze �cine pametna
brojila. Ona su instalirana kod svakog potro�sa�ca i uti�cu na svakog od njih.
Pametna brojila predstavljaju vezu izmedu snabdijeva�ca i potro�sa�ca elektri�cne
energije. Potro�sa�ci od pametnih brojila o�cekuju detaljne i pravovremene informa-
cije koje �ce ih uputiti u to kako da upravljaju potro�snjom elektri�cne energije u
cilju smanjenja tro�skova. Sa druge strane distributivne kompanije �ce informacije
dobijene od strane pametnih brojila iskoristiti za �sto bolje upravljanje snabdije-
vanjem elektri�cne energije, u zavisnosti od potra�znje. Pomo�cu pametnih brojila
potro�sa�ci u svakom trenutku imaju uvid kada, koliko i po kojoj cijeni koriste
elektri�cnu energiju, �sto im omogu�cava da pomjeranjem potro�snje iz �casova vi�se u
�casove ni�ze tarife zna�cajno u�stede. Pametna brojila omogu�cavaju snabdijeva�cima
elektri�cne energije, ne samo da prate kolika je dnevna potra�znja u odredenom
periodu dana, ve�c i da upravljaju njome putem DSM (sistem za upravljanje po-
tra�znjom elektri�cne energije � engl. Demand Side Management) [5]. Ve�cina DSM
programa je razvijana za sistem u kojem se komunikacija vr�si izmedu snabdijeva�ca
i svakog krajnjeg potro�sa�ca. Uzev�si u obzir prednosti pametne mre�ze, kao �sto je
mogu�cnost interakcije svih potro�sa�ca, kao i potro�sa�ca i elektri�cne mre�ze, dobar
DSM program bi trebao uzeti u obzir kako zahtijeve krajnjih korisnika, tako i
njihov uticaj medusobno. Takvom realizacijom mo�ze se analizirati i kontrolisati
problem PAR-a (odnos maksimalnog i srednjeg optere�cenja mre�ze - engl. Peak to
Average Ratio), koji zavisi od rasporeda ukupnog optere�cenja mre�ze.

Pametni energetski sistem mo�zemo predstaviti pomo�cu modela koji se sas-
toji od ve�ceg broja doma�cinstava i jednog izvora elektri�cne energije povezanog na
elektri�cnu mre�zu. Pretpostavka je da se u svakom pametnom brojilu nalazi au-
tomatski optimizator elektri�cne potro�snje, koji bi upravljao rasporedom potro�snje
doma�cinstava. Svako pametno brojilo povezano je na liniju napajanja koja dolazi
iz izvora elektri�cne energije. Pametna brojila su povezana i medusobno, kao i sa
samim izvorom elektri�cne energije putem LAN-a ili nekim drugim komunikacionim
putem.
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3 Teorija igara

Teorija igara predstavlja studiju kon�ikta i saradnje. Osnovni cilj teorije igara
je odredivanje optimalnog pona�sanja u�cesnika u igri. Bavi se analizom strate-
gija, poku�savaju�ci da de�ni�se matemati�cke i logi�cke akcije koje bi igra�ci trebali
preduzeti kako bi sebi obezbijedili najbolji pro�t. Svaki od igra�ca se odlu�cuje za
jednu od strategija koje ima na raspolaganju i svaki od njih bira strategiju koja �ce
mu donijeti najbolji pro�t. Medutim pro�t svakog od u�cesnika igre ne�ce zavisiti
samo od sopstvene, ve�c i od strategija svih ostalih igra�ca.

Osnovna podjela teorije igara je na nekooperativne i kooperativne. Koopera-
tivne igre su one kod kojih se takmi�ce grupe igra�ca, dok kod nekooperativnih igara
igra�ci donose odluke samostalno i svaka saradnja medu igra�cima je dobrovoljna,
ali ne i podrazumijevana. U svim igrama, klju�cna stvar je da odluke pojedinih
igra�ca uti�cu na ostale igra�ce. Cilj teorije igara je odrediti pona�sanje, djelovanje,
akcije i odluke u�cesnika igre koje �ce im donijeti najbolji rezultat.

Kori�s�cenje teorije igara u kontroli i upravljanju potro�snjom elektri�cne energije
i te kako ima smisla. Interakcije i medusobni uticaj potro�sa�ca i izvora elektri�cne
energije predstavljaju odli�can osnov formiranja igre. Potro�sa�ci � u�cesnici igre,
sa svojim strategijama � dnevnim rasporedom optere�cenja �cine osnovu igre opti-
mizacije rasporeda potro�snje elektri�cne energije, koja za cilj ima smanjenje iznosa
koji svaki potro�sa�c pojedina�cno pla�ca, ali i smanjenje PAR-a. U tom smislu se za
ocjenu kvaliteta primjenjenog algoritma koristi Ne�sov ekvilibrijum [7] koji pred-
stavlja koncept rje�senja nekooperativnih igara, koje uklju�cuju dva ili vi�se igra�ca.
Trenutni skup izabranih strategija i odgovaraju�cih dobitaka predstavlja Ne�sov
ekvilibrijum ukoliko jå svaki igra�c izabrao strategiju, i nijedan igra�c ne mo�ze da
pro�tira promjenom svoje strategije, pod pretpostavkom da ostali igra�ci ne prom-
jene svoje strategije. Konkretno, dva igra�ca su u Ne�sovom ekvilibrijumu ako je
svaki od njih donio najbolju mogu�cu odluku, uzev�si u obzir odluku protivnika.
Sli�cno, vi�se igra�ca je u Ne�sovom ekvilibrijumu ako je svaki od njih donio najbolju
mogu�cu odluku uzev�si u obzir odluke svih ostalih igra�ca. Postizanje Ne�sovog
ekvilibrijuma u na�soj analizi zna�cilo bi onemogu�cavanje prijavljivanja la�znog ras-
poreda potro�snje nekog doma�cinstva, jer bi iznos koji bi to doma�cinstvo trebalo
da plati prijavom la�znog rasporeda potro�snje elektri�cne energije bio znatno ve�ci.
Uzimaju�ci sve navedeno u obzir sasvim je o�cekivano da je po�zeljno da svaki DSM
garantuje postizanje Ne�sovog ekvilibrijuma.
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4 Uticaj funkcije cijene na DSM

Na�cin de�nisanja funkcije cijene ima veliki uticaj na performanse algoritma za
optimizaciju. Od toga da li je funkcija potro�snje kvadratna ili linearna, kao i da
li cijena koju pojedina�cni potro�sa�c pla�ca zavisi samo od njegove ili i od potro�snje
drugih potro�sa�ca, zavisi iznos koji �ce potro�sa�ci pla�cati, raspored njihove potro�snje,
ali i odnos maksimalnog i srednjeg dnevnog optere�cenja i mogu�cnost postizanja
Ne�sovog ekvilibrijuma. Svako doma�cinstvo n ∈ N posjeduje odreden broj uredaja
a ∈ An gdje je An skup uredaja doma�cinstva n, dok N predstavlja ukupan broj
doma�cinstava. Za svaki od tih uredaja de�ni�se se vektor rasporeda potro�snje
elektri�cne energije

xn,a =
[
x1n,a, . . . , x

H
n,a

]
gdje je xhn,a potro�snja uredaja a, doma�cinstva n u �casu h. Posmatraju se 24 �casa.
Ukupna potro�snja n-tog doma�cinstva u �casu h je

lhn =
∑
a∈An

xhn,a

Ukupna potro�snja svih doma�cinstava u �casu h je

Lh =
∑
n∈N

lhn

Dok se PAR ra�cuna po slede�coj formuli:

PAR =
Lpeak
Lavg

(1)

Gdje su:
Lpeak = max (Lh)

za h ∈ H i Lavg =
1
H

∑
h∈H

Lh.

U svakom pametnom brojilu nalazi se optimizator �cija je uloga odredivanje
rasporeda potro�snje svih uredaja jednog doma�cinstva u svakom �casu, tj. ras-
pored �clanova vektora xn,a, a sve u cilju minimizacije iznosa koji se pla�ca za
utro�senu elektri�cnu energiju, a posredno i PAR-a. Optimizacija se vr�si uzimaju�ci
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u obzir za�stitu privatnosti potro�sa�ca, �sto je jedna od najbitnijih prednosti do-
brih DSM-a i pametne mre�ze, i pod uslovima koje de�ni�su sama doma�cinstva.
Privatnost potro�sa�ca se �cuva tako �sto svaki potro�sa�c objavljuje informacije o
promjeni ukupne potro�snje elektri�cne energije u nekom �casu, a ne informacije o
potro�snji pojedina�cnih uredaja. Xn predstavlja skup tih uslova. Ovaj skup kojeg
de�ni�se svako doma�cinstvo n ∈ N predstavlja skup validnih rasporeda potro�snje
n-tog doma�cinstva, dok xn predstavlja vektor rasporeda potro�snje svih uredaja
doma�cinstva n:

Xn =

xn|

βn,a∑
h=αn,a

xhn,a = En,a,

xhn,a = 0, ∀h ∈ H\Hn,a,

γminn,a ≤ xhn,a ≤ γmaxn,a ,∀h ∈ Hn,a

 (2)

Svako doma�cinstvo za svaki uredaj de�ni�se period dana u kojem je po�zeljno da
uredaj radi, sa αn,a je ozna�cen po�cetni, a sa βn,a krajnji �cas toga perioda. En,a
je ukupna dnevna potro�snja elektri�cne energije uredaja a, doma�cinstva n. Ona
mora biti smje�stena u dozvoljenom periodu, a jednaka nuli u periodu van njega.
Potro�snja uredaja u �casu h mora biti ve�ca od minimalne γminn,a , a manja od mak-
simalne γmaxn,a potro�snje uredaja dok je isti u stanju pripravnosti (standby re�zim).
Sada se optimizacija svodi na minimizaciju cijene

minimize
xn∈Xn,∀n∈N

H∑
h=1

Ch

(∑
n∈N

∑
a∈An

xhn,a

)
(3)

gdje je Ch funkcija cijene, uz zadovoljenje uslova de�nisanih u (2). Optimiza-
cioni problem (3) �cemo rje�savati pomo�cu IPM metoda (algoritam za rje�savanje
linearnih i nelinearnih-konveksnih problema optimizacije - Interior Point Method)
[6]. Pod pretpostavkom da sva ostala doma�cinstva podese svoj raspored potro�snje
prema doma�cinstvu n, i sa datim vektorom rasporeda potro�snje svih ostalih
doma�cinstava izuzev n-tog, lokalni optimizacioni problem svodi se na:

maximize
xn∈Xn

Pn (xn : x−n) (4)

Elementi igre sti�cu se uvodenjem dvije pretpostavke. Ukoliko sa bn ozna�cimo
ukupan iznos koji snabdijeva�ci elektri�cne energije dnevno naplate doma�cinstvu,
prva pretpostavka je:
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∑
n∈N

bn ≥
H∑
h=1

Ch

(∑
n∈N

lhn

)
(5)

Lijeva strana ozna�cava ukupnu dnevnu naplatu doma�cinstvima, a desna ukupnu
dnevnu cijenu. Ukoliko je odnos naplate i cijene jednak jedinici (k=1 ), bud�zet
sistema je izbalansiran, dok odnos ve�ci od jedinice (k>1 ) indicira na pro�t kom-
panije � snabdijeva�ca. Druga pretpostavka je:

bn
bm

=

∑H
h=1 l

h
n∑H

h=1 l
h
m

, ∀n,m ∈ N (6)

Mo�zemo zaklju�citi da je iznos koji se naplati doma�cinstvima upravo srazmjeran
njihovoj potro�snji. E�kasni model naplate mora uzeti u obzir obje pretpostavke
na osnovu kojih slijedi:

bn =

∑H
h=1 l

h
n∑

m∈N
∑H

h=1 l
h
m

(
∑
m∈N

bm) ==
k
∑H

h=1 l
h
n∑

m∈N
∑H

h=1 l
h
m

(
H∑
h=1

Ch

(∑
m∈N

lhm

))
=

= n

H∑
h=1

Ch

(∑
m∈N

∑
a∈Am

xhm,a

)
(7)

Ukoliko iznos cijene koju doma�cinstvo n pla�ca zavisi od dnevnog rasporeda potro�snje
svih ostalih doma�cinstava, to vodi de�nisanju igre u kojoj doma�cinstva predstavl-
jaju igra�ce, dok njihovi rasporedi potro�snje predstavljaju strategije igra�ca. Sada
se lokalna optimizacija (4) svodi na:

minimize
xn∈Xn

H∑
h=1

Ch

∑
a∈An

xhn,a +
∑

m∈N\{n}

lhm

 (8)

�sto predstavlja e�kasan model naplate elektri�cne energije. U [2] je kori�s�cena
kvadratna funkcija cijene:

Ch (x) = a ∗ x2, za a = const (9)
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Kada je u pitanju ovakav na�cin optimizacije on se rje�sava pomo�cu IPMmetoda.
U [2] je dokazano da se sa ovakvom realizacijom funkcije cijene posti�ze Ne�sov
ekvilibrijum. Iz (8), tro�skovi svakog doma�cinstva zavise od sopstvenog, ali i ras-
poreda potro�snje svih ostalih doma�cinstava. Uveden je elemenat igre. Svaki
optimizator rje�sava lokalni optimizacioni problem (8) koriste�ci IPM metod [6].
Optimizacija potro�snje elektri�cne energije (tj. IPM metod) vr�si se za svako
doma�cinstvo. Za realizaciju IPM metoda u MATLAB-u postoje ugradene funkcije
od kojih koristimo fmincon ili linprog, u zavisnosti od na�cina de�nisanja funkcije
cijene. fmincon funkciju koristimo ukoliko je funkcija koja se optimizuje kvadratna,
a linprog ukoliko je ona linearna. Na po�cetku optimizacije vr�si se inicijalizacija
vektora ln za sva doma�cinstva, tj. vektora �ciji su elementi vrijednosti potro�snje
elektri�cne energije po �casu u toku jednog dana. Svaki korisnik de�ni�se i uslove
optimizacije za sve uredaje, tj skup Xn. Nakon toga pojedina�cna doma�cinstva
naizmjeni�cno vr�se lokalnu optimizaciju. Nakon zavr�setka lokane optimizacije n-
tog doma�cinstva, provjerava se da li je optimizacijom izmijenjen raspored njegove
potro�snje xn. Ukoliko jeste, na osnovu novih vrijednosti, dobijenih optimizacijom,
a�zurira se vektor ln, i obavje�stavaju ostala doma�cinstva o izmjeni. Razmjena in-
formacija medu korisnicima, kao �sto je slanje poruke o promjeni vektora ln, se
vr�si putem LAN-a ili nekim drugim komunikacionim interfejsom. Lokalna opti-
mizacija se ponavlja sve dok nijedno doma�cinstvo ne objavi promjenu u rasporedu
potro�snje xn, odnosno ln. Na ovaj na�cin, objavljivaju�ci informacije o promjeni
ukupne potro�snje elektri�cne energije po �casu, a ne potro�snje svakog uredaja u
svakom �casu, kao ni vremenima njihove aktivacije, korisnici ne otkrivaju detalje
o svojoj potro�snji. Time se �stiti njihova privatnost, �sto je jedan od glavnih pre-
duslova uspje�sne optimizacije. U [2] je vr�sena slu�cajna inicijalizacija vektora ln,
dok smo u na�soj realizaciji smatrali da se i na po�cetku optimizacije ta informacija
mo�ze razmijeniti medu korisnicima i time ubrzati konvergencija algoritma.

Dokazano je da algoritam u [2] konvergira Ne�sovom ekvilibrijumu igre. Trenutno
aktuelan na�cin ra�cunanja cijene u ve�cini zemalja je linearan. Kada bi se nave-
deni algoritam direktno primjenio uz trenutno aktuelan na�cin ra�cunanja cijene
elektri�cne energije, usljed njegove linearnosti, cijene koju pla�caju pojedina�cna
doma�cinstva bi se ra�cunale potpuno nezavisno, a ne bi bilo ni elementa igre, pa se
ne bi moglo ni govoriti ni o postizanju Ne�sovog ekvilibrijuma. Da bi se prou�cilo
do kakvih bi se rezultata do�slo direktnom primjenom linearne funkcije cijene, koja
je trenutno aktuelna u ve�cini zemalja, pored primjene algoritma uz IPM za lin-
earnu optimizaciju (koriste�ci funkciju linprog), analizira�ce se i rezutati dobijeni
primjenom istog algoritma uz kvadratnu funkciju cijene utro�sene elektri�cne en-
ergije, ali bez pretpostavki (5) i (6). Dakle, cijena koju pojedina�cno doma�cinstvo
pla�ca ne�ce zavisiti od rasporeda potro�snje ostalih doma�cinstava. Osim toga anal-
izira�cemo i primjenu linearne funkcije cijene, ali uz modi�kaciju na�cina promjene
koe�cijenta potro�snje koji se koristi u linearnoj funkciji. Ovaj na�cin realizacije
ukida linearnost te �cemo stoga za realizaciju modi�kovanih linearnih funkcija ci-
jene koristiti fmincon funkciju.
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5 Analiza uticaja na�cina de�nisanja funkcije cijene na

rezultate optimizacije

U svim simulacijama je analiziran uzorak od 10 doma�cinstava. Pretpostavlja se
da svako doma�cinstvo ima uredaje sa vremenski �ksiranim vremenom aktivacije
(ukupno 13, za 10 uzetih doma�cinstava u simulacijama: fri�zider, sijalica i td.)
i uredaje sa vremenom aktivacije koje se mo�ze pomjerati u toku 24h (ukupno
40, za 10 uzetih doma�cinstava u simulacijama: ma�sina za ve�s, ma�sina za sude
itd.). Optimizator ima uticaj samo na uredaje �cije se vrijeme aktivacije mo�ze
pomjerati, jer nam je i cilj da odredimo optimalno vrijeme rada takvih uredaja
u periodu njihovog dozvoljenog rada koji je de�nisan skupom X, kao i njihovu
optimalnu potro�snju u tome periodu. Optimizator nema uticaja na uredaje ko-
jima je potrebno da rade 24h. U simulacijama u kojima se analizira linearna
funkcija je uzeto u obzir da doma�cinstva koriste dvotarifna brojila, kao i da cijena
koju pla�caju zavisi od perioda dana, tj. vi�se ili ni�ze tarife. Prvo �cemo prikazati
rezultate optimizacionog algoritma koriste�ci kvadratnu funkciju cijene utro�sene
elektri�cne energije realizovanu kao u [2].

Na slici 1. prikazan je rezultat optimizacije kada je funkcija cijene (7) re-
alizovana kao kvadratna funkcija. Ovdje se pod kvadratnom cost funkcijom
nalazi suma rasporeda potro�snje pojedina�cnog kao i svih ostalih doma�cinstava.
Uzev�si ovo u obzir cijena koju pla�ca jedno doma�cinstvo zavisi ne samo od nje-
gove potro�snje, ve�c i od potro�snje svih ostalih doma�cinstava, tj. u zavisnosti
od rasporeda potro�snje ostalih doma�cinstava odreduje se optimalan raspored
potro�snje pojedina�cnog doma�cinstva. Ono �sto je karakteristi�cno za ovaj na�cin
de�nisanja funkcije cijene jeste da je uveden elemenat igre. Kada pogledamo
rezultate, shvati�cemo da je ovakav na�cin de�nisanja funkcije pa�zljivo biran u cilju
�sto boljih rezultata optimizacije. Ukupna optimizovana dnevna cijena pojed-
ina�cnih doma�cinstava (zeleni barovi) je manja od po�cetne (plavi barovi). PAR je
smanjen za 53.85%.
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Sl. 1.(a) Optere�cenje mre�ze prije i nakon optimizacije u
toku 24h. (b) Po�cetna (plavi barovi) i optimizovana (zeleni
barovi) dnevna cijena pojedina�cnih doma�cinstava koriste�ci
kvadratnu funkciju cijene.

Slede�ci su rezultati optimizacionog algoritma koriste�ci linearnu funkciju cijene,
�ciji je oblik: Ch (xn) = a∗xn, gdje je a koe�cijent koji iznosi 0.5 centi/kwh za
vi�su (VT), tj. 0.2 centa/kwh za ni�zu tarifu (NT). Koe�cijent potro�snje zavisi
od perioda dana. U periodu od 2h � 7h je aktivna naplata ni�ze, a u preostalom
periodu, vi�se tarife. Ovako de�nisana funkcija cijene je ekvivalentna ra�cunanju
cijene elektri�cne energije u Crnoj Gori.
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Sl. 2.(a) Optere�cenje mre�ze prije i nakon optimizacije u
toku 24h. (b) Po�cetna (plavi barovi) i optimizovana (zeleni
barovi) dnevna cijena pojedina�cnih doma�cinstava koriste�ci
linearnu funkciju cijene.

Na slici 2 prikazan je rezultat optimizacije ukupnog optere�cenja mre�ze u toku 24h
(plave linije), kao i njegova po�cetna vrijednosti (zelene linije). Ukupno optere�cenje
mre�ze je u �casovima vi�se tarife smanjeno u odnosu na po�cetnu vrijednost. Do�slo
je do peglanja pikova u �casovima vi�se tarife, ali i do o�cekivane pojave pikova u
�casovima ni�ze tarife. Naime, osim postoje�ceg pika u �casovima vi�se tarife koji se
smanjio, pojavio se i pik u �casovima ni�ze tarife, �sto je i o�cekivano jer je primjenom
aktuelne linearne funkcije cijene predvideno da potro�sa�ci upravo u tim �casovima,
�casovima NT, uklju�cuju uredaje sa vremenom aktivacije koje se mo�ze pomjerati
u toku 24h. PAR se smanjio za 30.7%. Optimizovana dnevna cijena pojedina�cnih
doma�cinstava (zeleni barovi) je manja od po�cetne (plavi barovi).
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Sl. 3. (a) Optere�cenje mre�ze prije i nakon optimizacije u
toku 24h. (b) Po�cetna (plavi barovi) i optimizovana (zeleni
barovi) dnevna cijena pojedina�cnih doma�cinstava koriste�ci
modi�kovanu linearnu funkciju cijene.

Na slici 3 prikazani su rezultati optimizacionog algoritma koriste�ci modi�kovanu
linearnu funkciju cijene. Modi�kacija se odnosi na to da se koe�cijent potro�snje a
mijenja ne samo u zavisnosti od perioda dana, tj. vi�se i ni�ze tarife, ve�c i od sred-
nje vrijednosti optere�cenja u toku 24h. Pomenuta modi�kacija je uvedena u cilju
sprje�cavanja pojave pikova u �casovima ni�ze tarife. Kada je potro�snja doma�cinstva
u �casu h manja od prosje�cne koli�cine utro�sene energije svih doma�cinstava u toku
24h, koe�cijent a iznosi 0.4 centa/kwh, dok je u suprotnom njegova vrijednost
0.65 centa/kwh. Kao �sto mo�zemo zaklju�citi cijena koju potro�sa�c pla�ca zavisi od
potro�snje svih doma�cinstava. Ovaj na�cin realizacije ukida linearnost, daje konvek-
snu funkciju i ona se u MATLAB-u realizuje fmincon funkcijom, �sto predstavlja
jo�s jednu razliku u odnosu na prethodno realizovanu linearnu funkciju cijene. Na
slici �cemo uo�citi da imamo ubla�zenu pojavu pika u �casovima ni�ze tarife, �sto je i bio
cilj modi�kacije linearne funkcije cijene. Ukupno optere�cenje mre�ze je u �casovima
vi�se tarife smanjeno u odnosu na po�cetnu vrijednost. Optimizovana dnevna ci-
jena pojedina�cnih doma�cinstava (zeleni barovi) je i ovdje manja od po�cetne (plavi
barovi). PAR se smanjio za 40%.

Jo�s jedna modi�kacija linearne funkcije, a u cilju dobijanja �sto boljih rezultata
optimizacije, odnosi se na promjenu perioda aktivacije uredaja iz perioda vi�se u
period ni�ze tarife uz ve�c postoje�ce uslove da se koe�cijent potro�snje a mijenja
u zavisnosti od perioda dana, tj. vi�se i ni�ze tarife, kao i od srednje vrijednosti
optere�cenja u toku 24h.
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Sl. 4.(a) Optere�cenje mre�ze prije i nakon optimizacije u
toku 24h. (b) Po�cetna (plavi barovi) i optimizovana (zeleni
barovi) dnevna cijena pojedina�cnih doma�cinstava koriste�ci
modi�kovanu linearnu funkciju cijene sa prilagodjenim peri-
odom aktivacije

Pove�canjem perioda u kojem je uredajima dozvoljeno da rade dobijamo mnogo
bolje rezultate optimizacionog metoda. Oblik funkcije cijene ostaje isti Ch (xn) =
a∗xn. Svaki od uredaja �ciji se period aktivacije mo�ze pomjerati u toku 24h je
postavljen tako da mo�ze da radi u �casovima ni�ze tarife. I za implementaciju
ovoga optimizacionog metoda u MATLAB-u koristimo fmincon funkciju, jer i
ovaj na�cin realizacije ukida linearnost. PAR se smanjio za 72%.
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Sl. 5. (a) Optere�cenje mre�ze prije i nakon optimizacije u
toku 24h. (b) Po�cetna (plavi barovi) i optimizovana (zeleni
barovi) dnevna cijena pojedina�cnih doma�cinstava koriste�ci
modi�kovanu kvadratnu funkciju cijene.

Na slici 5 su prikazani rezultati optimizacije u slu�caju kori�s�cenja kvadratne funkcije
cijene, ali koja zavisi samo od rasporeda lokalne potro�snje pojedina�cnog doma�cinstva.
Cijene pojedina�cnih doma�cinstava se ra�cunaju nezavisno po slede�coj formuli:

minimize
xn∈Xn

H∑
h=1

Ch
(∑
a∈An

xhn,a

)
+ Ch

 ∑
n∈N{n}

lhm

 (10)

Gdje je: Ch (xn) = a∗x2

Na slici se vidi da je optimizovana cijena pojedina�cnih doma�cinstava (zeleni
barovi) gotovo za 50% manja od po�cetne (plavi barovi). PAR je nakon opti-
mizacije manji za 46.15% �sto ukazuje da bi stabilnost mre�ze bila pove�cana, dok
bi sami potro�sa�ci bili podstaknuti na upotrebu predlo�zenog metoda.

Kada je optimizaciona funkcija konveksna (9), koristi i gradijent i Hesijan funkcije
koju optimizuje. Mo�zemo primjetiti da se pod kvadratnom funkcijom cijene nalazi
raspored potro�snje pojedina�cnog doma�cinstva. Na�cin ra�cunanja, kao i sami gradi-
jent i Hesijan veoma uti�cu na performanse algoritma, stoga se mora pa�zljivo
odabrati na�cin njihove realizacije. Mogu se proslijediti funkciji fmincon na vi�se
na�cina. Ukoliko se gradijent i Hesijan funkcije koja se optimizuje mogu izra�cunati,
oni se moraju realizovati u okviru realizacije funkcije cijene i biti izlazni argumenti
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te funkcije, �sto je i u�cinjeno u simulacijama. Medutim, ako ih ne obezbijedi koris-
nik, fmincon funkcija ima ugradeno vi�se na�cina njihovog ra�cunanja. Rezultati su
pokazali da algoritam radi kako br�ze, tako i ta�cnije uz upotrebu Hesijana kojeg
realizujemo u okviru funkcije optimizacije.

Analiziraju�ci pet primjera funkcije cijene zaklju�cujemo da direktna primjena
trenutno aktuelne funkcije, sa koe�cijentom potro�snje koji se mijenja u zavis-
nosti od perioda dana, ne bi dala optimalne rezultate. Dovela bi do automatskog
uklju�civanja uredaja u vrijeme kada je cijena elektri�cne energije ni�za, �sto sada
ve�cina doma�cinstava sama �cini. S druge strane, ne bi optimalno iskoristila veliki
dio perioda u kojem je ni�za tarifa, pa bi moglo do�ci do pove�canja optere�cenja
mre�ze na po�cetku ni�ze tarife. Stoga smo modi�kovali i aktuelnu funkciju cijene
i kao rezultat smo dobili ve�ce smanjenje PAR-a, pikovi u �casovima ni�ze tarife su
bolje ispeglani, uz smanjenje cijene koju potro�sa�ci pla�caju nakon optimizacije,
tj. cijena koju potro�sa�ci pla�caju je smanjena u odnosu na po�cetnu. Pove�canjem
perioda u kojem je uredajima dozvoljeno da rade, �sto je takode realna i aktuelna
situacija, dobili smo u smislu pove�canja stabilnosti mre�ze najbolje rezultate op-
timizacionog metoda. Naime, inicijalni uslovi potro�snje odreduju uklju�civanje
uredaja u �casovima ni�ze tarife, �sto je najbli�ze aktuelnom na�cinu aktivacije uredaja
potro�sa�ca.

6 Zaklju�cak

Uzev�si u obzir rezultate svih simulacija mo�zemo zaklju�citi da bi predlo�zeni al-
goritam za optimizaciju i te kako na�sao svoju primjenu. Naime, ovakav sistem
za upravljanje potro�snjom elektri�cne energije rezultirao bi smanjenjem iznosa koji
potro�sa�ci pla�caju kao i smanjenjem PAR-a, odnosno ve�com stabilno�s�cu mre�ze nego
�sto je to trenutno slu�caj. Osim svih prednosti koje im pru�za pametna mre�za kao
takva, mogu�cnost pra�cenja i kontrole sopstvene potro�snje, ovakav sistem bi upot-
punio mogu�cnosti potro�sa�ca da uz maksimalno iskori�s�cenje kapaciteta elektro-
energetske mre�ze smanje iznos koji pla�caju za utro�senu elektri�cnu energiju. Usled
svega ovoga potro�sa�ci bi bili podstaknuti da u�cestvuju i daju doprinos ovakvom
sistemu koji bi de�nitivno pove�cao kvalitet elektri�cne mre�ze. Kao �sto smo mogli
zaklju�citi iz simulacija, na�cin de�nisanja funkcije cijene ima presudnu ulogu na
performanse ovakvog sistema upravljanja, stoga se njoj mora posvetiti posebna
pa�znja.
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